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Yorwort. 


Bei der Bearbeitung der voiiiegenden siebenten Auflage des 
zweiten Teiles der Salmon-Fiedlerscben Analytischen Geometrie der 
Kegelscbnitte babe icb, verglicben mit der secbsten Auflage, fol- 
gende grSBere Anderungen vorgenommen: 

In Nr. 253 tmd254 wurden die verscbiedenen Sonderftllle der 
Gleicbung dritten Grades, von der die in einem Kegelscbnittbflscbel 
entbaltenen Geradenpaai'e abbangen, genauer betracbtet nnd be- 
sonders der EinfliiB der Kealitllt oder der Gleicbbeit ibrer Wurzeln 
auf die Art des Biiscbels und die Bescbaffenbeit des den Biiscbel- 
kurven gemeinsamen Polardreiecks dargelegt. 

In den Numinern 262 bis 266, 273 und 274 wurden mebrere 
Beispiele neu aulgenommen, die mir mein verehrter Freund, Herr 
Geb. Hotrat Professor Dr. K Kobn in Leipzig, zur Verfiigung stellte. 
Zum Teil steben sie in enger Beziebung zu zwei Abbandlungen, die 
Herr Eobn im 16. und 22. Bande des Jahresbericbtes der Deutscben 
Matbematiker-Vereinigung in den Jabren 1907 bez. 1913 verOffent- 
licbte. Fflr die Erlaubnis zur Aufnabme in das Bucb und fiir die 
Oberlassung einiger zugeb5riger Figuren sprecbe icb meinen besten 
Dank aus. 

In Nr. 283 wurde die Konstruktion des Kegelscbnittes aus pro- 
jektiven Elementargebilden etwas ausfiibrlicber bebandelt. 

Nr, 300 der friiberen, secbsten Auflage wurde weggelassen, 
und gleicbes gilt von den Beispielen zu Nr. 299 dieser Auflage. 
Mich leiteto bierbei lediglicb die “Oberzeugung, daB diese syntbetiscb 
durcbgefdbrten Betracbtungen fiber Punkt- und Tangenteninvolu- 
tionen und iiber die Involution barmoniscber Pole und Polaren nebst 
zugebdrigen Konstruktionen nicbt in ein Lebrbucb der analytiscben 
Hondern in ein solcbes der synthetiscben Geometrie geh6ren. 

Im 17,, 18. und besonders im 19. Kapitel wurde nicbt nur die 
Anordnung des Stoflfes sondern auch die Art der Darstellung wesent- 
lich geS-ndert, manches weit ausfdhrlicber bebandelt. Icb nenne in 
dieser Eicbtung die Betracbtungen Uber eine gewisse Kombinante 
und liber die barmonischen und S.quianbannoniscben Kegelscbnitte 
eines Btlscbels. Nur wenig geUndert wurden die Eapitel 20 bis 22. 
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Frei von Andernngen blieb fast kein Satz des Buclies; baufig 
sind diese nur stilistiscber Art, abgeseben von den vorerwalinten 
grSBeren Jinderungen. Selbstverstandlicb wurden samtliche in der 
friiberen Auflage entbaltenen Beispiele durchgerechnet. 

DieLiteraturnaehweisungen babe icb wesentlicb vermebrt. Fiir 
noeb ansfiihrlicbere Angaben dieser Art sei verwiesen auf den Be- 
ricbt von E. KStter im 5. Bande (1901) des Jabresbericbtes der 
Deutscben Matbematiker-Vereinigung and auf meinen Artikel uber 
Kegelscbnitte und Kegelscbnittsysteme im dritten Bande der Enzj- 
klopadie der matbematiscben Wissenscbaften , besonders auf die in 
den Jabren 1913 und 1915 ersobienenen Hefte der franzosiscben 
Ausgabe dieses Artikels. 

Unter den in deutscber Spracbe gescbriebenen Werken, die die 
Biischel und NeUe von KegelscImiUen in analytiscb-geometriscber 
Metbode bebandeln, sind besonders drei zu erwiibnen: Die von 
E. Lindemann mit Benutzung der VortrUge von A. Olebscb be- 
arbeiteten und berausgegebenen „Vorlesungen fiber Geometrio^‘, 
Leipzig 1876 oder 2, Auflage, 1. und 2. Lieferung, Leipzig 1906 
bez. 1910, ferner L. Heffter und 0. Koebler „Lebrbucb der ana- 
l 3 rtiscben Geometrie“, 1. Bd., Geometrie in den Grundgebilden erster 
Stufe und in der Ebene, Leipzig und Berlin 1905 und H. Grass- 
mann „Frojektive Geometrie der Ebene unter Benutzung derPunkt- 
recbnung dargestellt“, 2. Bd. TernSres, 1. Teil, Leipzig und Berlin 
1913. An einigen Stellen der Literaturnacbweisungen babe icb diose 
Bficber genannt und batte nocb oft den Wunscb, auf sie binzu- 
weisen mit Rficksicbt auf die in ibnen gegebene Dax-stellung. Zur 
Yermeidung baufiger Wiederbolungen in den Literaturiiachweisungon 
seien diese Werke, von denen jedes in seiner Eigenart vorzfiglich ist, 
bier ein ffir allemal genannt und dem Leser empfoblen. 

Herrn Dr. Magin in Hamburg, der mir zwei im ersten Teile 
des Bucbes stebengebliebene Druckfebler mitteilte, sage icb ffir diese 
Ereundlicbkeit besten Dank. 

Darmstadt, den 20. MSrz .1918. 


F. Dingeldey. 
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Yierzelmtes Kapitel. 

Lineare Systeme you Kegelsclmitteii. 

249. Kegelselmittbiischel. NacliderQ in den funf vorher- 
gehenden Kapiteln fast durcligangig die Methode der Cartesi- 
sciien nnd nnr einigemal die der Pluckerschen Koordinaten 
gebraucht worden ist, wiederholen wir nun den Entwickelungs- 
gang des vierten Kapitels an dem mebr umfassenden Grebiet 
der Gleichungen Yom zweiten Grade, uni uns dadurcb end- 
licb in den voUstandigen Besitz der allgemeinen Hilfsmittel 
und Gesichtspunkte zu setzen, die dort entwickelt worden 
sind. Dabei tritt wieder zuerst die Anwendbarkeit und der 
groBe Nutzen einer ahkur^endm SymboliJc^) bervor (Nr. 64), 

Wenn wir aucb diese Symbole zunachst auf Punktkoordi- 
naten bezieben und demgemaB deuten, so ist zu bemerken. 
daB ibre Deutung in Linienkoordinaten (Nr. 82) obne weiteres 
zu den dualistiscb entsprecbenden Siitzen der abgeleiteten 
fubrt (Nr. 270). 

Nacb Nr. 129 ist die Angabe eines Punktes der Kuiwe 
eine lineare Bedingung zwischen den ftinf verfugbaren Kon- 
stanten der Gleicbung zweiten Grades. Die Angabe von vier 
Punkten gestattet daber in der allgemeinen Gleicbung vier 
Konstanten durcb die fiinfte, nocb unbestimmt bleibende Kon- 
stante und gegebene GroBen auszudrueken, mit anderen Wor- 
ten: Die Gleichung eines durch vier gegebene PunMe gehende^i 
KegelsdhniUes enthdlt linear eine ve^fugiare Konstanie, einen 
Parameter. 

Nun konnen irgend vier reelle oder in Paaren konjugiert 
imaginare (Nr. 24) Punkte als die Scbnittpunkte zweier Kegel- 
scbnitte von reellen Gleicbungen angeseben werden. Wenn 
wir also fiir 

S almon-l'iedler: anal. G-eom. d. Kegelsohn. XL 7. Aud. 
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Xiy. Lineare Systeme von Kegelschnitten. 249. 


+ « 222 /'+ + 2 ^ 232 / + % 

die Abkurzung f{ Xj y), fiir 

+ 6222/^+2^13^+ 26232/ + 633 

die Abkurzung g{x,y) einffibren, kann die Gleicbung jede 
Kegelschnittes, der dui'ch die vier Schnittpunkte der Kegel 
scbnitte f{x, y)^0 und g{x,^j)^0 hindurcbgebt, in de 
Form 

(1) f{x, y) — Xg(x, 2 /) « 0 oder kiirzer f-^Xg^O 

daj-gestellt werden. Und umgekebrt definiert jede quadratisch 
Gleichung, die einen Parameter linear enthalt, einen dure 
vier gegebene Punkte gehenden Kegelschnitt*). 

Die Koeffizienten der Gleichungen/’(a;, y) = 0 unig(Xj 
werden im folgenden stets als reell vorauBgesetzt 

Gibt man dem Parameter alle moglichen Werte, so bilde 
die Gesamtbeit der Kegelscbnitte f ^ Xg ^0 ein Kegelschnit 
biiscliel; die vier Punkte, die alien Kurven des Buscbels g€ 
meinsam sind, heifien seine QrmdpunUe. Burch jed&n Pun} 
der Ehene geht ein Kegelschnitt des Buschels, denn ein Pars 
meterwert X' wird dadurcb bestimmt, daJJ die Gleictung dure 
die Koordinaten x', y irgend eines fiinften Punktes befriedig 
sein soli. 

Sind (p{x, y) = 0 und %{Xy y) = 0 irgend zwei Kurve 
des dureb Ay==0 dargesteUten Buscbels, so laBt sic 
jeder Kegelschnitt desselben aucb dureb eine Gleicbung vo 
der Form 9 — = 0 darstellen. Zum Beweis dieses Satze 

beaebte man, daB 9 — 0 und % = 0 als Gleicbungen vo 
Biiscbelkurven gleicbbedeutend sind etwa mit f—X^g^ 
bez. /* — ^ 2 ^ = 0, (+ 4 =^ 2 )^ so daB die Identitdten bestebe 

(2) f-h9 = i>>i<P, 


*) In derselben Art entliSit die allgemeine Gleichnng eines Kege 
schnittes, der drei Bedingungen unterliegt, zwei unabhangige Kor 
stanten usw. Die Gleicbungen der Ortbogonalkreise eines gegebene 
Kreises (l^r. 121 nnd 122) und der Ereise dureb einen Punkt gebe 
dazu Beispiele (vgl. Kr. 271 und 302). Aber die Kegelscbnittsgleicbungei 
die zwei lineare Parameter entbalten, definieren niclvt umgekebrt stei 
Kurven dureb drei Punkte. 



Kurven duicli die Grundpunkte; Polarenbuschel. 3 

in denen Ag, [I 2 gewisse Konstanten bezeichnen. Hie- 
raus folgt 

(^1 —h)f^ K .“ 2 X — hs*'i9) = ^9 

nnd 

(3) (Aj— Aa)(/'— Xg) = — g^q)), 

daher ist f — Xg ^0 in der Tat gleicbbedeutend mit 

(4) (^ — 42)ftig) — (A — Ai)f£3 3j = 0 

Oder mit gj — jij; =■ 0, wenn ^ zur Abkttrzung durcli 
ft ersetzt wird. 

B. Denjenigen Kegelscbnitt des Btiscbels 
— 6xy + 4cy^ — Qx — X(x ^ — Sx — Sy — 5 ) = 0 

zu bestimmen, der durcb den Punkt x = 2 , y 1 geht. 

Man findet A = — , also 

5(3a5®— 6xy + 4cy^— Qx) — 2(x^— Qxy + Sa: — St/ — 5) -= 0 
Oder ISx^— IZxy + 20/ - 36a; + Uy + 10 = 0. 

250. Polarenbiisctiel, Die Gleicbung der Polare eines 
Punktes in bezng auf den Kegelscbnitt f-—Xg=^0 entbalt 
nacb Nr. 135 den Parameter X ebenfalls linear. Daher hilden 
die Folaren eines Punktes P in hemg auf die Kegelschnitie eines 
Buschels selbst ein Strdhlenhuschelj dessen Scheiiel P' der m 
dem gegebenen Punkt P in lezug auf das Pilschel doppelt km- 
jugierte Pol liei/it 

Znnacbst erbeUt bierans die geometrische Bedeutung des 
Parameters X ais einer Proportionalzabl zum Sinusteilrer- 
baltnis im Polarenbiiscbel irgend eines Pnnktes. Sind ins- 
besondere ^i==0; t^^ 0 die Tangenten an /*=0, g^O in 
einem der Grundpunkte, so ist t^— Xt^^ 0 die Tangente an 
f—Xg^O in demselben Grundpunkte. Es ist also fig^t^it^^X, 
wenn man in die Funktionen die Koordinaten eines Punktes 
eingesetzt denkt, durcb den die Kurve f—Xg^O gebt. 

Sind ferner P, P' zwei doppelt konjugierte Pole^ so wird 
ibre Verbindungsgerade durcb jeden Kegelscbnitt des Buscbels 
in einem zu P, P' barmoniscben Punktepaar gescbnitten. Ins- 
hesondere hat der durch P gehende Kegelschnitt die Verlindungs^ 
g&rade von P mit P' als die ihn in P heruhrende Tangente^ 

1 * 
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XIV”. Lineare Systeme von Kegelsclinitten. 251. 


denn sie ist eine der zu P gehorigen Polaren; ebenso beriihrt 
PP' den durch P' gebenden Kegelscbnitt in P'. 

Umgekehrt liegen in jeder beliebigen Greraden zwei dop- 
pelt konjugierte Pole P, P'. Denn ibre Scbnittpunktepaare 
mit den Knrven 0, ^ — 0 baben ein gleicbzeitig zu bei- 
den barmonisches Punktepaar P, P' (Nr. 17). Nacb Definition 
schneiden sicb aber die Polaren von P beziiglicb / == 0 und 
^ 0 in P\ also aucb alle anderen Polaren im Bilscbel, 

Somit wird jede Gerade von md Kegelschnitkn dnes gegebenen 
JBuschels beriihrt und von den uhrigen in Punktepaarm ge- 
schniUerij die zu den eben genannien Perilhrungspunlcten har- 
moniseh liegen. 

251. G-eradenpaare im BtiseiieL Es gibt drei Werte 
von ;i, fur die f---Xg^Q ein Greradenpaar darstellt, d. b. mtet' 
den Kegelschnitten eines Busehels gibt es stets drei Oeraden- 
paare. 

Setzt man namlicb f—'lg gleicb 

(5) <hiai^+'2cii0sy + Ci^f+2c^3X + 2c^,y + c^, 

so bestehi die Bedingung, auter der die Km-ve f—Xg = 0 
in ein Geradenpaar zerfallt, nach. Nr. 62 in dem Verschwin- 
den der Diskriminante von f— Xg, also in dem Versobwinden 
der ans den gebildeten Determinante dritten Gfrades. Die 
Gleichnng, die man anf solebe Weise erbalt, ist in X vom 
dritten Grade, also von der Form 

( 6 ) C(X)~A-'6HX + %QX^-BX^=.Q, 

und bier aind A und B die Disfcriminanten von f und g, 
wabrend H und 0 durch ’ 


(8) 3 0 — ajj ^11+ 2aisB^+a,^B^^+2 5^3+ 2 Uj, B^ + o, j Bgg 

bestimmt sind. Die A,^ und B,, sind die Unterdeterminanten 
der Elemenfe bez. 6,.^ der Detenninanten A und B von f 
bez. g. Werden also die Wurzeln der kubischen Gleicbimg 
0(1.) = 0 durcb X^, Xj, Xg bezeichnet, SO sind 

(9) f^x^g^O 

die Gleicbungen der drei Paare von Sebnen, die zwiseben den 
vier Schnittpnnkten beider Kegelschnitte /=0 ^ = 0 ge- 
zogen werden kSnnen (Nr. 214). ’ ^ 
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In dem vollstdndigen Tiereck der GrmdpunTde ist jedes 
Gegenseifenpaa/r ein zerfallender Kegelschnitt des Bilscliels, Von 
diesen Scbnittselinen ist stets em Paar reell (Nr. 214), die 
beiden andem konnen ans reellen oder konjugiert imaginaren 
Greraden besteben oder selbst komplexe Gleichungen baben, 
wie im folgenden gezeigt wird. 

252. Realitat der Geradenpaare des Biiseliels. Wir 
nebmen im folgenden wie bisber an, dafi die beiden Kegel- 
scbnitte f = 0 nnd g voneinander verscbieden seien und 
untersucben die im Biiscbel f — Xg ^0 entbaltenen Qeraden- 
paare ausgebend von der Gleicbung (7(1)==0. Man kann vier 
Hauptfdlle imterscbeiden. 

I. Die Wurzeln Ag, Ag der Gleicbung (7(A) == 0 sind 
voneinander verscbieden. 

Hier entsprecben irgend zwei Wurzeln, z. B. A^ und 
zwei verscbiedene Geradenpaare, die keine Gerade gemeinsam 
baben. Ware namlicb z. B. 


(10) f-Xig^q-r, f-X^g = q-s, 

WO 2 = 0, r = 0, s = 0 die Gleicbungen von Geraden be- 
deuten, so wiirde aus (10) bervorgeben: 

, ^ _ g(g — 


( 11 ) 




Xi — ^2 


9 = 




d. b. jeder der beiden Kegelscbnitte /*= 0 und g^O wiirde 
in ein und dieselbe Gerade 2 = 0 und je eine andere Gerade 
zerfallen, aucb ware dann g alien Kegelscbnitten des Biiscbels 
gemeinsam, jeder solcbe Kegelscbnitt ware ein Geradenpaar, 
(7(A) wiirde identiscb verscbwinden. 

Aucb kann keiner Wurzel der Gleicbung C7(A) = 0 eine 
Doppelgerade entsprecben. Dies laBt sicb folgendermafieu 
zeigen®): Da (7(A) die aus den Elementen S^~ 

bildete Determinante dritten Grades ist, so gebt (7(A^+ft), 
Qi = 1, 2, 3), aus dieser Determinante dadurcb bervor, dafi 
man a^j^, — Xi^j^ durcb ersetzt; bierbei ist c.j^(Xj) 

erbalt daber nacb (6) eine Gleicbung von 

der Form 

(12) C{X,+ g,) = ^(A,) - SgH, -f 3 - g?JB, 

wo 3 Hi und 3©i aus 3H und 30 dadurch herrorgelien, dafi 
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man in ( 7 ) und ( 8 ) die GroBen bez. dureh die Unter- 
determinanten Ca und die Elemente der fur X = 

gebildeten Determinante 0{X) ersetzt. Hat nun (12) eine 



li’ig. 1. 


Doppelwurzel ^ ^0, so hat + = 0, 

d. L C?(A) == 0 die Doppelwurzel I = 
Dieser Fall wiirde tatsachlicli eintreten, wenn 
einer Wurzel Ton C{X) — 0 eine Doppel- 
gerade entsprache, denn alsdann waren nacb. 
Teil I, Nr. 138 die GroBen Ca samtlich gleich 
Null, in der Gleiclnmg G(^X^-\~ wiirden 

also das absolute Glied und der Faktor yon 


verscbwinden, diese Gleichung batte eine Doppelwurzel 
^ = 0, die Gleicbung ( 6 ) die Doppelwurzel X = Xj^. Dies war 
aber nacb Voraussetzung ausgescblossen, daber kann im vor- 
liegenden Fall keine Doppelgerade im Biischel entbalten sein. 

Die drei den Wurzeln yon C(X) zugeborigen Ge- 
radenpaare baben denmacb yier gemeinsame, yoneinander 
yerscbiedene Scbnittpunkte A, B, G, By die die Grundpunkte 
des Kegelscbnittbiischels f — > 1 ^ == 0 bilden (Fig. 1 ), und es 
kann der den beiden Geraden eines Paares gemeinsame Punkt 
nicbt auf einer eigentlicben Kurye des Biischels liegen. Die 
Realitat der Grundpunkte wird in Nr. 254 untersucbt. 

II. Die Gleicbung C{X) = 0 bat eine Doppelwurzel X^ == X^ 
und eine einfacbe Wurzel I 3 . Wir unterscbeiden bier zwei 
Unterf alle a) und b), je nacbdem fiir 1 ~ ~ yl 2 mindestens 

eine der TJnterdeterminanten Ca yon Null yerscbieden ist oder 
diese samtbcb gleicb Null sind. 

a) Der Doppelwurzel 2^ === Ig entspricbt ein eigentlicbes 
Geraden^)aar. Sein Scbnittpunkt gebort alien Kuryen des 
Buscbels an, denn die Gleicbung C{X^+ fi) 0 bat nun fiir 
A = 1 Oder 2 die Doppelwurzel = 0, neben C(X^) yer- 
scbwindet aucb 3 + + 

d. b. (nacb Teil 1 , Nr. 138) der Scbnittpunkt A des Geraden- 
paares liegt auf der Eurve = 0 , somit auf alien Kuryen 
des Buscbels, er ist ein Grundpunkt des Buscbels, oder yiel- 
mehr zwei der yier Grundpunkte sind, wie sofort gezeigt 
werden soil, in A zusammengeriickt, aUe Biiscbelkuryen be- 
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rulireii sich in -4, liaben also an dieser Stelle eine und die- 
selbe Tangente. Dies ergibt sieh, wenn man die Grleicbung 
der in A. an die Kurve f — Xg^O gezogenen Tangente anf- 
stellt^ sie ist nacb Teill^ Nr. 134, wenn die Koordinaten 
von A bedeuten, in homogener Scbreibweise: 

(13) f{xd«^-\-f{y^y-\-f\z^s-X{g'{Xi)x-\-g'{y;)y+g'{e;)s] = 0. 

Nun erfiillen aber die Zablen als bomogene Ko- 

ordinaten des Doppelpunktes des zu X = X^ geborigen Ge- 
radenpaares nacb Teil I, Nr. 137, die drei Gleicbungen 

(14) f\x^) ^ X,g'{x,) « 0, f{y,) - X,g{y,) ^ 0, 

so da6 die Gleicbung (13) aucb in einer der beiden Pormen 

(15) (Ai —X){ 9 ' {x^) X + g{y^y + g' («i) s] = 0 

Oder (l - A) 0 


gescbrieben werden kann. Wie diese Fonnen zeigen, ist daber 
die im Grundpunkt A an den beliebigen Kegelscinitt /*— Xg^O 
des Btiscbels gezogene Tangente t zugleicb Tangente der 
Kegelscbnitte g 0 und /*= 0 im Punkte A, d. b. alle 
Biiscbelkurven baben in dem ibnen gemeinsamen Punkte A 
dieselbe Tangente t, sie beriibren sicb also samtlicb in A. 
Die Gerade t muB somit aucb „Tangente^^ an das der Wurzel X^ 
der Gleicbung (6) entsprecbende Geradenpaar f— X^g = 0 sein, 
d. b. mit einer Geraden dieses Paares zu- 
sammenfallen, dessen zweite Gerade mit 
der Verbindungslinie der beiden iibrigen, 
von P verscbiedenen Grundpunkte C, D 
des Btiscbels zusammenfallt (Fig. 2). 

DaB der Scbnittpunkt P des Paares X^ 
jetzt kein Grundpunkt sein kann, ist klar, 
denn sonst muBte neben C{X^) aucb 
die fur X=^ X^ gebildete GroBe hiGii 

+ 2 &12 Ota H h &33 Cgg verscbwinden, die Gleicbung 0 (^ 3 + ^) == 0 

batte die Doppelwurzel ft — 0, also C(A) = 0 die Doppelwurzel 
A — -Ig neben der scbon vorbandenen 2 = = Ag. 

b) Das zu A = Aj^ = Ag geborige Geradenpaar wird zur 
JDqppelgerade. TriflFfc diese die Kegelscbnitte des Btiscbels in 



Pig. 2. 
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A iind C, so haben alle Biiscbelkuryen in diesen beiden Grund- 
punkten dieselbe Tangente, wie sich in gleicber Weise ergibt 
wie im Falle II a, man hat ein Buschel sich doppelt be- 
P ruhrender Kegelschnitte (Fig. 3), denn 
die Grundpunkte A und G konnen 
j ] nicht zusammenfallen, sonst wiirde die 
ff J J Doppelgerade in A alle Biischelkurven 

beruhren, also auch den Kegelschnitt 
= 0. Aus 

( 16 ) f— l^g = {c^x + <ky + 

+ 2 Ci2 ««/ + • • • + Cg, 0*];, ^ 

folgt aber ^^6 wenn die Gerade 2^ Tangente ware 

an ^ = 0, so hatte man 

( 17 ) [-^ 11^11 + ^^ 12^12 + “ * + = 

die GleichuDg G{1^ + ft) ^ 0 hatte nnn eine dreifache Wurzel 
= also C{X)^0 die dreifache Wurzel X = Dies wider- 
spricht aber der Voraussetzung. Die heiden Geraden des zu 
X — Ag gehorigen Paares sind die in A und G gezogenen ge- 
meinsamen Tangenten; dies folgt in gleicber Weise wie im 
FaUe II a fiir die eine Gerade des Paares X = -Ig. 

Man hat nun Gleichungen Ton der Form 

(18) f—h9 = i^, 

aus denen hervorgeht; dafi sich die Kurven /*= 0 und g = 0 
nunmehr durch 

(19) X^gY — Xj^rs 0 und q^— rs^O 
darstellen lassen. 


m. Die Gleichung G(X) = 0 hat die dreifache Wiu'zel 
Auch hier werden zwei Unterfalle a) und b) unter- 
schieden, je nachdem fur A ~ « Ag « Ag mindestens eine 

der Unterdeterminanten Ton Null yerschieden ist oder diese 
samtlich gleich Null sind. 

a) Der dreifachen Wurzel A^ entspricht ein eigentliches 
Geradenpaar m, n, dessen Schnittpunkt A wie im Falle Ila 
ein alien Biischelkurven gemeinsamer Beriihrungspunkt ist. 
Neben G und verschwindet fiir A =* A^ nunmehr nach 
(12) auch 

( 20) 3 01 [^11 ^11 + 2 C?12 + - • + i?33 Cgg]; ^ 
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Beachtet man, daB G{Uj v, w) = + • • • 

+ =- 0 nach Teil I, Nr. 149, den Kegelscknitt ^ 0 in 

Linienkoordinaten darstellt, daB ferner f— X^g^O als Glei- 
chung eines Geradenpaares von der Form 

(u^x + v^y + w^d) (u^x + v^y + w^d) ^ 0 
ist, so laBt sicli 0^ = 0 in der Gestalt 
( 21 ) U 2 G' (u^ + = 0 

schreiben, d. b. die Geraden des Paares X^ sind barmonisclie 
Polaren des Kegelscbnittes ^ = 0 (vgl. Teil I, Nr. 149), der 
in bezug auf g genommene Pol der einen Geraden liegt^auf 
der anderen. Ist n keine Tangents von so muB der Pol Q 
von n auf der in an ^ gezogenen und alien Biischelkurven 
gemeinsamen Tangents liegen, die zweite Geradem des Paares 
ist daber diese Tangente. AUe Biiscbelknrven baben nun 
auBer A nur nocb den zweiten Scbnittpunkt JD der Geraden n 
mit dem Kegelscbnitt g gemeinsam, es mussen daber drei der 
vier Grundpunkte nacb A geriickt sein, alle Kegelscbnitte des 
Biiscbels berubren sicb in A dreipunktig (Fig. 4), es findet 
daselbst eine Berubrung zweiter Ordnung oder Oskulation statt 
(vgL Teil I, Nr. 216). 

b) Der dreifacben Wurzel X^ entspricbt eine DoppeTr 
gerade. 

Hier ist f—X^g^(c^x + <^y + €^8)^=0, man bat 

so daB 303^ = 0 nacb (20) in + S 

iibergebt, die Doppelgerade beriibrt den Kegelscbnitt g^ somit 
aUe Kurven des Biiscbels, in einem Punkte A. Dieser ist 




als Grundpunkt vierfacb zu zablen, da andere den Biiscbel- 
kurven gemeinsame Punkte jetzt nicbt vorbanden sein konnen; 
aUe Kegelscbnitte des Biiscbels beriibren sicb vierpunktig in 
J[, es findet eine Berubrung dritter Ordnung statt (Fig. 5). 
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IV. Die Sleichung G{X) == 0 verscliwindet identisch; jeder 
Kegelschnitt des Buschels ist nun ein Geradenpaar; neben 
^ = 0 und = 0 hat man jetzt auch H = 0 und 0 = 0, 
d. h. der Doppelpunkt P des Geradenpaares f liegt auf der 
Doppelpunkt Q von g liegt auf f, Auch hier sind zwei TJnter- 
falle moglich: 

a) Die Punkte P und Q sind verschieden, die Kurven 
des Buschels sind alsdann Geradenpaare, die eine Gerade ge- 
meinsam haben, die Gleichungen /*= 0 und g ^0 sind von 
der Form gr = 0 bez. = 0. Hier wird /*— Xg = g{r — Xs) = 0, 
jede Kurve des Buschels besteht aus der Geraden g und einer 
durch den Schnittpunkt von r und s gehenden Geraden. 

b) Die Punkte P und § fallen zusammen. Hier ist etwa 
g^rSj /*= ar^ + firs + daher 

f—Xg^ar^+(^-- X)r$ + ys\ 
jeder Kegelschnitt des Buschels besteht aus einem durch den 
Schnittpunkt von r und s gehenden Geradenpaar. 

In den Fallen I — HI der vorstehenden Betrachtungen 
konnte natiirlich angenommen werden, daB die Kegelschnitte 
/*=0 und g=^0 keine Geradenpaare sind; denn man kann 
nach Nr. 249 die Gleichung des Buschels stets in eine solche 
Form, z. B. gerade in die Form f—Xg^O, gebracht denken, 
daB f und g irgend zwei wiILkurlich herausgegrifiPene Kurven 
des Buschels, also z. B. zwei nicht ausartende Kegelschnitte, 
darstellen. 

253. Gemeinsames Polardreieck. Da die harmonische 
Beziehung zwischen Pol und Polare durch ein dem Kegel- 
sehnitt eingeschriebenes Viereck vermittelt werden kann (Pig. 1 
und Nr. 135), so sind in dem Diagonaldreieck des 

Vierecks der Grundpunkte jede Ecke P^ usw. und die Gegen- 
seite PgPs usw. Pol und Polare in bezug auf jeden Kegel- 
schnitt, der durch die Grundpunkte geht. Das Dreieck P^PgPg 
ist somit in bezug auf aRe Kegelschnitte des Buschels ein ge- 
meinsames Polardreieck (Nr. 136). 

Es gibt aber auch im allgemeinen nicht mehr als drei 
Punkte, die in bezug auf alle Kegelschnitte des Buschels die- 
selbe Polare haben. Denn sind = 0 die Polareii 
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^ines solchen Punttes x'\y' in bezug auf ^-=0, so 

mufi identiscb ^p 2 sein, damit jene Polaren untereinander 
identisch seien. Daher muB x' j y' bestimmt werden aus den 
drei in I linearen Bedingnngen, daB die Koeffizienten von Xy 
von y Tind die konstanten Glieder in p^ und p^ proportional 
seien. Dies ist aber nnr moglich^ wenn die Determinante 
dieser drei Gleichungen verscbwindet, cl. h. X aus einer Glei- 
cbung driUm Grades bestimmt wird*^). 

Jedes Kegelschnitthuschel hat in dem Diagonaldreieck des 
VierecJcs dex OrundpunMe das einzige gemeinsame Polardreieck. 

254. Wir woUen nun untersuchen, wie dieses Dreieck 
in den vier in Nr. 252 unterscbiedenen Fallen beschaffen ist. 

I. Die Wurzeln X^, X^ der Gleichung (7(A) == 0 sind 
voneinander yerscbieden. Hier gibt es einige Unterfalle: 

a) Die Wurzeln X^, X^, X^ und die ibnen zugeborigen 
Geradenpaare sind reell. In diesem Fall scbneiden sicb die 
Geradenpaare in den vier reellen Gnindpunkten A, By C, JD, 
das Diagonaldreieck P^PgPg ist reeH (Fig. 1, S. 6). 

b) X^y X^y Xq sind reell, aber nur eines der zugeborigen 
Geradenpaare ist reeU. Die beiden imaginaren Geradenpaare 
baben Gleicbungen mit reellen Koeffizienten, also reeUe 
Doppelpunkte. Jetzt sind die Grundpunkte Ay By Gy I) ima- 
ginar, das Diagonaldreieck P^PgPg ist aber wieder reelL 

c) Der FaU, daB bei reeUen Wurzeln X zwei Geraden- 
paare reeU, das dritte imaginar ist, kann nicbt eintreten, 
denn das dritte Paar muB durcb die nun reellen Scbnitt- 
punkte Ay By C, JD der beiden ersten Paare geben, also 
gleicbfalls reell sein. 

d) Eine Wurzel, etwa X^, der Gleicbung (7(A) = 0 ist 
reell, Ag und Ag sind konjugiert komplex. Die zu Ag und Ag 
geborigen Geradenjpaare baben Gleicbungen mit imaginaren 
Koeffizienten; sie sind imaginar und baben aucb imaginare 
Doppelpunkte. Die Gleicbung des einen Paares gebt aus der 
des anderen durcb Vertauscbung von i mit — i bervor. Ent- 

*) Man liberzeugt sich leicht, daB diese Bedingnngsgleiclning 
identisch ist mit der gleich Nnll gesetzten Diskriminante von f — = 0, 

lEblso mit <7(^) = 0. 
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sprechen der Wurzel L die beiden Geraden ^ -f = 0 und 
5 4 . = 0, wo r, Sj t in x und y lineare Ausdriicke mit 

reellen Koeffizienten bedeuten, so entsprechen der Wurzel 
die Geraden ^ — ir = 0 und s — it =-0, Von den vier Grund- 
punkten des Biischels sind mei reell (der Schnittpunkt der 
beiden Geraden q ± ir = 0 und der Schnittpunkt der beiden 
Geraden s ± = O), m^ei sind konjugiert imagindr. Die Ecke 

des Diagonaldreiecks ist als Doppelpunkt des Geradenpaares X^ 
reell, auch die Geraden dieses Paares sind als Verbindungs- 
linien der eben erwahnten zwei reellen bez. zwei konjugiert 
imaginaren Grundpunkte reell. Die Ecken Pg und P 3 des 
Diagonaldreiecks sind konjugiert imaginar, haben aber eine 
reelle Verbindungslinie. Bei diesem Dreieck ist also jetzt eine 
Ecke und ihre Gegenseite reell. 

n, a) = Ag 4 = Ag und fiir die Doppelwurzel verschwin- 
den nicht aJle 0,^: Die Buschelkurven beruhren sich in A 
und gehen auBerdem durch die Punkte C und D hindurch. 
Der Punkt A ist als Doppelpunkt des der Doppelwurzel zuge- 
horigen (reellen oder imaginaren) Geradenpaares reeU, daher 
ist auch das zur Wurzel Ag gehorige Paar, dessen eine Ge- 
rade alle Kegelschnitte des Biischels in A beruhrt, reell. Je 
nachdem das Geradenpaar A^ reeU oder imaginar ist, sind die 
Punkte G und D reell (vgl. Pig. 2) oder imaginar. Ein eigent- 
liches Polardreieck ist jetzt nicht vorhanden. 

b) Ai =* Ag 4= ^ ii^d fiir die Doppelwurzel Terschwinden 
alle G^f.: Die Buschelkurven beriihren sich in zwei Punkten 
A und C, die reell oder imaginar sind, je nachdem das zu 
Ag gehorige Geradenpaar reell oder imaginar ist. Hier gibt 
es unendlich viele Polardreiecke, die den Schnittpunkt Pg des 
Geradenpaares Ag zur gemeinsamen Ecke, die Doppelgerade 
Ai = Ag zur Seite haben (Pig, 3). Die beiden anderen Ecken 
eines jeden Polardreiecks werden durch ein auf der Geraden 
X^^ X 2 gelegenes, zu A und G harmonisches Punktepaar ge- 
bildet. Das Geradenpaar und die Doppelgerade bilden Jcein 
Polardreieck. In den Pallen III und IV von Nr. 252 gibt 
es kein eigentliches Polardreieck. 

Beispiele fiir die FaJle Ib und Id bieten die Ereis- 
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biisckel; bei reellen Grenzpunkten bilden diese mit dem un- 
endlich fernen Punkt der Potenzlinie das reelle Diagonal- 
dreieck der imaginaren Scbnittpunkte, bei imaginaren Grenz- 
punkten sind der Punkt P^ und die gemeinsame Zentrale die 
einzigen reellen Elemente desselben (Kr. 120). 

255. Gattungen der Eegelschnitte im Biiseliel. So lange 
im Viereck der Grundpunkte zwei reelle Scbnittsehnen eines 
Paares einen endlicben Winkel einscblieBen, konnen wir diese 
als die beiden Koordinatenacbsen annebmen. 

Nennen wir die Achsenabscbnitte Z, V bez. m, m, so 
sind in einer Gleicbung zweiten Grades, die sick fur y^O 
bez. a? = 0 auf 

— Q + l')x + IV = 0 bez. — (»^ -f m')y + mm' = 0 
reduziert, die Koeffizienten aus 

2ajg — — + Z ), 2a23= — a22(^ +■ 

«33 = ^i^ZZ' = a^^mni 

zu bestimmen, wakrend = X vollig unbestimmt bleibt. 
Mit mm' konnen wir also die Gleickung des Biisckels 

sckreiben 

(22) mm'x^ + 2Xxy + IV y^ — mm' {I + l')x 

— IV {m + m')y + IV mm' == 0. 

Hier kann man sofort den EinfluB des Umstandes er- 
kennen, ob die Grundpunkte ein einfackes Viereck mit lauter 
ausspringenden Winkeln oder mit einem einspringenden Winkel 
zulassen. Dies kangt, wie man sick leickt durck eine Zeick- 
nung iiberzeugt, nur davon ab, ob die Produkte IV und mm 
gleicke oder verschiedene Vorzeicken kaben. Im letzten Palle 
ist IV mm' negativ, also kann auek X^ fiir reelle X 

nickt positiv oder Null sein. DaJier enthdlt ein BuscJiel, von 
dessen Qrundpunhten einer im Breieck der ubrigen liegty heine 
reellen JElUpsen oder Parabeln (Nr. 131). In der Tat muB 
offenbar der einem solcken Viereck umgesckriebene Kegel- 
scknitt eine Hyperbel sein^ deren beiden Asten ein bez. drei 
Scknittpunkte mit den Koordinatenacbsen angekoren. 

Ist dagegen ZZ'mw'>0, so liefem die Paramet erwerte 
X^CilVmm' reelle EUipsen und insbesondere l = ±yZZ'wm' 
Parabeln. Einem Jconvexen Viereck sind steis mei reelle Earor 
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leln umgeschrieheyi, Dasselbe gilt auch fiir ein Viereck von 
zwei Paaren konjugiert imaginarer Punkte, da dann auf den 
reellen Schnittselinen die Produkte IV, mm' positiv sind. Aus 
demselben Grnnde entspringt die Unterscbeidung: Biischel mit 
nur 0 wei reellen Grundpunkten enthalten Jceine reellen EUipsen 
und Paraheln, wenn jene durch den Trdger der imagindren 
GrundpiinJcte getrennt werden. 

B. l) Der Ort der MittelpunUe der Kegelsclmitte tines BilscJiels 
ist ein Kegelsclmitt, der durch die seeks Seitenmitten des vollstmdigen 
Vierecks der GrundpunTde und durch die Ecken des Diagoneddrei- 
ecl's gelit Vgl. auch Nr. 301, 15 und 314, 1. 

Denn der Mittelpnnkt des Kegelscbnittes, der eine Gleiobung 
von der Form (22) bat, ist gegeben durcb 

+ ly + =0, lx + = 0, 

und durch Eliminatioii von X entsteht der Ort 

— a^^y^ + a^^x - a.^y == 0 . 

Die Kurve geht durch die Punkte 0 | 0, 0 ; + 0? + ^0 1 

Schnittpunkt und Mitten eines Gegenseitenpaares usw. tlbrigens 
ordnen sich offenbar die sechs Seitenmitten zu drei Parallelogram- 
men; diese haben daher den Mittelpunkt des soeben betrachteten 
Kegelscbnitts zum gemeinsamen Mittelpunkt. 

Der Ort ist eine Hyperbel, wenn ll' und mm' gleiche Vor- 
zeichen haben, die Grundpunkte ein einfaches kon vexes Viereck 
bilden; die beiden Asjmptotenrichtungen ^ geben 

also die Achsenrichtungen der Pardbeln des Busckels. Ln Falle eines 
nur aus Hyperbeln bestehenden Biischels ist der Ort ihrer Mittel- 
punkte eine Ellipse. 

2) Jedes Buschel enthalt eine gleichseitige Hjrperbel. Ibr Para- 
meter folgt aus -j- 022 ^ ^Xcosm (Nr. 165). 

3) Durch vier Punkte, deren jeder der Hdlienschnittpunkt im 
Dreiech der iilrigen ist, gehen nur gleickseitige Eyperheln. 

Wir haben nach Nr. 41, 7 nur rechtwinklige Koordinaten und 

— yyim , also 0 , 22 =^ — , auzunehmen. Wir konnen auch kiirzer 

sagen: Durch drei Punkte geht ein Buschel gleichseitiger Hyperbeln, 
weil ein vierter mitbestimmt ist. 

4) Der Ort der Mittelpunkfe alter gleichseitigen Hyperbeln, die 
einem Dreiech umgeschrieben sind wnd nach Teil I, Nr, 165, 2 auch 
durch den Bohenschnittpunkt des Dreiechs gehen, ist der Feuerbach^ 
sche Kreis desselben (Nr. 99, 3). 

Die Gleichxmg des Ortes in 1) gibt mit einen Kreis, 

der die Seiten und die Eckenabstande des HShenschnittpunktes hal- 
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biert. Die HSbenfuBpunkte sind die Ecken des Polardreiecks des 
Biischels gleicbseitiger Hyperbeln. 

256. Aus den Betrachtnngen in Nr. 249 gebt bervor, daB 
man bei /* — 2^ ~ 0 fur eine der beiden Kurven g^O 

(oder aucb fiir beide) Geradenpaare des Biiscbels wablen kann. 
Sind etwa 0, 0; 53= 0, ^4= 0 zwei Scbnittsebnenpaare, 

so ist in 

(23) ^3^4 ~ ^ 

die Gleicbung jedes dem Viereck umgescbriebenen Kegel- 
scbnittes entbalten, jedocb nur dann in reeller Form, wenn 
das Viereck ganz reell oder ganz imaginar ist. (Ygl.Nr. 254.) 

Diese Gleicbungsform liefert z. B. den Satz: Sind die 
SchniUsehnenpaare Bechtwirikelpaare, so besteht das BusdJid nur 
aus gleichseitigen Syperbeln. Denn bei recbtwinkligen Koordi- 
naten sind dann die Koeffizienten 7on und sowobl in 

als in S354, daber aucb in 5354 — - entgegengesetzt 
gleicb (Nr. 255, 2). 

Weil aber wenigstens ein Scbnittsebnenpaar 5^ = 0, 
^2 = 0 reell ist (vgl. Nr. 262), so kann jedes Kegelschnittbuschel 
durch einen KegelschniU und ein Qeradenpaar stets reell definiert 
werden: 

(24) 

wie scbon an der Form f — kxy =*= 0 von Nr. 255 erkennbar 
ist. Die Scbnittpunkte von f = 0 mit = 0 bez. Sg =* 0 
mogen Qi ^^2;. Pg, beiBen. Den Parameterwerten 
ft = 0 und fi- *= 00 entspricbt 0 und s^s^ = 0, also muB 
die kubiscbe Gleicbung zur Bestimmung der Parameter der 
Geradenpaare sicb nun auf eine quadratiscbe reduzieren. 

B. 1 ) Wenn drei Kegelscbnitte /’=*0,p' = 0,/e = 0 gegeben 
sind, und zwei andere g? == 0 , % = 0 durcb die bez. dem ersten 
und zweiten, dem ersten und dritten von ibnen gemeinsamen Punkte 
gelegt werden, so liegen die vier gemeinsamen Punkte von g? = 0 
und % = 0 und die des Paares ^ = 0, ^ = 0 auf einem und dem- 
selben Kegelscbniti 

Denn die Gleicbungen der Kegelscbnitte 9 , % sind /*+ ^'g — 0, 
f + g!'h = 0 und einer der durcb ihre Scbnittpunkte gebenden 
Kegelscbnitte ist g! g — g!'h 0. 

2) Die Gleicbung des Kegelscbnittes , der durcb 1 j 2, 3 ] 6 , 
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l!4, — 3| — 1, — wird erhalten, indem man die 

Gleichnngen der Seiten des dnrch die vier ersten Pnnkte gebildeten 
Yierecks bestimmt nnd in der Gleichung 

(3a,'— 2jr + l)(5a: — 22/ + 13) = l{x - iy -[■n){Zx — iy + 5) 

die Koordinaten des fdnften Punktes znr Bestimmung von I ein- 
221 

setzt. Man findet 1 also die Gleicbnng des Kegelscbnittes 

- o20xy + 301/ + 1101a; — 1665?/ + 1586 -= 0. 

3) Man bilde und nntersuebe die Bedingungen, nnter denen 
drei Kreise demselben Biiscbel angeboren.^) 

257. Beriilirungsbuscliel. AuBerst braucbbar ist die Glei- 
cbungsform f — 0, z.B. um die besonderen Bezielixmgen 

zwischen Kegelsclmitten in allgemeinerer Form als in Nr. 216 
darzustellen. Die Kegelschnitte /*= 0, /* — 0 bertihren 

einander, d. b. zwei ihrer Scbnittpunkte fallen zusammen, 
wenn entweder eine der Geraden 5^ = 0, 52=0 den Kegel- 
scbnitt f^O beriibrt; oder wenn 5 ^ = 0, Sg = 0 sich in einem 
Punkte von f == 0 scbneiden. 

Ist also ^ 0 die Gleicbnng der Tangente von /* == 0 im 

Punkte x' | y, so ist 

(25) f- f(a^x + a^y + a^) = 0 

die aUgemeine Gleichung eines KegelscJinittes, der /‘=0 im 
Punlde x' | y' herillirt; nocb drei weitere Bedingungen sind 
erforderlicb, um die Bestimmung des Kegelscbnittes durcb die 
Ermittelung von ag, zu vollenden. 

Wenn die Gerade a^x + a^y + a^ = 0 durcb den Punkt 
x' I y geht; so fallen drei von den vier Scbnittpunkten zu- 
sammen; die aUgemeine Gleichung eines Kegelschnittes, der 
/* = 0 im Punlde x i y osliulieHy ist 

(26) f-t[a^\x-x')-\-a^{y-y')]=0. 

Wird insbesondere die Gleichung des oskulierenden Kreises 
verlangt, so haben wir nur auszudriicken, da£ in dieser Glei- 
chung erstens der Koeffizient von xy verschwindet, und 
zweitens die Koeffizienten von a;* und y^ einander gleich sind, 
wir erhalten die Werte von a, and aus diesen Bedingungs- 
gleichungen. 

Die beiden Kegelschnitte haben endlich vier zusammen- 
faUende Scbnittpunkte, wenn die Geraden Oj^x + a,y + = 0 
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und = 0 zusammenfallen. Die allgemeine Gleiclmng eines 
Kegelschnittes, der mit /*= 0 im Punkte x'\ y eine Berulirung 
dritter Ordnung (Hyperoskulation) hat, ist 
(27) (Nr. 216). 

Ein Kegelschnitt hat in jedem Punkte eine hyperosku- 
lierende Parabel, denn von den zwei Parabeln, die durcb vier 
Grnndpunkte gelien (Nr. 260 am Schlnfi imd Nr. 143), artet 
nnn die eine in 0 ans. 

B. 1) Wenn die Acbsen des Kegelsclmittes zu denen 

des Kegelsclmittes ^ = 0 parallel sind, so baben aucb die Acbsen 
von f — 1^ = 0 dieselbe Eicbtung. 

Denn far Koordinatenacbsen, die den Acbsen von /* = 0 par- 
allel sind, entbalten weder f nocb g das Glied xy. Weim z. B. 0 
einen Kreis darstellt, so sind die Acbsen von f — Xg ^ 0 denen 
von f^O parallel; ist /*=0 ein Geradenpaar, so geben seine 
Winkelbalbierenden die Acbsenricbtnngen. 

2) Sind die Koordinatenacbsen den Acbsen von f=0 nnd 

denen von f — = 0 parallel, so sind Sj^ nnd Sg von der Form 

a^x -f a^y + a^, a^x — a^y + a/, 

3) Gleicbung des osbulierenden Kreises fiir den Punkt P' eines 
Mittelpnnktskegelscbnitts. 

Die Gleicbung muB nacb dem Texte von der Form sein 
Die erste Bedingung des Textes reduziert sie auf 



nnd bier bedeutet X eine Konstante, die sicb aus der zweiten Be- 
dingnng gleicb (6® — a^) = — 5'^ : ergibt. Dabei ist I' der zum 
Halbmesser a' des Punktes P' konjugierte Halbmesser (vgl. Nr. 170). 
Also lautet die Gleicbung 

_ 2 (^ - ^) + a'»- 26'* = 0. 

4) Die Gleicbung des oskulierenden Kreises des Punktes P' 
der Parabel y^=^ 2px ist 
(p^+ 2px')(y^— 2px) =- {yy — p(jx^ + x)} {yy 

6) Die Gleicbung der Parabel, die einen auf Tangente und 
Normale als Koordinatenacbsen bezogenen Kegelscbnitt im Null- 
pnnkt byperoskuliert, ist 

— 0 . 

Salmon-Fiedler: anaL Gcom. d. Kegelschn. n. 7. Aufl. 


2 
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6) Die hyperoskulierende Parabel hat eine zn dem betreffen- 
den Duxchmesser 2d des Kegelschnittes paraUele Achse und den 
Hauptparameter == : d^. 

258. Doppelberdhrung. Wenn der Kegelsclmitt 

von den Geraden 5^=0, $2^0 geschnitten wird, so rucken die 
Punkte und und Q 2 (Ifr. 256) bez. urn so naher zu- 

sammen, je naher die Sehnen zur Deckung mit derselben Ge- 
raden s = 0 kommen. Daher steUt die Gleichung 
ein BilscJiel von KegelschniUen dar, die mit /* == 0 in der ge-- 
memsamen Sehne s = 0 je eine reelle Oder imagindre doppelte 
Beriihrung hdben (Nr. 215). 

Ebenso stellt — 0 jeden Kegelschnitt dar, der 

die Geraden 5^ = 0, Sg = 0 in den Punkten beriihrt, in denen 
sie von der Geraden 5 = 0 geschnitten warden (Nr. 147). Die 
Gleichung eines Kegelschnittes, der mit /* = 0 in den beiden 
Punkten eine doppelte Beruhmng hat, kann 

ebendeshalb auch in der Form /*— dargestellt war- 
den, wenn ^^= 0, ^3= 0 die Tangenten von /*== 0 in diesen 
Punkten ausdrucken. 

259. XJnendlichL feme Sclinittselme. Die Gleichungsform 
f — 1 5^52 = 0 umfafit namentlich auch den besonderen Fall, wo 
eine oder mehrere Schnittsehnen im TJnendlichen liegen. Man 
hat sich nur zu erinnern, daB die Gleichung der unendlich 
femen Geraden die Form 0 • x 0 • y + c ^0 hat und in 
jedem Gliede von zu geringem Grade eine oder mehrere Kon- 
stanten c durch 0 • a; -f 0 • 2 ^ + c ersetzt gedacht warden 
konnen. 

So ist die Gleichung f-^Xs^^O als der besondere Fall 
der Form /*— 5i52=0 anzusehen, bei dem 5^ = 5 und 
53^0*^-f'0*2/ + A ist. Sie stellt daher Kegelschnitte dar^ 
die durch die Schnittpunkte von /* = 0 mit 5 = 0 und 
O-x + O^y + X^O gehen. Diese Gleichungen /*— A5 = 0 
stimmen auch offenbar in den quadratischen Gliedern alle 
iiberein (Nr. 132), definieren daher bei beliebigem 5 alle Kegel- 
sehnitte mit parallelen Asymptoten (Nr. 224). Somit Ulden 
alle dhnlichen oder dhnlich gelegenen Kegelschnitte mit mei 
festen SchniUpunMen im Endlichen ein Buschel. Dieses ent- 
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halt im allgemeinen keine Parabeln, denn zwei der Schnitt- 
sehnenpaare bestehen aus Parallelen (Nr. 143). Dagegen sind 
seine samtlichen Kurven parallelachsige Parabeln; wenn /*= 0 
selbst eine Parabel ist. Auch das Kreisbiischel gehort hierher. 

Ferner ist die Gleichung /* — = 0 ein besonderer Pall 

der Gleichnng /* — ^ namlich /* — (0 • a; + 0 • ^ + A)^ = 0 . 

Sie bezeicbnet daher (Nr. 258) einen Kegelschnitt, der mit 
/* = 0 eine doppelte Beruhrung hat, docli ist die Beruhrungs- 
sehne unendlich fern. Ihr Pol ist in jedem der Kegelschnitte 
der Mittelpunkt (Nr. 139) und alien gemeinsam. Daher hilden 
alle ahnlichen imd hoacksialen Kegelschnitte ein Diischel mit 
Doppelberuhrung, wie z. B. das Biischel konzentrischer Kreise. 
Da fiir Parabeln insbesondere die nnendlich feme Gerade 
Tangente ist (Nr. 257), so hilden die Parabeln /* == A^ ein 0s~ 
hulationsbuschel (Nr. 226). 

Endlich kann jede nicht - symbolische Gleichnng selbst 
als unter der Gleichnngsform 0 inbegriffen an- 

gesehen werden. Denn im allgemeinen Ansatz 

+ 2a^^xtj + + 2a^^x + 2a^^y + agg = 0 

liefert das erste Trinom, gleich Null gesetzt, ein Geraden- 
paar ans dem NuUpnnkt nnd das zweite Trinom 

eine durch die nnendlich feme Gerade =* 0 zu einem Paar 
erganzte Gerade Si=0. Die AsymptotenparaUelen 5g^0, 
treffen die Knrve in zwei endlichen Schnittpnnkten 
von der Sehne Si==0. 

Insbesondere zeigen die Gleichnngen der Parabel 
{ax 4 - + {2a^iX + 2a^y + 033 ) = 0, = 2p'x (Nr. 197), 

als von der Form As®= 0, da 6 die Gerade oder 

2^i3ia?+2a232/+<^s3=0bez.a;=0 und die unendlich feme Gerade 
52 = 0 die Knrve in den Punkten des Durchmessers ax + ^y^O 
bez. 2 / « 0 beriihren. Von derselben Art ist auch die auf 
die Asymptoten bezogene Hyperbelgleichnng xy^'k^=^{0'X + 
^ 'V + T^y (Nr. 164); hier sind a; = 0, y Tangenten der 
Knrve mit unendlich ferner Beriihrungssehne. 

260. Die Gleiclmngsform 


( 28 ) 


2 
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definiert einm Kegelsclinitt, filr den die Geraden ^2 = 0 ? 

§3 = 0 Seitm eines Folardreiecks sind (Nr. 136 ). 

Im bisherigen Zusammenhange erkennt man dies, indem 
man die Gleichung ( 28 ) in drei aquivalenten Formen scbreibt, 
deren eine Seite nnr je eines der Quadrate bildet. Derm die 
Form — zeigt, daB ^2^2^+ 0 ein Ge- 

radenpaar darstellt, das zu dem Paare Sg =0 iiarmo- 

nisch ist und ans den Tangenten der Kurve zu der Beriibrungs- 
sehne Sj = 0 besteht. Also ist die Ecke §2 ^ ^3 0 der Pol 

der Seite 0 . Ebenso folgt aus + •“ ^2^2^ 

Zi^i^ + ZgSg^^ — Z3S3®, daB 53 =* 0 , = 0 die Polare und 

= 0 , §2 = 0 die Polare §3=0 bat. 

Setzen wir ein reelles Polardreieck voraus, so baben wir 
zu unterscbeiden, ob die drei Koeffizienten Zg, Z3 dasselbe 
Oder ob nur zwei von ibnen dasselbe Vorzeicben baben. Nur 
im zweiten Falle ist der definierte Kegelscbnitt reell. Nehmen 
■wir etwa Z^ = Zg = Ag^, 

Seitenpaaren des Dreiecks barmoniscben Tangentenpaare 
*^2^2± ^3^3^ Ai§i±^3§3 = 0 und li§i ± iAgSg = 0, womit 

die Lage des Dreiecks gemaB Nr. 136 verdeutlicbt wird. Ins- 
besondere fiir + l2^^2^ (^3 ~ l^estebt das Polar- 

dreieck aus der unendlicb fernen Geraden und zwei kon- 
jugierten Durcbmessem §1= 0, §3=0. 

In gleicber Weise bestatigt man, daB die Gleicbung 

( 29 ) ^11 §1^ + 2 ^12 §1 §2 -f agg §2^ = agg §3^ 

einen Kegelscbnitt bezeicbnet, fiir den der Punkt §1 = 0, 
§2 0 der Pol der Geraden §3 = 0 ist; denn die linke Seite 

steUt, gleicb Null gesetzt, ein Geradenpaar durcb jenen Punkt 
dar. Ist iasbesondere §3= 1, so baben wir die auf den Mittel- 
punkt §1=0, §2=0 der Kurve bezogene Gleicbung (Nr. 140 ). 

Wenn die Gleicbung ( 28 ) einen Kreis darstellt, so muB 
sein Mittelpunkt der Hobendurcbscbnittspunkt des fundamen- 
talen Polardreiecks sein, weil das vom Pol auf die Polare 
gefaUte Lot durcb den Mittelpunkt gebt. 

Weil femer zwei Kegelscbnitte ein gemeinsames Polar- 
di’eieck baben, §0 honnen wir im allgemeinen die Gleichungen 
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meier KegelschniUe gleichmtig auf die Normalform gebracht 
voraussetzevi: 

(30) = 0, = 0. 

Jedoch erscheinen diese Darstellungsformen imaginarj wenn 
das Poiardreieck imaginar ist, d. k. wenn zwei reelle nnd 
zwei imaginare Schnittpunkte vorkanden sind (Nr. 254). 

261. Wenn mei KegelschniUe mit einem driUefn in doppelter 
Beruhrung sind, so gehen Hire Beruhrungssehnen mit diesem 
und eines von ihren drei SchniUsehnenpaaren diircli einen und 
denselben PunM und hilden ein harmonisches Biischel. 

Pur /* = 0 als die Gleickung des dritten Kegelschnittes 
sind die Gleickungen der beiden 

ersten. Durck Subtraktion derselben Yoneinander erkalt man 
als Gleickung der fraglicken Scknittseknen = 

die Geraden ± = 0 sind zu den Beriikrungsseknen 5^ = 0, 

$2 = 0, durck deren Scknittpunkt sie geken, karmonisck.'^) 

B. 1) Weim zwei Kegelseknitte in doppelter Berukrung sind, 
so sckneiden sick die Seknen, die ein durck die Berilkningspunkte 
wiUkiirlick gelegter Kegelscknitt mit beiden bestimmt, auf der Be- 
riikrungssekne. 

Die Gleiekungen /= 0, /*+ 0, /*+ — 0 entkalten 

den Beweis. Ptbr Geradenpaare durck die Beriikrungspunkte und 
fur Hyperbeln mit denselben Asymptoten ergeben sick besondere 
Satze. 

2) Denkt man sick an zwei Kegelschnitte ein Paar ikrer ge- 
meinsamen Tangenten gezogen, so ist der Scknittpunkt der dem 
einen* und der dem anderen Kegelseknitte angekorigen Berukrungs- 
sekne zugleick Scknittpunkt eines Paares ikrer gemeinsamen Seknen. 

Man erkalt diesen Satz als einen Sonderfall des Hauptsatzes, 
wenn man annimmt, daB /*= 0 ein Geradenpaar ist. 

Wenn die Asymptoten einer Hyperbel eine Ellipse beruhren, 
so sind zwei Scknittseknen dieser Kurven der Berukrungssekne 
parallel und Yon ikr gleickweit entfemt. 

3) Die Diagonalen eines einem Kegelscknitt eingeschriebenen 
und die des entspreckenden ihm umgesekriebenen Yierecks geken 
durck einen Punkt und trennen einander karmonisek. 

Dies ist der besondere Fall Yon dem Satze des Textes, in dem 
die Kegelseknitte f — 0, f + ^ 2 ^^ ^ Geradenpaar 

ausarten. Der Beweis kann aber fur diesen Fall auck direkt ge- 
fukrt werden wie folgt: Sind 0, O', ^ 3 — 0, < 4 == 0 die 

Gleiekungen Yon zwei Tangentenpaaren und r = 0, 5 = 0 die ikrer 
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Beriilirungssehiien, d. h. der Diagonaleu des entsprechenden einge- 
schriebenen Vierecks, so kann man die Gleicbung des Kegelscbnittes 
in jeder der Formen 0, ^ 3^4 — 0 scbreiben. Daber 

sind diese identiscb oder mir um einen konstanten Faktor X ver- 
scMeden, d. b. es entspiirgt die Identitat — Xs"^, 

In dieser druckt die recbte Seite durcb ibr Verscbwinden ein Ge- 
radenpaar ans, das mit r == 0 , 5 = 0 ein barmoniscbes Biiscbel 
bildet, wabrend die linke Seite zeigt, daB diese Geraden die Punkte 
verbinden 

^^=^ 2 = 0 , ^l=^4=0, 

4 ) Man stelle die Gleicbungen der Diagonalen des Vierecks 
anf, das von den Tangenten eines Mittelpunktskegelscbnittes in den 
vier Pnnkten gebildet wird, denen die exzentriscben Winkel 2 a, 
2 j?, 2 y, 28 entsprecben. 

In diesem Falle ist (Nr. 159) 

= ~cos2a + ysin2a — 1, = -^cos2jS 4“ -|■sin2j3 -- 1*, 

r ^ -^cos(a + ^) + y sin(a + jS) — cos(a — jS), 
nnd man findet leicbt 

<ifj — r* siii*(a - jS) + 1-5 — 1 } , usw. 

Nacb den Ergebnissen von 3) findet man fiir die Diagonalen 
r sin (y — i ^ sin (a — j5) = 0 . 

262 .*) Zieht man dmxh einen Pimkt Pq Po/rallelen su 
den Achsen einer Ellipse, so ist jede der so entstehenden ieiden 
ScImiUsehnen zugleicJi BerUhrungssehne je eines Buschels doppelt 
leruhrender Kegelsclinitte, dem je ein Kreis angehort, Diese 
beiden Kreise bestimmen ein Kreisbilschel, das den PunU Pq 
als NullJcreis entlidlt^) 

Sind namlicb y -= und die Gleicbtungen der 

beiden Scbnittsehnen, so haben die erwahnten Kegelscbnitt- 
buscbel die Gleicbungen 


*) Den Inbalt der bier folgenden Nummern 262 — 266 verdanke 
icb einer frenndlicben Mitteilung von Herm K. Bohn in Leipzig. Ygl. 
iibrigens ancb dessen Abbandlnngen im Jabresbericbt der deutscben 
Matbematiker-Vereinignng, Bd. 16 (1907), S. 359—377 nnd Bd. 22 (1913), 
S. 330—340. 
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Ihnen gelioren die Kreise 


(31) 

"bez. 


^ &2 J- 
»/2 


£ + r _ 14. 
«.« ^ ht ^ ^ 


jp(2/-t/oy=-o 

J^,(x-xoy=o 


an, wo ist; das dnreh diese Kreise bestimmte 

Biiscliel entlialt den NuUkreis (x — XqY ( y — y^Y = 0. 

Hieraus folgt leickt: Ist Q einer der heidm Schnittpunkte 
der Ellipse mit der Geraden y ^y^ und E ein ScJinittpunld 
der Ellipse mit x = Xq, so treffen die in Q und R gesogenen 
Normalen der Kurve die y-Achse hez. x-Achse in Funlden^ 
deren Veriindungslinie dureh Pq gelit 

Wahlt man insbesondere = a, =« 6, so warden die 
Kreise (31) die den betreffenden Scheiteln der Ellipse zuge- 
horigen Kriimmungskreise. 

263. Beruhren sich die Kegelschnitte f(x, y) = 0 und 
g{Xy y)^0 in mei Punlden P^, die Kegelschnitte h{x,y)=*0 
und h{Xy y) ^ 0 in zwei BunUen und gehoren die tier 

BrrfVirihi;hjt!r,f\I: eincr und derselben Geraden s = 0 an, so 
liegen die vier Schnittpunkte von f und h mit den vier Schnitt- 
punkten von g und k auf einem Kegelschnitt; ebenso schneiden 
sich f und k sowie g und h auf einem und demselhen meiten 
Kegelschnitt. 

Nimmt man namlieh an, daB die absoluten Glieder in 
den Ausdriicken f g^ h, k und s gleich. 1 seien, eine An- 
nahme, die stets erlaubt ist, so finden Identitaten statt yon 
der Form 

(32) (1 — X)g = f— Xs^^O und (1 — g)k = h -- gs^^ Oj 
und hieraus folgt 

(33) • 

d. h. der Kegelschnitt — = 0 geht durch die 

Schnittpunkte yon f und fe, oder anders ausgedriickt: die 
Schnittpunkte yon g und k liegen mit denen yon f und h 
auf einem und demselben Kegelschnitt; usw. 

B. l) Es seien zwei Geraden gegeben, die gegen die grofie 
Achse einer Ellipse unter supplementaren Winkeln geneigt sind. 
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Zieht man alsdann zur kleinen Achse der Ellipse eine Parallels, 
die diese Knrve in zwei Punkten Pe? Geradenpaar in 
schneidet, so gibt es einen Kreis, der die Ellipse in P^^ und Pg be- 
ruhrt und einen zweiten Kreis, der das Geradenpaar in be- 

riilirt. Auch die vier Schnittpunkte von Ellipse und Geradenpaar 
liegen auf einem Kreis, und die so erhaltenen drei Kreise gehQren 
einem und demselben Busckel an, d. h. ihre Mittelpunkte liegen auf 
einer Geraden. 

Dies folgt sofort aus (32) und (33), wenn man f^O und 
= 0 als Gleichungen der Ellipse und des Geradenpaares , g ^ 0 
und 0 als Gleicbungen der beiden zuerst erwabnten &eise 
auffaBt; die Parallele zur Meinen Acbse ist s == 0. 

2) Die vier Scbnittpunkte eines Kreises ^ = 0 mit einer Hy- 
perbel f — 0 und die vier Scbnittpunkte eines zu li konzentrischen 
Kreises 7t = 0 mit den Asymptoten der Hyperbel liegen auf einem 
Kegelscbnitt. 

Aucb dies folgt aus (32) und (33), wenn s == 0 die unendlicb 
feme Gerade darstellt. (Vgl. aucb Nr. 148.) 

3) Ziebt man zwei Geraden, die gegen die Hauptacbse einer 
Hyperbel unter supplementSren Winkeln geneigt sind, so liegen die 
vier Scbnittpunkte des Geradenpaares mit der Hyperbel bez. mit 
deren Asymptoten auf zwei konzentriscben Ej^eisen. 

DaB die Scbnittpunkte des Geradenpaares und der Hyperbel 
auf einem Kreis liegen, folgt leicbt aus einem Satze in Nr. 220. 


264. Alle Sehnm einer Ellipse f(x, «/) =0, die von einetn 
festen PunJct | unter recJitem Wirikd erscheinen, um- 
Jiilllen einen KegelschniU (p(u,v)=^0. Dieser hat mm 
ErennpunU und die Folare von Fq in le^ug auf f ^wr LeitUnie, 

Die Gleicbung der Ellipse f(Xy + — l = 0 


moge zunacbst durcb x^^^+Xq, +yQ auf ein dem 

urspriinglicben Eoordinatensystem paralleles System rj be- 
zogen werden, das semen Anfangspunkt in Fq hat. Die Glei- 
cbung der Ellipse wird alsdann 


(34) 


+ V + 


i 




+ -6r’J+/(«o; 


Sind nun + und Mgl + + 1 = 0 die Glei- 

chungen weier Ellipsensehnen, so stellt 


( 35 ) 



")■ f(^o> yo) ^(%l + "h V)(u^^ -j- v^ri 1) = 0 
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ein durch die Endpunkte der Ellipsenselinen gehendes Kegel- 
schnittbuscliel dar, und insbesondere erbalt man ein durch 
die Endpunkte der EUipsensehnen und durch P^, gehendes 
Geradenpaar, wenn in der letzten Gleichung das absolute 
Glied und die linearen Glieder verschwinden, also wenn 

(36) A = = + 

Oder 


(36 a) 


Ma 


2a!o 

aVK. %) 


u, 


2i/o 

■2“" 2/o) 




ist. Das so erhaltene Geradenpaar schneidet sich auBerdem 
unter rechtem Winkel, wenn die Koeffizienten von und 
einander entgegengesetzt gleich sind. Dies tritt ein fiir 


Oder nach (36) und (36 a) fiir 

(37) 2/o)K^ + ^1^) - + a^ + b^=^0. 

Dies ist die Gleichung des gesuchten Kegelschnittes in Linien- 
koordinaten v^, Sie zeigt (vgL Nr. 196), daB der Punkt Pq 
der eine Brennpunkt dieses Kegelschnittes ist. Durch die 
Transformation % = w : (cCqU + i/qV + 1), % = -y ; (XqU + y^v + 1) 
erhalt man die Gleichung der Kurve (37) bezogen auf das 
urspriingliche Koordinatensystem (vgl. Nr. 78), namlich 

/ogN 9 («, «) = Vo) (w® + «’*) 

^ ^ + (o^qM + yjD + l)(c*a;o« — + i®) = 0. 

Wird der gegebene Kegelschnitt f von der |-Achse in 
A und P, von der i^-Achse in C und D geschnitten (Fig. 6), 
so ist das Viereck ACBDA diesem Kegelschnitt einge- 
schrieben, der Kurve (p umgeschrieben, denn seine Seiten 
werden von P^ aus unter rechtem Winkel gesehen. Hieraus 
folgt, daB die Polaren von Pq in bezug auf f 
und in bezug auf cp zusammenfaEen; die zum 
Brennpunkt Pq des Kegelschnitts q) gehorige 
Leitlinie ist daher in der Tat die Polare von Pq 
in bezug auf f, 

Liegt Pq im Mittelpunkt von f, so beruhren die von Pq 
aus unter rechtem Winkel erscheinenden Sehnen den Kreis 


% 


\i . 




3 , A 

'r~ 





- 




Pig. 6. 



26 


XIV. Lineare Systeme von Kegelschnitten. 266. 


9 , « a* + &* 

wie sofort aus (38) fiir Xq = ^ ® folgt. 

Liegt Pq auf dem Kegelsclmitt ist also y^) = 0^ 
so geht (38) in die Grleicliung eines Punktes 
rx^u — c^yQV + a^+ 0 

liber, der die Koordinaten hat x^^ = = 2^ rrs* 

265. Zieht man an eine Ellipse aus zwei PunJden P^ 
ih^er Jdeinen AcJise die Tangentenpaare, so Uegen deren vier 
SeliniUpunTde auf einem Kreis, der durcli die Brennpunlde der 
Ellipse gelit JDieser Kreis trifft die Meine Achse in den Mittel- 
punkten M', M" zweier anderen Kreise, die die beiden- Tan- 
gentenpaare berilhren. 

Das von P^ an die Ellipse gelegte Tangentenpaar sei 
dnrch die Gleichiingen u^x+v^y-\-1^0 und —u^x-\-v^y + l = 0 
gegeben, in denen die Koeffizienten von x entgegengesetzt 
gleich sind, weil diese Geraden die ir- Achse unter' supple- 
mentaren Winkeln schneiden. Das dnrch die vier Schnitt- 
punkte der beiden Tangentenpaare bestimmte Kegelschnitt- 
biischel hat die Gleichung 

( 39 ) {v^y + 1 )®— — i. [ {v^y + 1 )® — u./x ^ } = 0 , 

aus der herrorgeht, da6 dem Wert (Mj® + v/) : (mj® + 
des Parameters X der Kreis 

fdO'l ^ } 

— ( mi ® + { {lyy + 1 )* — u^^x ^ } = 0 

entspricht. 

Eliminiert man und aus (39) vermoge der Glei- 
chungen a\^ + b^v^^=l, a^u\ + l\^ = l (Ifr. 167) und 
tragt man den angegebenen Wert von X ein, so ergibt sich 
als Grleichung des Kreises 

x^+f‘-<?+2y^-^=-^ = 0, (c^^a^-b^) 

und bei EinfShrung der Ordinaten = — 1 : «j, y^ = — i : 
der Punkte P^, Pj folgt 

(41) a-s-f = 

Vi+y, 
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Ein beliebiger Kreis mit dem Mittelpunkt M' {o tj) bat 
in .Linienkoordinaten die Gleichung (jN"r. 105) 

{y'v + 1 ) 2 — v^) =^0, 

Er beriibrt die erwabnten beiden Tangentenpaare, falls 

ist, und bieraus folgt 

(42) (:yv, + ^ ^^ 2 ) _ 0. 

Diese Gleichung zeigt, daB der Punkt Jf' auf dem Kreis (40) 
liegt, und entsprecbendes gilt von dem schon erwabnten 
Punkte Jf 

266. Werden einem Kegdschnitt f(x, y) 0 zwei he- 
liehige DreiecJce umgeschriehen, so liegen Hire sechs Echen auf 
einem KegelschniU &.®) 

Sind namlicb s^(x, «/) = 0 und t^(Xj «/) =» 0 (i = 1, 2, 3) 
die Gleicbungen der Seiten der beiden Dreiecke und bat die 
Yerbindungslinie der Beriibrungspunkte von 0 and 0 
die Gleichung y) « 0, (i == 1, 2 , 3), so bestehen nacb 
passender Wahl eines Paktors Identitaten von der Form 

(43) f{x, y) = Sj(a;, y) ■ t,(x, y) + x, 5 -/( 2 ;, y), (i = 1, 2, 3). 
Aus diesen folgt z. B. 

(«; VY- («.«/) = Sa Y'; V) ’ k iP, V) - 9) ' k (« ; y) ; 

SO daB l/xj 5-1(2;, 5 ) ± yxj 5 j(a;, 5 ) = 0 ein durcli den Schnitt- 
punkt /Sg von und s^, den Scbnittpunkt von und 
sowie durcb ( 5 ^, t^) und (s^y t-x)' gebendes Geradenpaar dai’- 
stellt. Gibt man Yx^ das Pluszeicben, so ist die Gleichung 
der Geraden von der Form 

y'^i9i(^, y) + s'V^5's(2;> 2 ^) = o> 

wobei B diejenige der beiden Zablen ± 1 
bedeutet, die man Yx^ als Faktor vorsetzen 
muB; um eben die Gleichung von zu 
erbalten. Bei entsprechender Bedeutung 
von a" ist 

y) + ^”Vh9%{^> 2 /) = 0 

die Gleichung von SxTx (Fig. 7) und 

e"l/’^5's(®; y) + V^9i{p, 2/) “ 0 

die Gleichung von Das durcb die Punkte Sx^Tx, 8^, 
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gehende Kegelschnittbiiscliel hat nun die Gleichung 

(s'y'^S's + + Y^i9^ + == 0 

Oder 

(44) (s'Y 3<sPj+ e'Y Xs93)(e''Vxs9s+V^i9d+^{ f{x, y)—x^ 93 ^ } , 
dem Werte 1 des Parameters X entspricht daher der Kegel- 
schnitt 


(45) fix, y) + ^''Vx^VHg^g^ + s'y x^Y K^^g^g^ 

+ s'Y xfY K^g^g^ = 0 . 

Dies ist der gesuctte Kegelsclmitt h, auf dem auch die Punkte 
Tind Tj liegen, wie sick leickt ergibt, wenn man beachtet, 
dafi ibre Koordinaien die Gleichungen Y^9i'‘r ^'Y^ig%’=‘ 
Sit^=f{x,y) — x^g* = Q und Sit^=f(x,y)~x^g^^ = 0 erfSllen. 

Es folgt auch sofort, daJB es unendlich. Tiele Dreiecke 
gibt, die dem Kegelsclmitt f umgescbrieben, dem Kegel- 
schnitt k eingescbrieben sind. Derm wenn man das eine Drei- 
eck als fest annimmt, das andere so andert, daB zwei seiner 
Ecken auf k bleiben, so bleibt aueb die dritte Ecke auf Tt. 


Der Satz gestattet eine Erweiterung, die darin besteht, 
daB man jedes der Tangentenpaare Sj, durcb je einen die 
Kurve f doppelt beruhrenden Kegelschnitt ersetzt. AlsdaTiTi 
entsteben Bogmdrdecke, deren Seiten durcb Bogen der doppelt 
bertibrenden Kegelschnitte gebildet "werdenj die Ecken zweier 
solcber Dreiecke liegen wieder auf einem Kegelschnitt h. 

Wablt man femer fflr die Kurve einen Kreis, der f 
doppelt berfibrt, fiir eine vom Brennpunkt F-y und eine 


— ■* von einem beliebigen Punkt P an f ge- 
P legte Tangente, fiir x^ die zweiten Tan- 
genten, die man von Fy und von P aus 
nocb zieben kann^ so werden die frflber 
erwabnten secbs Punkte durcb F, Fy, 
die beiden imaginaren Kreispunkte und 
zwei weitere Punkte ^ und P gebildet, 
die auf dem Kreis Xi und auf je einer 
der zwei von P aus an den Kegel- 
scbnitt f gezogenen Tangenten liegen (Pig. 8). Der diucb 
■A, B und P bestimmte Kreis k geht daber aucb durcb den 
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Brennpunkt und die Winkel PAF^ und FBF^ betragen 
znsamineii zwei Recbte. 

Halt man die Tangente BA fest, andert aber anf ihr 
die Lage des Punktes P, so andert sich ancb die Tangente 
BCy an ibre SteUe tritt eine Grerade BB'C', die den Kjreis;^^ 
in B' nnd C' scbneidet, aber der Winkel BB'F^ ist kon- 
stant, nnd zwar gleicb 180°— Umgekehrt ist der 
den Kegelschnitt f doppelt beriibrende Kreis der Ort fur die 
FuBpunkte der Geraden, die vom Brennpunkt F-^ nach den 
Tangenten von f nnter konstantem Winkel gezogen werden. 

267. Wenn drei Fegelschnitfe in doppelter BerUJirung mit 
einem vierien KegelschniU sindy so gehen die SchniUseJinen der 
drei Baare, die sick auf einer Berilhrungsselme scTineidm, vier- 
mod m je dreien durch einen PimJcL 

Denn, sind die Gleichnngen der Kegelscbnitte von der 
Form 

(46) / + 

so sind die ibrer Scbnittsebnen, zu dreien geordnet 
Sg = 0 ^ Sg ^3 = 0 J $2 ^2 = 0 5 

4" ^2 ~ 0 ; ^2 4" = 0 ^ ^3 $1= Oy 

Sg $2=^0^ 5,-f”^i“05 

Si ^2 ~ ^ ; ^2 4“ ^3 ” 0 j ^3 -f- — 0 . 

Wie in Nr, 261 konnen besondere Falle dieses Satzes 
gebildet werden, indem man voraussetzt, daB einer der Kegel- 
scbnitte (46) oder mebrere von ibnen zerfallen. So z. B. be- 
zeicbnet /*= 0, wenn dieser Kegelscbnitt in ein Geradenpaar 
ausartet, zwei gemeinscbaffclicbe Tangenten der Kegelscbnitte 
f-\-S 2 ^^ 0 y f+S 2 ^= 0 ] wenn dann eine durcb den 

Scbnittpunkt dieser Tangenten gebende Gerade ansdriickt, so 
zerfaUt ancb f+Si^=^0 in ein Paar von Geraden, die dnrcb 
den Scbnittpunkt der gemeinsebaftlicben Tangenten geben. 
Wenn man durch den SchnittpunM von zwd gemeinsamen Tan- 
genten ^weier KegelscJinitte ein JPaar von Geraden ziehtj so 
scTmeiden sich die Verhindungsgeraden der SchnittpunJde dieser 
Geraden mii dem ersten und meiten Kegelschnitt in BunTden 
einer der ScJmittsehnen der Kegelschnitte. Insbesondere scimeiden 
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skh die Tangentm in den SclrruUj’molJoi jener Geraden mit 
den Kegelschnitten in einer der Schnittsehnen. 

268. Satz von Brianohon. Wenn die durch 
f+$ 2 ^^ 0 j /*+ 0 dargestellten Kegelschnitte samtlich 

in Geradenpaare zerfallen, so bilden sie ein dem Kegelscbnitt 
f = 0 umgescbriebenes Sechsseit; die Schnittsehnen sind Dia- 
gonalen dieses Secbsseits, und man erhalt den Sat0 von Brian- 
chon:'^ in jedem einem Kegelschnitt imgeschriebenen Sechsseit 
schneiden sich die drei Verbindungsgeraden der Gegenechen in 
einem BunMe. Wenn die Seiten des Seebsseits in irgend einer 
Reibenfolge durcb 1, 2, 3, 4, 5, 6 bezeiebnet werden, so sind 
die Verbindungslinien der Sebnittpunkte 12 tind 45, 23 und 
56, 34 und 61 die im Satze bezeiebneten Diagonalen, deren 
Sebnittpunkt der zu dieser Reibenfolge geborige Brianchonsche 
Punli beiBt. 

Durcb Vertausebung der Reibenfolge der Seiten des Seebs- 
seits lassen sicb aber aus ibnen 4- • 1 • 2 • 3 • 4 • 5 d. i. 60 - 

schiedene Brianchonsche Sechsseite bilden, und fur jedes der- 
selben gilt der ausgesproebene Satz, ftir jedes gibt es einen 
Brianebonseben Punkt. 

Der Beweis kann aucb folgendermaBen (vgl. Nr. 261, 3) 
gefiibrt werden, Sind 

aquivalente Formen der Gleicbung des Kegelscbnittes 
so stellen 5^ = 0, s^ — = 0, Sg — = 0 drei Diagonalen 

dar, die sicb in einem Punkte sebneiden. Da aber kein Kri- 
terium dafur gegeben ist, ob die Gleicbung 5^ « -f Sg die 
Diagonale (12) (45) oder die Diagonals (15) (2 4) des Vier- 
seits darstellt, so beweist dieser SebluB nur, daB die 

Verbindungslinien der Punkte 12 und 45, 23 und 56 sicb 
entweder in der Verbindungsgeraden von 34 und 61 oder von 
13 und 46 begegnen. Ware jedocb dies letzte der Pall, so 
warden die Dreiseite 1, 2, 3 und 4, 5, 6 perspektiv koUinear 
Kegen (Nr. 67, daber die Sebnittpunkte von 1, 4; 2, 6; 3, 6 
in einer Geraden enthalten sein; wenn wir also fiinf von 
diesen Tangenten bestimmen, so mtiBte die seebste durcb 
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einen festen Punkt gelien, statt einen Kegelschnitt zu um- 
hdllen. Also ist mir die erste Polgerung zulassig. 

269. Der Satz von Brianehon bietet das Mittel, aus 
funf gegebenen Tangenten eines KegelscJinittes alle seine Tan- 
genten m Ttonstruieren. Dabei diirfen keioe drei der Tangenten 
durcb einen Punkt geben^ da sonst die Kurve in ein Punkte- 
paar ausartet. 

Wenn wir namlich auf einer von ihnen, etwa 1, einen 
Punkt P annebmen, so konnen wir die zweite Tangente 6 
des Kegelscbnittes von P aus mit Hilfe dieses Satzes be- 
stimmen: die Verbindungslinien der Punktepaare 12, 45; 
23, 56; 34, 61 scbneiden sicb in einem Punkte 0; nacb 
der Voraussetzung sind die Geraden 12, 45 und 34, 61 
d. i. 34, P bekannt, somit aucb ibr Scbnittpunkt 0; ziebt 
man daber die Gerade 0, 23, so scbneidet diese die Tangente 
5 in einem Punkte Q, der der Tangente 6 aus P ebenfalls 
angebort; PQ ist also diese Tangente 6. Man kann sagen: 
Die Tangente 6 ist die Basis eines verdnderlichen Dreiseits, dessen 
Basisecken sich auf den festen Geraden 1 und 5 bewegen^ 
wdhrend sein Scheitel die Gerade 12, 45 hesehreiht, und seine 
Seiten sich um die f^ten Pwnkte 23 und 34 drehen. 

Es fordert nur eine besondere Anwendung dieser Me- 
thods, um aus filnf Tangenten 1, 2, 3, 4, 5 eines KegeJschnittes 
den Beriilirungspunkt T einer unter ihnen, z, B. von 1 , zu er- 
mitteln. 

Man lafit die secbste Tangente 6 mit 1 zusammenfallen, 
ziebt alsdann die Gerade 12, 45 und scbneidet sie mit 23, 
56 Oder 51 in 0, ziebt dann 34, 0 und erhalt T als Scbnitt- 
punkt von 1 (= 6) mit 34, 0. So sind also aucb die Punkte 
des Kegelscbnitts zu konstruieren und man erkennt, daB die 
Angabe einer Tangente mit ibrem Beriihrungspunkt der von 
zwei Tangenten aquivalent ist. 

Weil die Konstruktion nur Scbnittpunkte von Geraden 
und Verbindungsgeraden von Punkten benutzt, nennt man 
sie linear. Aus funf Tangenten ist eine Kurve zweiter Klasse 
durch lineare Konstruktion hestimmt Die Konstruktion nimmt 
niitzlicbe besondere Formen an, wenn sicb unter den Tan- 
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genten der Mittelpunktskurveii eine Asymptote, bei der Pa- 
rabel die unendlicb feme Gerade befindet. 

B. l) Man soil zu funf Tangenten den Mittelpunkt des Kegel- 
scbnittes bestimmen. 

Hierzu ist nur no tig, die zn einer der gegebenen parallele 
Tangente (P unendlicb fern) nnd fur diese beiden die Bertibrungs- 
punkte zu konstruieren ; ibre Verbindungslinie ist ein Durcbmesser, 
sein Halbierungspunkt der Mittelpunkt. 

2) Man konstruiere die Hyperbel aus einer Asymptote und 
drei Tangenten. 

Da dnrcb die Asymptote aucb ibr Berubrungspunkt gegeben 
ist, vertritt sie zwei Tangenten. 

3) Welches ist die einfacbste Konstruktion der Hyperbel aus 
den beiden Asymptoten und einer Tangente? „ 

4) Man zeige als Sonderfall der Konstruktion, daB der zwiscben 
den Asymptoten gelegene Abscbnitt einer Tangente dnrcb den Be- 
rubrungspunkt balbiert wird (Hr. 174). 

5) Man konstruiere eine Parabel aus vier Tangenten, insbe- 
sondere ibren Berubrungspunkt mit einer derselben. 

270. Kegelscbnittscliar. Die Briancbonsche Konstruktion 
zeigt deutlicb, daB von den Kegelschnitten mit vier festen 
Tangenten nur einer eine gegebene Gerade der Ebene beriihrt. 
Wenn vrir die Gleichung eines solchen Kegelschnittes in 
Linienkoordinaten sclireiben, so muB sie also eine unbestimmte 
Konstante linear enthalten, da diese durch Einsetzung eines 
Wertepaares u | v eindeutig bestimmt sein muB. Daher haben 
wir naeh dem Dualitatsprinzip das Recht, die symbolischen 
Formeln anch nach Linienkoordinaten zu deuten (Hr. 82). 

Bedeuten q)(Uj v) = 0, x(Uy v) ^ 0 die Tangentialglei- 
chungen zweier Kegelschnitte, so stelU die einen Parmneter X 
linear enthaltende Qleicliung 
(47) cp{u, v) - lx{u, v) = 0 

jeden^XegelscJiniU dar, der die getneinschaftlichen Tangenten der 
Kegelschnitte 9 ? = 0, % = 0 beriihrt Man nermt das System 
der einem Yierseit der Gh^undtangenten eingeschriebenen Kegel- 
schnitte eine Kegelschnittschar. BUscliel and Scha/r sind duale 
Begriffe.^) Wir kennen ein Beispiel schon in der Schar der 
konfokalen Kegelschnitte (Nr, 232). 


*) Wir wollen diese Gegenuberstellung festbalten, obwobl baufig 
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Der Parameter kann wiederum au£ dreifache Weise so 
bestimmt werden, dafi die linke Seite (p — 1% von (47) in 
lineare Faktoren v), v) zerfallt (Nr. 251). Dies ge- 

schielit aber, sobald eine fiinfte Tangente gegeben ist, die 
durch eine Ecke des Vierseits gekt. Also sind in dem voU- 
stdndigen Grimdvierseit die drei GegenecTcenpaare zerfaUende 
Kegelschnitte der Schar. Eines derselben ist stets reell. 

Daher kann die Gleichung einer Schar stets in der Form 
geschrieben werden (I 7 r. 256) 

(48) cp — 

wo =» 0, = 0 reelle Schnittpunkte der gemeinschaftlichen 

Tangentenpaare darstellen. Die Tangentialgleichung eines 
einem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnittes ist Yon der 
Form (Nr. 256): 

(49) (53^4—1^1^0=0. 

Die Kegelschnitte (p — 16^6^=^ 0 beriihren g? = 0, wenn ent- 
weder einer der Punkte <5i = 0, (Jg = 0 auf dem Kegelschnitt 
^ 0 liegt Oder die Verbindimgsgerade Yon beiden denselben 

beriihrt (Nr. 257). 

Die Kegelschnitte 9 =« 0 und 9 — 1(5® = 0 beruhren ein- 
ander doppelt, so dafi (5 = 0 den Schnittpunkt der gemein- 
samen Tangenten, den Beriihrungspol bezeichnet. Wahrend 
im allgemeinen zwei Kegelschnitte ein Biischel und eine 
Schar als ganz Yerschiedene Systeme bestimmen, lilden dqppdt- 
heriihrende Kegelschnitte gleiclmiUg ein Biischel imd eine Schar. 
Sind insbesondere 0, <53 = 0 die Beriihrungspunkte, 

(^2 := 0 also ein zerfallender Kegelschnitt der Schar, so lafit 
sich diese auch in der Gleichimgsform darstellen 

(50) — 1 ( 5 ® = 0. 

Ferner liefert Nr. 267 den Satz: Wenn drei Kegelschnitte in 
doppelter Beruhrung mit einem Yierten sind, so liegen die 
Schnittpunkte der gemeinsamen Tangentenpaare Yiermal zu 
dreien in einer Geraden. Man erkennt schon, dafi dies auf 

auch jedes lineare System Yon KnrYen als eim Kurvenschar bezeichnet 
■wild, gleichgultig oh diese Kurven Orfce von Pnnkten Oder HuUkuiven 
von Geraden sind. 

Salmon.'S'iedler: anal. G-eom. d. Kegelsclm. U. 7. And. 


3 
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eitien zum Brianclioiiselieii dualen Satz fulirerL muB, den wir 
in Nr. 275 anf andereni Wege entwickeln. 

Namentlicli aber ist die ganze Polarentbeorie dual iiber- 
tragbar. Denn nacb der Definition des Teilverhaltnisses in 
einer Punktreibe u-ly!\v- Xv' in Nr. 80 gibt die Ein- 
setznng dieser Koordinaten in eine Gleicbung zweiten Grades 
g? *= 0 nnd die Bedingung, daB der Koeffizient von A in dem 
Substitutionsergebnis verschwinde, die Beziebung (Nr. 135) 
(51) + vu) + A^^vv + A^^{v: + u) 

+ A^^{v' + t?) + ^88 = 0. 

Ersetzen wir also nsw. dnrcb A^^ — nsw., so seben 
wir: Die Pole einer Qei^aden in hemg auf die Kegelschnitte 
einer Schar bilden eine gerade PunUreihe. Die einander so 
zngeordneten Geraden beiBen doppelt konjugierte Polaren. 
Ein Sonderfall biervon ist der Satz: Der Ort der MiUel^nhte 
der einem Vierseit eingeschriebenen KegelscliniUe ist eine Ge- 
rade] nacb Nr. 139 sind die Koordinaten der Mittelpunkte 

- ^18 j “dgg . 

^88 ^-^8 1 -^38 

Weil die drei Gegeneckenpaare des Grand vierseits Kegelscbnitte 
der Scbar sind, die die Mitten der von ihnen begrenzten 
Strecken za Mittelpunkten baben, so gebt die Mittelpunkts- 
gerade durcb diese. 

Wie beim Kegelscbnittbiiscbel der Scbnittpunkt eines 

jeden der drei iin Biiscbel entbaltenen Geradenpaare nacb 

Nr. 253 eine Ecke des zageborigen Poldreiecks ist, so stellt 
jet 0 t jeder Trdger der drei in der Schar befindlichen Punkte- 
paare eine Seiie des zmgehbrigen Poldreiseifs dar, 

271. Iiineare Kegelschnittsysteme. Die symboliscbe Be- 
zeicbntmg fubrt fiber die Betracbtong des durcb zwei Kegel- 
schnitte bestimmten Systems (Biiscbel und Scbar) binaus. 
Bestebt zwiscben den Gleicbungen von drei Kegelschnitten 
in Punktkoordinaten y) = 0, g(x, y) == 0, h{x, y)^0 keine 
identiscbe, lineare Beziebung, so beifien diese linear unab- 
hdngig, Bezeichnen femer A' = 2 ; g ^ g : x zwei durcbaus 
willkfirlicbe Parameter, so bilden die Kegelschnitte, deren 
Gleicbungen in der Form 
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Ig + -= 0 

enthalten sind, ein System, das wir nacli Analogie von Nr. 122 
ein Kegelsclmittnets nennen. TJnter den Kegelschnitten eines 
solchen Netzes befinden sich. noch nnendlich viele, die durch 
einen gegebenen Punkt geben und zwar bilden diese ein 
Biiscbel. Denn durch Einsetzung der Koordinaten des Punktes 
gewinnen wir eine Gleichung, die ^ linear durch X : tc aus- 
zudrucken gestattet, durfen also nur noch dnm linearen Para- 
meter als willkurlich betrachten (Nr. 249). 

Da das Netz nnendlich viele Biischel enthalt, sagt man, 
es umfasse zweifach nnendlich viele Kurven oder das Net 0 
ist ein lineares Kegelschnittsystem metier Siiife, das Biischel 
ein solches et'ster Stufe, Die Kegelschnitte des Netzes hangen 
statt von fiinf nur von zwei willkurlichen Konstanten ab; 
also miissen die fiinf Konstanten eines jeden drei linearen^. 
unabhangigen Bedingungen genngen, wie aus der Algebra 
der linearen Gleichungen bekannt ist. Man kann das drei 
gegebenen linearen Bedingungen genilgende Netz dadurch 
bilden, daJB man drei Koeffizientengruppen be- 

stimmt, die denselben geniigen, denn dann befriedigen auch 
dieselben. Somit bilden alle durch drei 
Punkte gehenden Kegelschnitte ein Netz, aber dies sind nicJd 
mehr allgemeine Netze, da drei beliebig gewahlte Kegel- 
schnitte /*=0, ^ — 0, 7i = 0 keine Punkte gemein haben. 

Setzen wir die Kurven als Tangentengebilde voraus, so 
gelten dieselben Betrachtungen dual. Sind (p (u, v)^0,x (w, 0, 
die Tangentialgleichungen von drei Kegelschnitten, 
die nicht derselben Schar angehoren, so stellt auch 
(52) 5C9P + ^% + y'W = ^ 

ein lineares Kegelschnittsystem zweiter Stufe dar, das man 
als KegelsclmiUgewebe bezeichnet. Die Kurven desselben ge- 
niigen drei fiir die KoefiSzienten (Nr. 149) linearen 

Bedingungen, konnen in besonderen Systemen z. B. drei feste 
Geraden beriihren. Solchen Systemen sind wir in der Lehre 
vom Kreise nicht begegnet, weil es nicht nnendlich viele 
Kegelschnitte gibt, die durch zwei feste Punkte gehen und 
drei weiteren Bedingungen geniigen. 


3 * 
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Sind nun ferner /* = 0, 0 , = 0 , X; = 0 bez. 9 = 0, 

^ = 0 , ^== 0 , (» = 0 Tier Kegelscbnitte, die nicbt demselben 
Netz bez. Q-ewebe angeboren, so stellen die drei unahhmgige 
Parameter entbaltenden Grleichungen 

(53) "h + vlv = 0, 

bez. 

(54) -f + 1/05 = 0 

lineare Systeme driUer Stufe dar, die unendlicb viele Netze 
bez. Gewebe entbalten. Und endlicb kann man genau so zu 
Kegelschnittsystemen vierter Stufe aufsteigen, die nocb einer 
einzigen linearen Bedingung geniigen und durcb fiinf Kurven 
bestimmt sind, die nicbt einem System dritter Stufe ange- 
boron. Man mu6 die Systeme unterscbeiden, je nacbdem man 
die Kegelscbnitte als Punkt- oder Tangentengebilde^ in Punkt- 
oder Linienkoordinaten gegeben denkt^ etwa in punhtueTIr 
lineare und in tangentiell-lineare Systems. 

Darcb die Gleicbungen von secbs ganz beliebigen Kegel- 
scbnitten laBt sicb demnacb die eines jeden vorgelegten Keg^l- 
scbnittes linear darstellen, denn es sind dann fiinf Konstanten 
verfiigbar. 

272 . Wenn drei Kegdschnitte dieselben 0wei PunJcte ge- 
mein haben, so gehen Hire drei Schnittsehnen, die heinen dieser 
Pmlcte enthalten, durch einen PunM. 

Ist f^O die Gleicbung des einen Kegelscbnittes, 5 = 0 
die Gleicbung der alien gemeinsamen Sebne, so sind die 
Gleicbungen der beiden andem Kegelscbnitte von der Form 
^-(-S5^==0, /*+ 552= 0; die Gleicbung ibrer Scbnittsebnen 
ist daber Sg) == 0; die Gerade s^ — s^^O gebt aber 

durcb den Punkt 52=0. Daber gilt der Satz fiir 

alle Kegelscbnitte des durcb die drei bestimmten besonderen 
Netzes /*•+ 5(^1 5 ^ + ^2^2) 0- 

Der Satz ist fiir diese Kegelscbnitte eine Erweiterung 
des Satzes liber die Potenzlinien von drei Kreisen (Nr. 116 ); 
da diese die unendlicb feme Gerade ibrer Ebene zur gemein- 
scbaftbcben Sebne baben. Der Satz von Nr. 267 erscbeint 
als fernere Erweiterung desselben: drei Kegelscbnitte, die mit 
einem vierten Kegelscbnitt in doppelter Beriibrung sind; baben 
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vier Potenzniittelpunkte, in deren jedem sicli drei ilirer ge- 
meinscliaftliclien Selmen schneiden. An die Stelle des sie alle 
doppelt berulirenden Kegelschnittes treten im Falle der Bjreise 
die zwei Punkte, die ibnen alien gemeinsam sind. Unser 
Satz kann wie in Nr. 116 so ausgesprocben werden: Die 
Kegelschnitte eines BUschels hestimmen mit einem fesim, durch 
mvei der OrundpunMe gehenden Kegdschnitte Schnittsehnen 
durch einen fest&n PunJct.^) Man erkennt so, da6 zahlreicbe 
frtiliere Satze besondere Pormen allgemeinerer Satze fiber 
Eegelscbnitte durcb zwei feste Punkte sind. 

B. Durcb die Voraussetzung, dafi einer der drei Kegelschnitte 
in ein Geradenpaar OA, OJB ausartet, entstebt der Satz: Wenn 
man durcb zwei Scbnittpunkte A, B von zwei Kegelscbnitten Ge- 
raden ziebt, die diese in den femeren Punktepaaren P, jp bez. g 
scbneiden, so scbneiden sicb die Sebnen in der zweiten 

Schnittsebne CJD der Kegelschnitte (Pig. 9). 

Der Satz gilt insbesondere nocb, wenn A, in einen Beriib- 
rungspunkt der zwei Kegelschnitte zusammenriicken ; er ist dann 
aucb ein besonderer Pall eines in Nr. 267 gegebenen Satzes, weil 



273.*) Legt man an einen KegelschniU v) = 0 aus 
zwei Bunkten A und K die Tangenten, die ihn in hez. 

in ij, ig heriihren mogen, so gibt es einen durch die vier PunUe 


*) Den Inhalt von 273 und 274 verdanke ich einer fceundlichen 
Mitteilung von Herm K. Bohn in Leipzig. Vgl. aucb dessen Abhand- 
lung im Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver., Bd, 16 ( 1907 ), S. 371 — 376 . 
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JBj , jBg , Li , Lg g^nden KegelschnUt dessm in und 

jBj gezog&m Tcmgentm durch K gehen, u'dhrend sich die in 
und gezogenen Tangmten in A schneiden. (Fig. 10.) 

Sind A{u, v) = 0, K{u, v) = 0, B^(uj «;) =- 0 usw. die 
Gleichungen der Punkte Aj K, B^^ usw., in denen die abso- 
luten Glieder gleicb + 1 sind, ist also z. B. B^{u, 
jS/w + + 1, so besteben die zwei Identitaten 

(1 — v) = B^{u, v) • B^{u, v) — XA^{Uf t?) = 0 

(1 — v) = v) — iiK\u, v) = 0 , 

und hieraus folgt 

(55) {l^fi)B,-B, + ii{l^k)K^^{l^X)L,^L, + X{l-g.)AK 
Der Kegelschnitt 

(1 — Xit)x{u, z;) = (1 — {i)Bj^B^ + a(l — X)K^^ 0 
berUkrt nun die Geraden KBj^ und KB^ in B^ bez. B^ (Nr. 270) 
und infolge der Identitat (55) berubrt er auch die Geraden 
AL^ und AL^ in und L^. 

274. Sind A^^ A^; B^^ S,; F„ F, drei Pmlctepaare von 
solcher Besckaffenheit, dafi ein KegdscJmitt ip mit den Tan- 
gmten A^B^, -^2 A; ^2^2 PunlcteF^, zo; Brenn- 

punl'ten Jiat^ so giht es auch dnen KegelschnUt % der A^^ A^ 
ZLi Brennpunhten hat und die Geraden B^F^^ -Si-Fg, B^F^, B^F^ 
berilhrt und ebenso einen KegelschniU mit den BrennpunTden 
B^j B2 und den Tangenten A^F^^ A^ F„A,F„A,F,?) Fig. 11. 

Unter Anwenduaig der analogen Bezeiclmungsweise wie 
in Nr. 273 ist (Nr. 270) 

( 56 ) (1 - A)^(m, v) = = 0 . 

Sind Fi{u, v) = a^'u + a^'v + 1 = 0 und c) = x^u 

+ %^'v + 1 = 0 die Gleiehungen der Brennpunkte Fi, Fg, so 
ist auch 

(57) i>{u,v)^F^Fi — (i(u^i-v^) = 0, 

denn man kann F^ und F^ als Schnittpunkte der von den 
beiden imaginaren Kreispunkten «* + v® = 0 an die Kurve 
^(u, v) = 0 gelegten Tangentenpaare auffassen (Nr. 181). Aus 
(56) und (57) folgt 

AA + ^(1 - !)(«* + »*) = (1 - X)F,F,+ 0 , 

und dieser Kegelschuitt hat A, , Ag zu Brennpunkten, die Ge- 
raden B^F^, B^F^, B^F^, B^Fi zu Tangenten. 
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Ferner ist 

A)(«» + v^)^A,A^-{l- 1)F^F^ = 0, usw. 



Einer Ellipse v)^0 und einem Kreis werde 

das gemeinsame Tangentenvierseit umgeschriehen, dessert Gegen- 
ecken mit A^; hemchnet sein sollen. Sind 

JPj, jPg die Brennpunkte von f und mhi man atis ihnen die 
Brennsirahlen nach A^ und A^, so leruhren diese einen zu cp 
Iconzentrischen Kreis Fig. 12. 

Zimachst hat man 

(1 — X)i} = A^A^ - = 0, 

(1 — p)(p = A^A^-- gB^B^^ 0. 

Ferner ist 

^ — v^) = 0 , 

nnd wenn M(Uj v) = 0 die Gleichung des Mittelpunktes des 
Kreises tp darstellt, hat man 

Aus diesen Gleichungen folgt 

A, A, - IB,B,= (1 - X)F,F, - p(l - X)iu^+ v^), 

AjAg (1 — 6(1 — v^)y 

und diirch Elimination von B^B^ ergibt sich 
(fi X)A^A^ ft(l X)F^F^ 

= X{g — {6X{\ — ft) — Qp(l — A)}(w2+ 0. 

Diese Identitat bez. Gleichung sagt aus, dafi es einen Kreis 
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gibt, der die Greraden A^F^, A^F^^ A^F^ und A^F^ beriilirt 
und M zum Mittelpunkt hat. 

275. Satz von Pascal: Bie drei Schnittpunkte der Gegen- 
seitenpaare eines in einen KegelschniU eingeschriebe^ien Seeks- 
ecks liegm in dner Geraden, der Fascalscken Gei'aden dessdhe/n. 

Wir bezeichnen die Ecken des Sechsecks durch 1, 2, 3^ 
4,5, 6 und wollen durch = 0 die Grleichung der Ver- 
bindungsgeraden von 1 mit 2 ausdriicken, usw.*, dann muB 
die Gleichung des Kegelschnittes, da er dem Viereck 1234 
umgeschrieben ist, sich in der Form schreiben lassen 

(58) ^ 12^84 ^ 23^14 ~ ^ (Nr. 256)5 

da er auch dem Viereck 4561 umgeschrieben ist, so muB 
dieselbe Gleichung in der Form auszudrucken sein 

(59) S 45 Sgi — Sgg §14= 0 . 


Die Identitat beider Ausdrucksformen gibt die Gleichung 

(60) ^i2%4"~ ^46% ^ ^ 14(^28 *** 0. 

Die linke Seite der Gleichung, die, gleich Null gesetzt, ihrer 
Form zufolge eine dem Viereck der Punkte 1; 4; 12, 45; 
34^ 61 umgeschriebene Kurve zweiter Ordnung darstellt, muB 
somit in zwei Faktoren zerlegbar sein, die nur die Diagonalen 
dieses Vierecks darstellen konnen. Nun ist = 0 diejenige 



Diagonale, die die Ecken 1 
und 4 verbindet, also muB 
^23 ■“ ^66 ^ 0 die andere Diago- 
nale sein, die die Ecken 12, 45; 
34, 61 miteinander verbindet. 
Da aber die Form ihrer Glei« 
chung sie als eine durch den 
Punkt 23, 56 gehende Gerade 
kennzeichnet, so liegennotwen- 
dig die drei Punkte 12 , 45; 
23, 565 34, 61 in einer Ge~ 
raden.^*) 


VgL Pig. 13, in der die Punkte 1 , 2 , 3 , 4 , 5, 6 mit a,. 


hy Cj dy Bjf und die Schnittpunkte der Gegenseiten mitpj g, r 


bezeichnet sind. 



Der Satz von Pascal nnd sein Gebrauch. 
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B. l) Wenn J5, 0 drei Punkte einer Geraden und (f 

drei Punkte einer andern Geraden sind, so liegen die Schnittpunkte 
BC'\jB'C^ CA'\ C'A^ AB'\A'B in einer Geraden. (Satz von 
Pappus.)^^) 

Dieser Sonderfall des Pasealscben Satzes gilt aucb dann noch^ 
wenn die zweite Gerade unendlicb fern ist, also die Linienpaare 
BC\ C'A'^ CA\ A'B* AB\ B'C parallel zu drei verschiedenen 
Geraden gezogen sind. 

2) Wenn man vier Geraden auf alle Arten zu dreien kombi- 
niert, so entsteben vier Dreiseite, deren Hohenscbnittpunkte in einer 
Geraden liegen. 

Sind a, b, c, die vier Geraden und a\ b\ c\ d' die zu ibnen 
recbtwinkligen Geraden der Konstruktion , so ergibt sicb der Be- 
weis durcb die Anwendung des Satzes von 1) auf die drei Scbnitt- 
punkte von a, b, c mit d und die drei unendlicb entfernten Punkte 
von a\ b\ c . Der Satz folgt aucb aus dem Steinerscben Satze in 
Nr. 213, 1, denn die vier Hdbenscbnittpunkte miissen in der Leit- 
linie der Parabel liegen, die die vier Geraden zu Tangenten bat. 
Die Yerbindungslinie der Mitten zwiscben den Paaren der Gegen- 
ecken des Yierseits der vier Tangenten ist zur Acbse dieser Parabel 
parallel, also auf der vorigen Geraden recbtwinklig. 

3) Der angezogene Satz von Steiner ist selbst ein Sonderfall 
des Satzes von Briancbon; denn sind a, &, c drei Tangenten der 
Parabel, und bezeicbnen a\ b\ c drei zu ibnen recbtwinklige Tan- 
genten, ist liberdies die unendlicb feme Gerade, so be'^acbten 
wir die secbs Tangenten ct^b^ c\ d und seben, daB sicb die 
Geraden ab^ og^^^] he, d g^] cc, ad in einem Punkte sebneiden; 
von ibnen sind aber die beiden ersten Hoben des betraebteten Drei- 
seits a,b, c, und die letzte ist die Leitlinie, in der sicb jedes Paar 
recbtwinkliger Tangenten sebneidet (Nr. 211).^^) 

276. Der Pascalscbe Satz gestattet, avs fiinf Puriktm 
eines Kegelsclmities heliebig vide 'weiiere Punkte desseTben zu 
konstruieren. Dabei sollen keine drei Punkte in einer Geraden 
liegen, da sonst die Gerade dieser drei Punkte und die Yer- 
bindungslinie der beiden ilbrigen einen in ein Geradenpaar 
ausgearteten Eegelschnitt bilden wurden. 

Wenn wir namlicb irgend eine Gerade g oder 16 durcb 
einen, etwa den ersten der gegebenen Punkte 1, 2, 3, 4, 5 
zieben, so konnen wir den Punkt 6 bestimmen, in dem sie 
den Kegelscbnitt ferner sebneidet, und so beliebig viele Punkte 
des Kegelscbnittes erbalten. Die Sebnittpunkte von 12 und 
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45, 23 und 56, 34 und 61 liegen ja in derselben Geradenp, 
nnd nach der Voraussetzung sind die Punkte 12, 45 und 
34, 61 (gf), also auch die Gerade^ bekannt; soinit bestimmt 
die Verbindungslinie von 5 mit dem Scbnittpunkt von p 
und 23 auf der Geraden g (16) den Punkt 6. Mit andern 
Worten: Der FunM 6 ist die Spit^e eines verdnderliclien Drei- 
ecJcs, dessen Seiten 'bez. Basis diirch feste Bunlde 1, 5 bez. 12, 
45 gehen, wdJirmd sick seine Basisecken Idngs fester Geraden 
23, 34 bewegen. (VgL Nr. 49, 2, 3.)^®) 

Diese Konstruktion liefert, wenn man zwei Nacbbar- 
punkte zusammenfallen laBt, die Tangente t in einem von filnf 
gegebenen JPunUen eines Kegelschnittes. Nennt man z. B. 1 zu- 
gleich 6, so verbindet p die Punkte 12, 45 und 23, 56 (51) 
und im Scbnittpunkt von p mit 34 erbalt man einen Punkt 
der Tangente 16. 

Aus filnf Bunkten ist eine Kurve ziveiter Ordnung durch 
lineare Konstmktion bestimmt und zwar zaklt die Angabe eines 
Punktes nebst der in ihm berulirenden Tangente fiir zwei 
Punkte (vgl. Nr. 269). Binfacke Sonderfalle bietet die Be- 
nutzung der unendlich fernen Punkte. 

Der Brianchonscke Punkt eines dem Kegelschnitte umge- 
schriebenen Sechsseits ist der Pol der PascdlscJien Geraden des 
Sechsecks der Beruhmngspunkte, Denn, geben wir der Tan- 
gente und dem Beriihrungspunkt dieselbe Bezeicbnung, nennen 
also Sechsseit wie Secbseck 123456, so ist die Verbindungs- 
gerade der Tangentenscbnittpunkte 12, 45 die Polare des 
Schnittpunktes der Verbindungsgeraden 12, 45 der Beriih- 
rongspunkte, usw. (Nr. 135). 

Dieser Satz konnte umgekebrt als eine bloBe Folgerung 
aus der Polarentheorie dazu dienen, um aus dem Satze von 
Pascal den von Brianchon abzuleiten oder umgekebrt. Jedocb 
leistet dies scbon das Duabtatsprinzip von Nr. 82. Nacb allem 
fruheren darf jeder rein bescbreibende Satz, der von Punkten 
einer Kurve zweiter Ordnung bandelt, unmittelbar aucb fiir 
die Tangenten einer Kurve zweiter Klasse dual ausgesprocben 
werden (vgl. Nr. “270). Unser Satz gibt aber eine kon- 
struktiv spezialisierte duale Beziehung, die uns erlaubt, die 
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weiteren tlberlegungen an der Pascalschen Figiir allein durch- 
zufuhren. 

Ein sehr niitzliclier Sonderfall des Satzes entsteht durch 
Zusammenfallen der Seiten- bez. Punktepaare 12, 34, 56: 
In einem umgeschriehenen Dreieck schneidm sick die Verbin- 
dungslinien der JBeriihrungspunlie mit d&ki Gegenecken in einem 
Funkte 0, und die SchnittgunMe der JBe>*ilhrimgssehnen mit 
den Gegenseiten liegen anf der Polar e oder der Marmonikale o 
(Nr. 67, i) von 0. 

B, l) Aus fiinf Punkten 1, 2, 3, 4, 5 eines Kegelschnittes 
seinen Mittelpunkt zu bestimmen. 

Man ziehe die Gerade 1 6 parallel zu 3 4 und bestimme den 
auf ibr gelegenen Punkt 6 des Kegelschnittes'; danii sind 34 und 
16 zwei paiallele Sehnen, und dieTerbindungsgerade ibrer Mittel- 
punkte ist ein Barcbmesser. Indem man ebenso auf 5 6' parallel 
2 3 den Punkt 6' des Kegelschnittes bestimmt, findet man einen 
zweiten Durcbmesser und damit den Mittelpunkt. 

2) Man konstruiere die Hjperbel aus den Asjmptotenricli- 
tungen 1, 2 und drei Punkten 3, 4, 5. 

3) Man konstruiere sie aus den Asymptoten und einem Punkte, 
insbesondere die Tangente in diesem. 

4) Man konstruiere die Parabel aus der Acbsenricbtung und 
drei Punkten und sprecbe bier wie in 2 , 3 die Konstruktionsregeln 
als Satze aus. 

5) Zu vier Punk- 
ten A, J?, 0, D und der 
Tangente des einen, z.B. 
a in A, sind die Tan- 
genten h^c^d in (7, 

T) zu konstruieren (ygl. 

Fig. 14). 

Indem man A als 
erste und zweite Ecke 
und resp. nacbeinander 
JB, (7, D als vieiiie und 
fdnfte denkt, die jedes- 
mal bbrigen aber als 
dritte und secbste, ergibt 
sicb durcb die wieder- 
bolte Anwendung des Pascalschen Satzes die Eegel: Man bilde das 
Diagonaldreieck des Vierecks A BCD, also E oder A CI)\F oder 
J5C, AD; G Oder CA, JBD mit den Gegenseiten e, f, g. Dann 
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schneide man a mit diesen der Eeihe nach und zielie von dem 
Scbnittpunkte die Gerade h nacb J5, d nach D und c nach C\ so 
schneiden sich auch I und c auf der Geraden & und d auf g und 
c und d auf e. Dies ergibt den Satz: Das Diagonaldreieck des 
einem Kegelschnitt eingeschriebenen Yierecks ist zu- 
gleich das Diagonaldreiseit des zugehdrigen umgeschrie- 
benen Yierseits. 

Man sieht, daB die Konstruktionsfigur zugleich die der andern 
Aufgabe ist: Zu vier Tangenten a, h, c, d und dem Beriihrungs- 
punkt einer von ihnen die Beriihrungspunkte der drei andern zu 
finden. Man bildet das Dreiseit f, g der Geraden ah, cd-, hcy 
ad‘,ca,hd] die Yerbindungsliniendes gegehenen Beruhrungspunktes 
mit den Ecken E, F, G des Dreiseits treffen die drei andern Tan- 
genten in ihren Bertihrungspunkten — die entsprechende Anwendung 
des Satzes von Brianchon, 

6 ) Erzeugung der Kegelschnitte nach (7. Maclamin: Man be- 
stimme den Ort der Spitze eines Dreiecks, dessen Seiten hez. durcb 
drei feste Punkte gehen, wS-hrend die Basisecken sich in zwei festen 
Geraden hewegen.^®) 

Sind = 0 , ^2 = 0 , = 0 die Gleichungen der Seiten des von 

den drei festm Punkten gebildeten Dreiecks, so kdnnen nach Nr. 67 
die festen Geraden g^h in der Form 

a^Si + = 0 , h^s^ + h^s^ + h^s^ *== 0 

ausgedriickt werden; und ist dann 0 die Basis, so ist 

die Gerade, die den Punkt ^ 2 = 0, 53—0 mit dem Schnittpunkt 
der Basis mit g verbindet, durch + <73^3 = 0 darge- 

stellt, und die Gerade, die den Punkt =« 0 , 53=0 mit dem 
Schnittpunkt der Basis mit h verbindet, -durch + 

& 3 fi.S 3 =“ 0 . Die Elimination von zwischen den beideh letzten 
Gleichungen gibt die Gleichung des gesuchten Ortes in der Form 

(^2^2 H” ^3^3) ~ 

d. h. derselbe ist ein Kegelschnitt, der durch die funf Punkte 

^ 2 “* 0 , 5g«0; 53 = 0 , Si = 0 ; 0 , aiSi+ a2^^2+ «353== 0-, 

Sg = 0, &iSi + &2^2 + 0 ^5 ^ 

hindurchgeht. 

277. Die voUstandige Figur des Pascalsdlieii Sechseeks. 
Wie im Falle des Satzes von Brianchoii konnen wir 60 ver- 
schiedene Pascalsche Sechsecke aus den namlichen seeks 
Punkten ei-halten, wenn vrir die Ordnung ihrer Aufeinander- 
folge andern. Die entsprechenden Pascalselien Geraden kilden^ 
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wie dort die entspreclieiiden Brianchon- Punkte, ein System 
mit zahlreiclien interessanten Eigenschaften. 

Da z. B. der Kegelsctnitt von ISTr. 275 aueh dem Viereck 
2356 nmgesclirieben ist, so kann seine Grleichnng anch in 
der Form 525533 — 523556=0 ausgedriickt werden, und ihre 
Identitat mit der Form (58) in Nr. 275 gibt 

1 ) ^12 ^S4 ’^25 ^36 = ^23 (^14 9 

woraus wir wie dort scblieBen, dafi die Punkte 12, 36; 
34, 25; 56, 14 in einer Greraden, namKcb der Geraden 
^14 — ^56 liegen. In gleieber Weise lernen wir aus der 
Identitat der zweiten und dritten Form der Gleicbung unseres 
Kegelscbnittes, daB die drei Punkte 45, 36; 61, 25; 23, 14 
in einer Geraden 5,3 — = 0 liegen. Nun schneiden sich 

aber die drei Geraden 

(62) 523 ^56 “ ^56 ‘^14 ~ ^14 ^2S ” ^ 

in einem Punkt. Damit ist der Satz von Steiner bewiesen: 
Die drei Pascalschen Geraden, die man fur die Anordnung 
der Ecken in defi% 1 ) 60 . Folgm 123456; 143652, 163254^) 
erhalt, schneiden sich in einem PunUe, Da 234561 in der- 
selben Weise bebandelt nicbts Neues gibt, so liegt in jeder 
Pascalschen Geraden nur ein Steinerscher PmM; es gibt 0 wan 0 ig 
solcher Punkte. 

Ebenso erbalt man fiir die Pascalschen Geraden von 
12345 6 , 15423 6 , 156342 die folgenden Ergebnisse. 
Die Gleicbung des Kegelscbnittes bat, weil er den Vierecken 
1245, 5436, 6321 bez. umgescbrieben ist, die identiscben 
Formen 

^15^24 ~ ^12% 

^56^84 

^ 16^23 ^ 86^12 “ 

Also sind aucb identiscb 

f ^16 ^24 ^ 84 %6 ” ^46 (^12 ^ ss ) > 

( 63 ) I 53^556 ^2Z^1Q “ ^ 36(^45 ^12)? 

I 523 ^16 ^15 %4 ~ ^12 (^86 ^ 45 ) J 


*) Die geradzabligen Ecken sind zyklisch vertauscht. 
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(l.h. 15, 34; 24, 56; 12, 36; 

34, 61; 56, 23; 45, 12; 

23, 15; 16, 24; 36, 45 

sind dreimal drei Punkte in je einer Geraden, den Pascalschen 
Geraden der Sechsecke 156342, 123456, 154236, und diese 
drei Geraden gehen durch einen Punkt — ein Sat^ von Kirlt- 
man. Da die zyklische Verschiebung die Gruppen 

234561, 265341, 261453; 

345612, 316452, 312564 

und keine weiteren gibt, so liegen in jeder JPascalschen Linie 
drei Kirhnonsche Ptinlcte, und die Anzahl dieser PunMe ist 
secJimg. 

Man kann den grofiten Teil aller Satze, die liber die 
Figur des vollstandigen Secksecks bekannt geworden sind, 
aucb entwickeln, indem man die Grundlebren der Kombina- 
torik mit den elementaren Satzen uber perspektive Dreiecke 
verbindet (Nr. 67, 4). 

Sind 1, 2, 3, 4, 5, 6 die sechs Punkte des Kegelschnittes, 
die wir die Punkte P nennen wollen, so werden sie durck 
fiinfzekn Geraden verbunden, die wir die Geraden I nennen 
werden. Jede derselben, z. B. 12, wird von den vierzehn 
anderen gescknitten und zwar durck vier dieser Geraden im 
Punkte 1, durck vier andere in 2, durck sechs andere in 
Punkten, die von 1 und 2 versckieden sind, z. B. in 12, 
34; usw. Wir wollen die letztgenannten als die Punkte P' 
bezeicknen; ihre Anzakl ist funfundvierzig, denn in jeder Ge- 
raden I liegen seeks Punkte P', und da zwei Geraden I 
durck jeden Punkt P' geken, so ist die Zahl dieser Punkte 
die dreifache Zahl der 1. Wenn wir die Seiten des Sechsecks 
in der Ordnung 123456 nehmen, so sagt Pascals Satz, daB 
diejenigen drei Punkte P' in einer Geraden liegen, die als 
12, 45; 23, 56; 34, 61 erkalten werden. Wir konnen diese 

Gerade als die Pascalscke Gerade bezeicknen, 

i4o • 6 1 • 23 j 

um die drei' Punkte bequem erkennen zu lassen, durck die 
sie gekt 
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Dm*ch jeden Punkt P' gehen vier Pascalsche Geraden, 
namKclL z. B. durch (12,45) die Geradeu 123456, 126453, 
123546, 126543; wir fin den also die Zahl der Pascalschen 
Geraden, indem wir die Zahl der Punkte P' mit vier multi- 
plizieren und durch drei dividieren, weil jede von ihnen drei 
Punkte P' enthalt; sie ist also gleich sechzig, in der Tat 
die Zahl der verschiedenen moglichen Anordnxingen von sechs 
Elementen, wenn man die zyklischen Vertauschungen und 
direkten TJmkehrungen nicht beriicksichtigt. Betrachten wir 
nun drei Dreiecke I, II, HI mit den Seiten 12, 34, 56; 45, 
61, 23: 36, 25, 14 bez., so liegen die Schnittpunkte der 
entsprechenden Seiten von I und II in einer Pascalschen Ge- 
raden, die Verbindungslinien ihrer entsprechenden Ecken 
schneiden sich also in einem Punkte. Eine dieser Linien 


verbindet die Ecke 12-34 des einen mit der Ecke 45-61, 
und auf dieser Yerbindungslinie liegt auch der Punkt 


36-25, man kann sie also durch 


(12-45-36^ 

.34.61-25) 


bezeichnen; 


diese Pascalsche Gerade und die beiden anderen der vorhin 


erwahnten Verbindungslinien oder Pascalschen Geraden, nam- 

, (34-61-25] , (56-23.14] , i - 

166.28.14) (l2.46.36)’ 8*“ “ 

und denselben Punkt, womit wieder Steiners Satz gefimden isi 
Wir werden den Schnittpunkt als den Punkt G und 


(12.45.36\ 

durch die Charakteristik 134- 61 -251 bezeichnen. Damit 

156 -23- 14) 


wird offenbai*, daB in jeder Pascalschen Geraden nur ein ein- 
ziger Punkt G liegt; denn, wenn die durch die beiden ersten 
Zeilen charakterisierte Pascalsche Gerade gegeben ist, erhalt 
man die Charakteristik des beziiglichen Punktes G durch 
TJntersetzen der in ihren YertikaJreihen nicht enthaltenen 
Buchstaben unter dieselben. Da aber in jedem Punkte G 
drei Pascalsche Geraden zusammentreffen, so ist die Zahl 
dieser Punkte gleich zwanzig. Wenn wir die Dreiecke II, 
III und I, III betrachten, so sind die Verbindungslinien ent- 
sprechender Ecken in beiden Fallen dieselben, und die drei 
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Achsen der Kollineation treffen sich somit in einem Punkte; 
derselbe ist aber offenbar der Punkt G von der Gharakteristik 
/12-34.56| 

|45*61*23l- i. 0. Hesse bat bemerkt, daB zwei solcbe 
136 -26 •14] 

Punkte G in bezug auf den Kegelschnitt barmoniscb konjugiert 
Bind, so daB die zwanzig Punkte G in zebn Paare geteilt wer- 
den. Die Pascalschen Greraden, die durcb dieselben geben, 
sind fiir den betracbteten Pall bez. 

123654, 163452, 1432565 

und 

123456, 163254, 143652. 

Wie man siebt, ergeben sicb diese Gruppen von je drei 
Pascalscben Geraden, indem man bei 123456 die Zablen 
246 zykliscb vertauscbt, und zwar im einen bez. im ent- 
gegengesetzten Sinne, wabrend die Zablen 135 an ibren 
Stellen bleiben. 

B. Man zeige, daB die Scbnittpunkte der secbs Paare ab- 
wecbselnder Seiten eines Pascalscben Secbsecks in natiirlicher 
Ordnung ein Briancbonsches Secbsseit bilden, und daB ebenso die 
Yerbindungslinien der secbs Paare abwecbselnder Ecken eines Brian- 
cbonscben Secbsseits in dieser Ordnung ein Pascalscbes Secbseck 
bilden. 

* 278. Betracbten wir nun die Dreiecke 

12, 34, 56 I 

|12. 35*461 f34. 26*151 |56.24*13l 

145*26* 13r 116 *35 *241^ 123* 15 -46)^ 
fl2. 35*461 r34*26.15l [66*24*131 

136 * 24 * 15r 125 * 13 * 46r 114 * 35 * 26^ ^ 

so sind die Scbnittpunkte der entsprecbenden Seiten von I 
und IV drei Punkte derselben Pascalscben Geraden. Die Ver- 
bindungslinien entsprecbender Ecken, die daher durcb einen 
Punkt geben, sind aber die drei Pascalscben Geraden 
(12 * 35 * 46| j34 * 26 * 15l [56 * 13 • 24l 

134-26* 15J^ 156* 13*24r 112 *46 *35]’ 

wir konnen den Schnittpunkt bezeicbnen als den Punkt H 
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von der Charakteristik 


12-35.46] 
34-26- 15 • 
56-13.241 


Sie -weickt von der der 


Punkte G darin ab, da6 nnr eine der Vertikalreihen die seeks 
Ziffern ohne Auslassung oder Wiederbolung enthalt In jeder 
Pascalscben Geraden gibt es drei Punkte S, namlich in 
fl2- 34-561 .... , 

t45. 16.23/ -lie 


12-34-56] 

'12-34-56 


12-34-56 

45-16-23, 

45-16-23 

1 ’ 1 

45-16-23 

36-24-15/ 1 

[13.25-461 


[26 - 35-14 


WO der Strich tiber der einen Spalte andeutet, daB in ibr die 
secbs Ziffern vorkommen. Daraus entspringt KirJcmanB Er- 
weiterung des Steinerscben Satzes: Die Fascalschen Geraden 
schneiden sich m dreien niclit nur in Steiners swamig Fimlden 
G, sondern auch in seclmg anderen Funlden S. 

Wenn wir ebenso die Dreiecke I tind V betracbten, so 
sind die Verbindungslinien der entsprechenden Ecken die- 
selben wie fiir I und IV, und die entsprechenden Seiten 
^chneiden sich daher in einer Greraden, offenbar einer Pascal- 
schen Greraden. Endlich miissen sich die entsprechenden Seiten 
von IV und V in drei Punkten einer Geraden schneiden, d, h. 
die drei Punkte R von den Charakteristiken 


[12-35-46' 


15-34-26 

[13-24-56 

45-26- 13 

I ^ 1 

24-16-35 

46-15-23 

[36-15-24] 

1 1 

[13-25-46] 

135-26-14. 


liegen in einer Geraden. tJberdies muB die Achse von IV 
und V durch den Schnittpunkt der Achsen von I, IV und I, V 
gehen, d. h. durch den Punkt G, der aus den aEe sechs 
Ziffern enthaltenden Spalten der vorigen Punkte H entsteht, 


namlich 


12-34-56 
45 -16 -23 
36-25-14 


Damit haben wir den Cayley - Salmonschen SaU: Es gibt 
^wanzig Geraden g, deren jede einen Funht G und drei F uni te 
JR enthalt 

Salmon-Fiedler: anal. Geom. d. Kegelschn. It. 7. Anfl. 


4 



50 


XIV. Lineare Systeme von Kegelschnitten. 278. 


Ebenso kann man beweisen, da/i die gwangig Geraden g 
gii vierm durch fUnfgeJin Punkte J geken. Die vier Geraden g 
namlicb, deren Punkte G in der vorigen Bezeicbnung eine 
Vertikalreihe gemein haben, geben durch denselben Punkt. 

Betrachten wir ferner die Pascalschen Geraden, die sich. 
in einem Punkte R schneiden, z. B. 


|12 


35 

461 

(45 

26. 

13] 

f36 

15 

24| 

26 

•13J 

’ 136- 

15. 

■24J 

’ 112 

• 46 

•351 


die 


Wir wailen anf diesen Geraden der Reihe nach 
Punkte Pi'-=46*13, P^'^24. 36 und er- 

halten so ein Dreieck, dessen Seiten 


durch 


13*26.451 

46.15.23r 


(26.35.141 

U5.24.36r 


|24. 13.561 
135.46.12J 


charakterisiert sind. Auf jeder dieser Seiten nehmen wir einen 
Punkt H, indem wir unter jede der obigen Pascalschen Ge- 
raden die Zeile 16.34*25 schreiben. Die Seiten 

des so entstehenden Dreiecks E^E^E^ sind der 
Reihe nach durch 


|13 

26 

45| 

(36 

15 

24i 

|46 

12 

35| 

125 • 

34 

•16J’ 

125. 

34. 

• 16/’ 

125 

■34. 

.16/ 


charakterisiert. Die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten 
der Dreiecke P^'P/Pg' und E^E^E^, d. h. die drei Punkte Gr 


Ton deu Charakteristiken 


(25-34.l6| 1 

25-34- 161 

1 1 

[25. 34-16] 

13 -26 -45, 

36 • 15-24 

I ^ 1 

46 • 12-35 

(46 -15 •23) 1 

ll4-26-35| 


ll3 -56 -241 

liegen mit dem vierten, 
(25. 34 .16) 

der gleichfalls die Zeile 25-3 


enthalt 


86 . 12 . 45 ? (Tgl. S. 47), in einer Geraden. Da man 
14*56.23 


fiinfzehn verschiedene Produkte von der Form 25*34. IG 
bilden kann, so folgt aus dem Vorhergehenden der Satz von 
Sidner: Die Punite G liegen m vieren in fiinfzehn Geraden 
Eesse hat eine gewisse Dualitat zwischen den erhaltenen? 
Satzen hervorgehoben. Den 60 Kirkmanschen Punkten E ent- 
sprechen die 60 Pascalschen Geraden h in folgender Art: E& 
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gibt 20 Steinersche Punkte G, durch deren jeden drei Pascal- 
sche Geraden Ji und eine Gerade g gehen; und es gibt 20 Ge- 
raden g, deren jede drei Kirkmansche Punkte H und einen 
Steinerscben Punkt 6r entbalt. Und so wie die 20 Geraden g 
zu vieren durcb 15 Punkte J geben, so liegen die 20 Punkte G 
zu vieren in 15 Geraden j. Diese Dualitat ist zuletzt durcb 
zahlreiche neue Ergebnisse von Veronese naher bestimmt und 
vervoHstandigt worden.^"^) 

Um zu zeigen, welcher Punkt H der Pascalschen Ge- 
raden entspricht, die der Ordnung 123456 angebort, be- 
tracbten wir die beiden eingescbriebenen Dreiecke 135, 246 
und bemerken, wie wir bald (Nr. 287, 7 ) sehen werden, daB 
ihre Seiten einen und denselben Kegelschnitt berubren.*) Das 
durcb die Geraden 35, 46, 15, 26, 13, 24 gebildete Secbs- 
seit ist daber ein Briancbonscbes. Aber seine Diagonalen sind 
die drei Pascalscben Geraden, die sicb in dem Punkte H 
scbneiden von der Cbarakteristik 

(36-26-14 
46.13.25 • 

[15.24.36 

Und da bei Festbaltung der abwecbselnden Seiten 35, 15, 13 
durcb zykliscbe Permutation der ubrigen drei Briancbonscbe 
Punkte erhalten werden, die nacb dem zu dem Steinerscben 
dualen Satze in einer Geraden liegen miissen, so ist bewiesen, 
daB drei Punkte H in einer Geraden g liegen. 


*) Der dual entsprechende Satz wurde schon in Nr. 266 bewiesen. 



Filnfzehntes Kapitel.*) 

Projektive Eigenschafteii der Kegelsclmitte. 

279. In den Gleicliungsfofinen des letzten Kapitels konnen 
wir die auffcretenden linearen Funktionen als mit Konstanten 
multiplizierte Abstande deuten, wie scbon im IV. Kapitel ge- 
scbehen ist. 

So fubrt die Gleichung = 0 (Nr. 266) zu dem 

wiebtigen Satz: Das Produkt der Abstande eines Punktes des 
KegelschniUes von zwei Oegenseiten eines Sehnenviereclcs steht 
m dem Produhte seiner Abstande von den beiden andern Qegen- 
seiten in honstantem Verhalinis, 

Und s^s ^ — = 0 (Nr. 258) ergibt den Sonderfall: Das 

Produkt der Abstande eines Punktes des Kegelscbnittes von 
zwei festen Tangenten stebt zu dem Quadrat seines Abstandes 
von ibrer Berubrungssebne in konstantem Verbaltnis. Fiir den 
Kreis wurde dies scbon in Nr. Ill ausgesprocben. 

Ferner konnen wir jeden Kegelscbnitt in der Grleicbungs- 
form f — iiSiSg -= 0 darstellen (Nr. 256), wo /*= 0 insbesondere 
die GHeicbnng eines E^reises ist. Unter dieser Voraussetzung 
bedeutet f die mit einer Konstanten multiplizierte Potenz 
eines Punktes in bezug auf den Kreis (Nr. 109). Das Quadrat 
der von einem Punld des KegelschniUes an dnen festen Kreis 
gehenden Tangenten steht m dem Produkt seiner Abstande von 
zwei Gegenseiten des Vierecks der SchnittpunUe in konstantem 
Verhaltnis. Nimmt man = 0, s^^O als beliebige Sebnen 
eines gegebenen Kreises /* *= 0, so kann man biemacb einen 
Kegelscbnitt als Ort erzeugen. Ftir den Pall eines unendlicb 
kleinen Kreises bat man insbesondere: Der OH eines Punktes^ 

*) Das weitere Stndium setzt die Duxcbarbeitung der friiberen 
mit dem Stern bezeicTmeteu Abschnitte vorans. 



Sehnen- und Tangentenviereck eines Kegelschnittes. 


53 


fiir den das Quadrat seiner Entfermmg von einem festen PunM 
J3U dem Prodiikt seiner Abstdnde von mei feste^i Geraden in 
konstantem VerJidltnis steM^ ist ein Kegelschnitt, 

Dasselbe gilt auch noch, wenn die festen Geraden zu- 
sammenfallen, also ftir die Gleichung Die Tan- 

gents aus einem Punkt eines Kegelschnittes an einen doppelt- 
berilhrenden Kreis stekt zu seinem Abstand von der JBeriihrungs- 
sehne in kofzstantem Verhdltnis, Endlicli erkennen wir hierin 
im besonderen FaU die Fundamentaleigenscbaft des Brenn- 
punktes und der Leitlinie (Nr. 183), so daB wir den Brenn- 
punkt als einen unendiicli kleinen Kreis ansehen miissen, der 
den Kegelscbnitt in zwei imaginaren Punkten der Leitlinie 
berubrt (Nr. 181). 

Die VeraUgemeinerungen fur den Fall, daB /*=0 einen 
Kegelscbnitt bedeutet, folgen aus Nr. 150 fiir konstantes 
Das Ergebnis der Substitution der Koordinaten eines Punktes 
in das Pol 3 mom der Gleicbung einer Kurve ist dem Produkt 
der Abscbnitte proportional, die die Kurve auf einer Geraden 
von gegebener Ricbtung durcb den Punkt abscbneidet — 
giiltig xibrigens fiir Kurven beliebiger Ordnung. 

Endlicb konnen wir diese Deutung aucb auf die Glei- 
chungsformen von Nr. 270 in Linienkoordinaten ausdebnen. 
Bedenken wir, daB eine lineare Funktion 6 von w j v den mit 
*|/^2 ^2 mnltiplizierten Abstand des Punktes o ^ 0 von der 

Geraden u\v bedeutet, so driickt den Satz 

aus: Das Produkt der Abstdnde einer Tangents des Kegel- 
schnittes von zivei Gegenecken eines Tangentenvierseits steht zii 
dem Produkt seiner Abstdnde von den beiden anderen Gegen- 
ecken in konstantem Verlidltnis, usw. 

B. l) Aus f — 0, ^ 0 folgt fur 0^ g 0 

als Kreise mit fif — Xg — 0: Die Scbnittpunkte solcber Kegel- 
schnitte liegen in einem Kreise, der von der Beruhi’ungssebne nicbt 
abbangt und fest bleibt, so lange A : ^ konstant ist. 

2) Wenn zwei Kegelscbnitte einander doppelt beriibren, so 
stebt jeden Punkt des einen das Quadrat seines Abstandes von 
der Beriibrungssebne beider in konstantem Verbaltnis zu dem Recbt- 
eck der Abscbnitte, die der andere auf dem den erwabnten Abstand 
messenden Lote bestimmt. 
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3) Wenn eine Gerade von gegebener Ricbtung zwei Kegel- 
schnitte in den Punkten P, C; Q' schneidet, und Punkte 0 auf 
ihr so bestinamt werden, daB die Rechtecke OP^ OQ und OP • OQ 
stets in konstantem Verhaltnis sind, so ist der Ort der Punkte 0 ein 
Kegelscbnitt, der durcb die Schnittpunkte der beiden gegebenen 
Kegelschnitte Mndurcbgebt. 

4) Der Durchmesser des Kreises, der dem von zwei Tangenten 

eines Mittelpunktskegelschnittes und ihrer Berdbrungssebne gebil- 
deten Dreieck umgesebrieben ist, ist fiir h" als die 

den Tangenten parallelen Halbmesser und p als den senkrecbten 
Abstand der Beriihrungssebne vom Mittelpunkt.^®) 

Wir setzen die Gleicbung f(x^ y) = 0 des Kegels chnittes als 
durcb eine solcbe Konstante dividiert voraus, daB bei Einfiihrung der 
Koordinaten des Mittelpunkts dieser Kurve die Funktion f(x^ y) 
der Einbeit gleicb wird (Kr. 150). Sind dann f die Langen der 
Tangenten, und ist f das Ergebnis der Substitution der Koordi- 
naten ihres Scbnittpunktes, so gelten die Proportionen 

Ist aber Ji die senkrecbte Entfernung der Berubrungssebne von der 
Spitze des Dreiecks, so gilt aucb die Proportion ^ : jp = /*' : 1 ; denn 
nacb der Fonn von k in Nr. 140 ist das Ergebnis der Substitu- 
tion der Koordinaten des Mittelpunktes in die Gleicbung der Polare 
eines Punktes aucb das Ergebnis ibrer Substitution in die Gleicbung 
der Kurve. Daber ist t't'" : h ^ h'b" :p. Nacb der Elementargeo- 
metrie gibt bier die linke Seite den Durcbmesser des dem Dreieck 
umgeschriebenen Kreises, und der Satz ist bewiesen. 

5) Aus der Formel des vorigen Beisp. gebt der Ausdruck von 
Nr. 218, 2 fiir den Radius des Kriimmungskreises bervor, indem 
man die beiden Tangenten zusammenfallen laBt (Nr. 244). 

Man erbalt ibn aucb mit Hilfe des folgenden Satzes^^): 
Sind w, n die Langen von zwei sicb scbneidenden Normal en, •p 
die Abstande der zugeborigen Tangenten vom Mittelpunkt und ist 
V der der Verbindungslinie beider Kurvenpunkte parallels Halb- 
messer, so gilt die Beziebung 

-f np = 2&'^. 

Denn fiir f als das Ergebnis der Substitution der Koordinaten 
des Mittelpunktes der Sebne in die Gleicbung des Kegelscbnittes, 
A, h' als die Abstande dieses Mittelpunktes von den beiden Tan- 
genten und 2§ als die Lange der Sebne folgt, wie im letzten Beisp., 
= iiud man siebt leicbt, daB 

nh -j- nh' =2/5^ 

ist. Damit ist aber die angegebene Beziebung bewiesen. 
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6) Tragt man die Koordinaten einer Geraden u^oc v^y 
+ 1 — 0 in die in Nr. 105 abgeleitete Gleichung 

+ v^) ~ {axi + 0 

•eines Kreises in Linienkoordinaten ein, so ist das Ergebnis dieser 
Substitution gleich dem Produkt aiis und dem Quadrat 

der balben Sebne, die die Gerade im Kreis bestimmt. Dies ist zu 
beweisen. Ferner mache man sieh die folgende Deutung der Glei- 
cbung — v)^0 fur <p{u^ v) = 0, x{u>^ v)^0 als Glei- 

cbungen von Kreisen klar: Die Hiillkurve einer Geraden, in der 
zwei gegebene Kreise Sehnen von konstantem Verhaltnis bestimmen, 
ist ein Kegelsobnitt, der die gemeinsamen Tangenten beider Ivreise 
beriibrt. 

280. Doppelverhaltnis von vier Elementen eines Kegel- 
sclinittes. Bezeichnen, wie in Nr. 69, 5^, Sg, die Ab- 
stande eines Punktes T von den vier Seiten =* 0, Sg ~ 
53== 0, §4= 0 eines Vierecks AGBD, so ist 
s^-AC = TA^T0 sm AT G, s^-BG^ TB • TGsinBTG, usw. 
Bilden wir nacb Nr. 84 das Doppelverhaltnis der vier von T 
ausgehenden Strahlen, so ist 

sin ATG ^ aia ATJD SjSg 

sin BTC ' sin BTI)~ ^^"Sc'bD* 

Dasselbe ist von der Lage von T nicht abhangig, so lange 
^153*^2^4=^ einen konstanten Weii; behalt. Daher gilt nach 
Nr. 279 der Fundamentalsatz: 

JDas Doppelverhaltnis eines Strahlenbuschels, dessen Strahlen 
einen verdndeyiichen Piinlit des Kegelschnittes mit vier festeu 
PunUen desselben in gegehener Eeihenfolge verbinden, hat kon- 
etanten Wert, und umgekelirt: Der Ort eines Punktes, dessen 
Verhindungsgeraden mit vier festen Punkten in lestimmter Eeihen- 
folge ein Doppelverhaltnis von konstantem Wert ergeben, ist dm 
diirch diese Punkte gehende Kiirve ^wdter Ordnung, 

In der Bezeichnungsweise von Nr. 83 und 84 konnen wir 
die Gleichheit der Doppelverhaltnisse schreiben 
{2) (T . ABGD) - • (ABCD), 

Der Klammerausdruck der rechten Seite ist aus den Seiten- 
langen des Vierecks ABGD ganz so gebildet, als ob diese 
in einer Geraden ein Doppelverhaltnis bestimmten. DerPaktorx 
•charakterisiert einen bestimmten Kegelschnitt des dem Vier- 
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eck nmgesehriebenen Buschels. Daher nennt man die linke 
Seite das JDoj^elverhdltnis von vier Panhten eines Kegelschnittes^ 
und bezeichnet dasselbe etwa mit {AJBCD]. Es ist darunter 
also das Doppelverhaltnis des die vier Punkte aus irgend 
einem funften Punkte der Kurve projizierenden Strahlen- 
buschels zu versteben. Der Kegelschnitt ist durch vier Punkte 
und den Wert ibres Doppelverbaltnisses bestimmt. 

Betracbten wir ferner die Tangenten c, d^ t m dert 
Punkten C, D, T. Sind A\ S, G\ D' die Scbnitt- 

punkte der letzten Tangente mit den vier ersten und sind 
^1. ^4 die Abstande der Ecken ac, he, hd, ad von der 

Tangente t, so liefert die Trigonometrie 

ffiSmoc=A'C'- sina^ • sinci, C'- sinft# ■ sinci, usw. 

Das Doppelverbaitnis der vier Sebnittpunkte ist 

/q\ A' C' _ A'D' SiCj sin ac sin arf 

' S’ C' ' B'D' sinjc ' sin6(i' 

Nun sagt nacb Nr. 270 mit Rttcksicht anf Nr. 81 

aus, daB t einen Kegelscbnitt beriihrt. Also baben wir den 
dual entspreebenden Hauptsatz: 

Das DoppelverJiMtnis einer FunUreihe, derm FmMe in 
einer beweglichm Tangmie des Kegelschnittes von vier festm 
Tangmten aiisgescliniMen iverden, hat Iconstantm Wei-t und um- 
gelcehrt. 

Sebreiben wir wiederum in frttberer Ai-t 
(4) (t ■ abed) = x(abcd), 

indem wir das Sinusdoppelverbaltnis der Winkel der vier 
Tangenten bilden, als ob sie durcb einen gemeinsamen Scbeitel 
gingen. Hiernacb kann man wieder das Doppelverhaltnis der 
von vier Tangenten in einer ffinften ausgesehnittenen Punkt- 
reibe (t ■ abed) ale das Doppeherhdltnis [abed] der vier Tan- 
gentm des Kegelschnittes auffassen. 

281. Projektive Erzeugung der Kegelsehnitte. Die vo- 
rigen Pundamentalsatze steben so reebt im beberrsebenderr 
MRtelpunkt der Tbeorie der Kegelscbnitte. Sie kniipfen un- 
mittelbar an das an, was in Nr. 86 von den projektiven 
Strahlenbiiscbeln und Punktreiben gesagt wurde, und man 
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tritt roit ihnen in den Zusammenhang der allgemeinen Ge- 
dankenentwickeliing des V. Kap. wieder ein. Denn sie lassen 
sicli so ansspredaen: 

Der Ort der SdhnittjpunMe Die Hullhurve der Verhin- 
der entsprechenden SiraTilen von dungsgeraden der entsprecJien- 
^weiprojeJctivenStrahlenhilscheln den DunTde von 2 icei projeTc- 
in allgemeiner Lage ist ein tiven geraden PunlctreiJien in 
PiegelscJiniU j der auch dnrch allgetneiner Lage ist ein ICegel- 
die Sclieitel (Trdger) der heiden sclinitt, der auch die Trdger 
JBiiscJiel hindurchgeht, ' der heiden Deihen heriiJirt 

Direkt werden beide Satze folgendermaBen be^viesen: 


Sind 

(5) Si — lc$^ = 0, s/— Jcs^^ 0 
die Gleicbungen der beweg- 
licben Strablen beider Biiscliel; 
so wird die Gleiclning des be- 
zeicbneten Ortes durch Elimi- 
nation Yon Jc zwiscben den vori- 
gen Gleicbnngen gefunden, also 
in der Form SiSg'— s/sg = 0. 
Diese Gleichung ist yom zwei- 
ten Grade nnd entbalt seeks 
Gb'eder, daker filnf unbestimm te 
Koeffizienten*, sie kann somit 
dnrek die Bedingung, daB die 
dargestellte Kurve fiinf Punkte 
entkalte, zur Gleickung jeder 
beliebigen Knrre zweiter Ord- 
nimg gemackt werden. 

Geometrisck bestimmen fiinf 
Punkte zwei projektive Bii- 
sckel, da drei von iknen, mit 
den beiden ubrigen verbimden, 
drei Paare von entsprechenden 
Straklen beider Biisckel liefem 
(Nr. 86). Der erzeugte Kegel- 
seknitt gekt auck durck die 


: Sind 

, die Gleickungen der beweg- 
j lichen Punkte beider Reiken, 
I so wird die Gleickung der be- 
zeichnetenHiillkurve durck Eli- 
mination von 7c zwiseken den 
vorigen Gleickungen gefundeu; 
d. k. als 0 ^ 0.2 — 0^02 =« 0. 
Diese Gleickung ist vom zwei- 
ten Grade und entkalt seeks 
Glieder, daker fiinf unbestimmte 
Koeffizienten; sie kann somit 
durck die Bedingung, daB die 
dargestellte Kurve fiinf Geraden 
beriikre^ zur Gleickung jeder 
beliebigen Kurve zweiter Klasse 
gemackt werden. 

Geometrisck bestimmen fiinf 
Geraden zwei projektive Reiken, 
da drei von iknen, mit den 
beiden iibrigen geseknitten, 
drei Paare von entsprechenden 
Punkten beider Reiken liefern 
(Nr. 86). Der Kegelscknitt be- 
riihrt auek die Trager beider 
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Scheitelpunkte beider Buscbel 
hindurch, da seine Gleicbung 
durch die Koordinaten des 
Schnittpunktes Ton 5 ^ — 0 mit 
5 ^ = 0 sowie von == 0 mit 
5 ^' = 0 erfuUt wird. Die V er- 
bindungslinie der Scheitel ist 
fur jedes der beiden Btiscbel 
derjenige Strabl, der der Tan- 
gente des Kegelscbnittes imj 
Scheitel des andern Buschels 
entspricht. Daraus entspringen 
lineare Konstruktionen zur Be- 
stimmung dieser Tangenten. 

Derselbe Kegelschnitt wird 
erzeugt durch projektive Bii- 
schel, die in irgend zwei seiner 
Punkte ihre Scheitel haben. 
Sind deren Gleichungen nam- 
lich 


Reihen, da seine Gleicbung 
durch die Koordinaten der 
Verbindungslinie des Punktes 
6^=0 mit (?2 = 0 und von 
mit 62^0 erfiillt wird. 
Der Schnittpunkt der Trager 
ist fiir jede der beiden Reihen 
derjenige Punkt in ihr, der 
dem Beriihrungspunkt des Ke- 
gelschnittes mit dem Trager 
der andern Reihe entspricht. Da- 
raus entspringen lineare Kon- 
struktionen zur Bestimmung 
dieser Beruhrungspunkte. 

Derselbe Kegelschnitt wird 
erzeugt durch projektive Rei- 
hen, die irgend zwei seiner 
Tangenten zu Tragern haben. 
Sind deren Gleichungen nam- 
lich 


— wJSo) — h(s/ — ms^') ** 0, 
(.9i — ns^) - ns/) = 0, 

so ist die Gleicbung der Kurve 


((?!— — ficJj') = 0, 

((?! — ve^) — — v0^) = 0, 

SO ist die Gleicbung der Kurve 


0 = 

ms^ ms^ j 

0 = 

01 - 

0 /— /i^a' 


1 i 


01— V02 

0/ - 1/0/ 


_ 1 1 

! ^2 f 


1 -fi 


1 1 — n 

iv Vi’ 

[also c 

1 — V 

0 / 0 / 

also dieselbe wie zuvor. 


ieselbe wie zuvor. 


282. Zerfallende Kurven zweiter Ordnung Oder Klasse. 
AVir haben mehrfach gesehen, dafi die Ortsgleichung zweiten 
Grades in Punktkoordinaten bei der Einfiihrung von Linien- 
koordinaten wieder vom zweiten Grade ist (Nr. 149), d. h.: 


Im allgemeinm ist eine Kurve zweiter Ordnung von der zweiten 
Klasse. 

Aber dieses Gesetz hat zwei Ausnahmefalle, die wir auch 
sehon beriihrt haben (Nr. 62): JEs gibt einen Ort zweiter Ord- 
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nung^ der nicht von der meiten Klasse isty und eine RuUkurve 
^tveiter Klasse, die nicht von der meiten Ordnung ist 

W enn namlicla die beiden er- W enn namlich die beiden er- 

zeugenden projektiven Biiscbel zeugenden projektiven Reiben 
einen Strabl entsprecbend ge- einen Punkt entsprecbend ge- 
mein baben, z.B. $^= s^', so sind mein baben, z. B. 0^=6^', so sind 
sie perspektiY (Nr. 86). Die sie perspektiv (Nr. 86). Die 
Gleicbungen der beweglichen Gleicbungen der beweglicben 
Strablen der Biiscbel nebmen Punkte der Reiben nebmen die 
die Form an I Form an 

““ ks^ — ~ 0 , S-^ Ic s^ ““ 0 y 3c ^2 9 , sc 9 , 

und die Ebmination von k und die Elimination von sc lie- 
liefert fiir den Ort der Scbnitt- ferT; fiir die Hiillkurve der Ver- 
punkte entsprecbender Strablen bindungsgeraden entsprecben- 
die Gleicbung der Punkte ‘die Gleicbung 

Si (Sj — S3') = 0 . — O = 

Der Ort ist ein GeradenpaccTy Die RuUkurve ist einPunMe- 

bestebend aus dem gemein- paar, bestebend aus dem ge- 
samen Strabl und der Per- meinsamen Punkt und dem 
spektivacbse der Biiscbel, auf Perspektivzentrum der Reiben, 
der sicb alle iibrigen ent- nacb dem die Verbindungsge- 
sprechenden Strablenpaare der- raden aller iibrigen entsprecben- 
selben scbneiden. den Punktepaare geben. 

Es gibt keine Gleicbung in Es gibt keine Gleicbung in 
Linienkoordinaten, die diese Punktkoordinaten, die diese 
beiden Geraden definiert. beiden Punkte definiei't. 

283. Eonstruktion des Kegelsclmittes ans projektiven 
Elementargelbilden. 

Zwei projektive Strablen- Zwei projektive Punktreiben 

biiscbel mit verscbiedenen mit verscbiedenen Tragem 
Scbeiteln T, T' sind durcb die sind durcb die Tripel ent- 
Tripel entsprecbender Strablen sprecbender Punkte A, R, C7; 
a, I, C] a\ Vy c bestimmt. A\ R, Q' bestimmt. 

Will man also irgend einen Will man also irgend eine 
Punkt des durcb zwei solcbe Tangente des durcb zwei solcbe 
Biiscbel nacb Nr. 281 bestimm- Punktreiben nacb Nr. 281 be- 
tenKegelscbnitteskonstruieren, stiminten Kegelsclmittes kon- 
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so hat man nur zu irgend einem 
Strahl d des einen Biiscliels den 
entsprechenden des anderen 
zu konstruieren, der Schnitt- 
punkt von d mit d' ist ein 
Punkt des Kegelschnittes. 

Bevor gezeigt wird, wie 
man d' konstmiert, wenn d 
gegeben ist, beweisen wir fol- 
genden Satz: 

Werdm in zwei p'ojektiven 
Buscheln von Oeraden 
und a\ denen die Scheitd 
T bez. T' zugehbren^ entsprechenr 
de Strahlen wecliselweise zum 
DurcJischnitt gebracht, so gehen 
die Verbindungslinim zusam- 
mengehoriger Funktepaare, z. B. 



von aV mit a'b, von ad mit 
aCy von be mit Vc, usw., durch 


struieren, so bat man nur zu 
irgend einem Punkt D der einen 
Punktreibe den entspreebenden 
D' der anderen zu konstruieren^ 
die Verbindungslinie vonD mit 
D' ist eine Tangente des Kegel- 
sebnittes. 

Bevor gezeigt wird, wie man 
Z)' konstruiert, wenn D gegeben 
ist, beweisen wir folgenden 
Satz: 

W&rden in zwei projeMiven 
Punktreihen Aj B^ C, ... und 
A\ B', C\ . . denen die Trdger 
i bez, t' zugehoren, entsprechende 
Punkte wecliselweise durch Qe- 
raden verbunden, so schneiden 
sich zusammengehorige Oeraden- 
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und A'Cj BC' und B'C, usw.. 


onstrnkfcion des Kegelsohaittea aua projektiven Elementargebiiden. 61 


'nen und denseTben FunTd T" i 
Fig. 15). 

NachVoraussetzung ist nam- 
ch die durch die Pankte aa% 
V j a c ', gebildete Eeihe zu 
er Punktreihe a' a, ah\ ac , . . . 
rojektiv; daaber derPunktaa' 
^idm Reihen angebort, sind 
iese (Nr. 86) in perspektiver 
age, die Verbindungslinien 
itsprechender Punkte dieser 
,eihen, also von aV mit a'b^ 
on ac mit ac, ... schneiden 
cb daber in einem nnd dem- 
dben Punkte, dem Perspektiv- 
3ntrum T". 

Will man nun den einem 
trabl d des durcb T gelegten 
•liscbels entsprecbenden Strabl 
' des Biisebels T' konstruieren, 

) bat man nur den Punkt da' 
)der dV oder dc) mit dem 
erspektivzentrum T" zu ver- 
inden. Wird alsdann der 
cbnittpunkt dieser Geraden 
nd des Strables a (oder h 
der c) mit T' verbunden, so 
it diese Verbindungslinie der 
esucbte Strabl d\ 

Je nacbdem die Verbin- 
ungslinie TT' als Strabl o des 
►iiscbelsToder als Strabl)^' des 
►iiscbels T' angeseben wird, ist 
er ibm entsprecbende Strabl 
' bez. p des anderen Biisebels 
ie Verbindungslinie von T' 
lit T" bez. von T mit T". 


in FunJeten einer und dersdben 
Geraden t" (Fig. IG). 

Nacb V oraussetzung ist nam- 
licb das durcb die Strablen 
AB'jAC ', . . . gebildete Biiscbel 
zu dem Biiscbel A'Aj A'B, 
A'Cj . . . projektiv; da aber der 
Strabl A A' leiden Buscbeln 
angebort, sind diese (Nr. 86) 
in perspektiver Lage, die Strah- 
len AJB', AC' ... sebneiden 
daber die entsprecbenden Strab- 
len A'B^ A'C, ... in Punk- 
ten einer und derselben Ge- 
raden, der Perspektivaebse t". 

Will man nun den einem 
Punkt D der auf dem Trager t 
liegendenReibe entsprecbenden 
Punkt ID' des Tragers f kon- 
struieren, so bat man nur die 
Gerade JDA' (oder DB' oder 
D C") zu zieben und den Sebnitt- 
punkt dieser Geraden und der 
Perspektivaebse t" mit A (oder 
B oder G) zu verbinden. Diese 
Verbindungslinie sebneidet den 
Trager t' im gesuebten Punk- 
te D'. 

Je nacbdem der Sebnitt- 
punkt der beiden Trager t und 
t' als Punkt 0 der Eeibe t 
oder als Punkt F' der Eeibe t' 
angeseben wird, ist der ibm 
entsprecbende Punkt O' bez. F 
der anderen Eeibe der Sebnitt- 
punkt von t' mit t" bez. von 
t mit 
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Das Perspektivzentrnm T" Die Perspektivachse f' ist 
ist der Beruhrungspol von T die Beriihrungsseline von t 
nnd T\ d. h. der Pol des Schei- und t', d. h. die Polare des 
telstrahles TT\ Der Schnitt- Panktes tt\ Die Verbindungs- 
pnnkt dd! dnrclilauft einen gerade DD' nmbnllt einen 
Kegelscbnitt. Kegelschnitt. 

Diese projektiven Konstruktionen enthalten unmittelbar 
einfache Beweise des Pascalschen und des Briancbonschen 
Saizes. 

Sind seeks Sind a, c, d, e, f sects 

Punkte des Kegelschnittes und Tangenten des Kegelschnittes 
nehmen wir ^ und als Schei- und nebmen wir a und e als 
tel von Strablenbuscheln, so ist Trager von Punktreihen, so ist 
{E . GBFB) = {A . GBFB), {e . cdfh) - {a . edfb), also, 
also, wenn man die Reihen wenn man die Biiscbel der 
der Schnittpunkte der Strahlen Verbindungslinien der Punkte 
mit den Geraden BC, BC be- mit den Punkten he, dc be- 
trachtet, traebtet, 

(0-R10)-(CDifiS),(Nr.84). (crml) - (edns), (Nr. 84). 
Diese BUschel sind perspektiv, Diese Biiscbel sind perspektiv, 
weil ibr Sebnittpunkt sicb weil der gemeinsame Strabl 
selbst entspriebt; also geben sicb selbst entspriebt; also lie- 
die Geraden BRE, MN und gen die Punkte dre, mn und 



17. yig. 18. 

BSA durcb einen Punkt L oder hsa*) in einer Geraden I oder ? 
L liegt in MN (Fig. 17). g-eht dureb mn (Pig. 18). 

•) Hier bedeutet dre den gemeinsamen Sebnittpunkt der drei Ge- 
raden d, r, e, nnd entspreebendes gilt von hsa. 


Gattuug der projektiven Erzeugnisse. 
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B. Fiir zerfallende Kegelscbnitte besteken die Satze von Pascal 
nnd Briancbon getrennt fort, namlicb der erste fiir das Geraden- 
paar, der zweite far das Punktepaar. 

284. Gattnng des Erzengnisscs. Betrachten wir nur 
Buscbel mit reellen Scbeiteln, so sind die in den Asymp- 
totenricbtnngen gezogenen Strahlen zugleich mit diesen reel!. 
JDoJier ist das Erseugnis dne Syperbel^ Pardbel oder Ellipse^ 
je nacMem die projelctivm Biischel 0 tvei Paare, ein oder kdn 
Paar paralleler Jiomologer Strahlen enthalten. 

Um dies zu untersuchen, hat man nnr dnrch Parallel- 
verschiebung des einen Biischels bis zur konzentrischen Lage 
mit dem andem die Doppelstrahlen dieser vereinigten pro- 
jektiven Biischel zu ermitteln, also diejenigen beiden Strahlen, 
die mit den ihnen entsprechenden zusammenfallen. Da diese 
direkt die Asymptotenrichtungen haben, so ist der Kegel- 
schnitt eine gleichseitige Hyperbel, wenn die Doppelstrahlen 
reell und zueinander rechtwinklig sind, und ein Kreis, wenn 
diese die absolute Richtung haben. So7nit er^eugen kongruente 
Biischel eine gleichseitige JByperbel oder einen Kreis (vgl. Nr. 100), 
je nachdem sie ungleichen oder gleichen Brehungssinn haben, 

Zur analytischen Prufung hat man nur die zu den ge- 
gebenen parallelen Biischel am NuUpunkt der Koordinaten 
einzufuhren, d. h. in Sg, s^, s^ die konstanten Glieder gleich 
Null zu setzen. 

Um die Gattung des durch projektive Reihen in reellen 
Tragern erzeugten Kegelschnittes zu bestimmen, geht man 
von der Bemerkung aus, daB nur bei Mittelpunktskegel- 
schnitten umgeschriebene Parallelogramme moglich sind, und 
daB dann die Beriihrungspunkte ihrer Seiten auBerhalb oder 
innerhalb der Ecken liegen, je nachdem die Karve eine Hy- 
perbel oder eine Ellipse ist. Nun sind, zwei benachbarte 
Seiten als Trager gedacht, die Beriihrungspunkte die homo- 
logen Punkte des Schnittpunktes, die andem Ecken die homo- 
logen der Richtungen, d. h. die Gegenpunkte der Reihen 
(Nr. 93). Somit ist das Erjseugnis eine Hyperhel oder eine El- 
lipsCj je nachdem die Perspektivachse der Reihen leide Sirecken 
ran ihre>% Gegenpunkten bis zum Schnittpmld der Trager m^er- 
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Itch Oder innerlich teili. Fur parallele Trager reicht dies Kri- 
terium jedoch uiclit, weil in diesen die Gregenpuiikte selbst 
die Beruhrungspunkte sind. Man iibersielit leicbt, daB es in 
diesem Fall nur daranf ankommt; ob die projektiven Reihen 
von gleicbem oder entgegengesetztem Sinn sind. 

Eine Parabel entstebt, wenn eine Tangente unendlich 
fern liegt, wenn also die Richtungen irgend zweier Tangenten 
homolog sind in den projektiven Punktreihen auf ihnen. 
GemaB Nr. 93 sind diese dann ‘ahnlich, also ist das Ermignis 
cihnlicher FimTitreihen stets eine Fardbel. 

B. Wenn in den festen Geraden 1 v,^ zwei projektive 

Reihen gegeben sind, so bestimme man analytisch die Hiillkurve 
der Verbindungsgeraden %i j v ihrer homologen Punktepaare. 

Denken wir uns die Verbindungslinien eines Paares homologer 
Punkte mit dem Nullpunkt durch ~ y m^x ausgedrackt, 
so muB, weil das Strahlenbuschel tiber der Reihe in | zu dem 
Biischel tiber der Reihe in i projektiv ist, nach Nr. 93 eine 
Beziehuug von der Form aniy^m^ + hm^ + cm^ -(-£2 = 0 stattfinden, 
wo die Koeffizienten h, c, d etwa durch drei Paare homologer 
Punkte zu bestimmen sind. 

Wenn wir aus den fur den Punkt x j y der ersten oder zweiten 
Reihe gleichzeitig geltenden Gleichungen 

ux + 4;?/ + 1 = 0, n^x + ^ 12 / + 1 = 0, — 2 / = 9, 

bez. ux vy + 1 ^ 0, + v^y+1^0^ m^x — 2 / = 0 

die Koordinaten a;, y eliminieren, so erhalten wir Bestimmungs- 
gleichungen fui' wig, aus denen folgt: 

= (m — Ml) : — ®), = (m — Mg) : (Ug — v). 

Die Einsetzung dieserWerte in die Gleichung der Projektivitat gibt 
a {u — — -Mg) -j- — w) + c(w — ' ‘^) 

“f d(v^ — «^)(r 2 — = 0 Oder 

an^ + dv" — (ft + c)m 27 — • { — bt?2 — } u 

— {d{v^+V2} — hui—ctq}v-l-au^u^-''bu^V2—cu^v^ + dViV2==0. 
Die Hullkurve ist ein Kegelschnitt, der die festen Geraden beriihrt, 
weil M *= Wj, 2 ; = und u = Wg, =« ^2 der Gleichung gentigen; 
insbesondere ist sie eine Parabel, wenn man hat 

% (awg — bv2) = v^(cu2 — 

Mit a = d ^ 1 , b = — c geht unsere Gleichung tiber in 

+ Mg— b(Vs — mJ}m - {«! + ®g — - Mg)} M 

+ Mj, Mg + MjMg — 6 (MiC 2 — Mg Ml) = 0, 
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K\ so folgt aus der Voraussetzung die Beziekung (HG-'EF) 
~ {GH'EF). Wird diese nach Nr. 83 ausfahrlicli angesckriebeD^ 
so ergibt sich sofort {EGEF)^(Gr'E'EF) und hieraus {C.ABEF) 
= (D . ABEF). In derselben Art ergibt 
sich der Beweis fur die iibrigen funf Falle^ 
in denen beiden Gruppen zwei Punkte ge- 
meinsam angehoren. Fiir die acht Falie, in 
denen diese drei gemeinsame Punkte ent- 
halten, folgt aber der Satz hieraus ohne 
weiteren Beweis. 

2) Wenn von seeks Geraden irgend 
vier mit den beiden iibrigen Geraden Punkt- 
reihen mit gleichem Doppelverhaltnis be- 
stimmen, so tun es jede vier mit den iibri- 
gen zwei. 

Der Beweis entspricht dem Yorigen 
genau nach dem Prinzip der DualitSt. 

3) (A . ACBJD) = {B . AOBD). 

Da wir unter A Ay BB die Tangenten in A, ^ verstehen 
m^sen, so geben diese Doppelverhaltnisse, durch die Abschnitte 
der Geraden CD gemessen, \tCKD) *= (KCT'D). Ygl. Fig. 20. 
Wenn also cine Sehne CD zwei Tangenten in T, T und Hire Be- 
ruhmngssehne AB in K scJtneidety so ist immer 

ED ,TK, CT' =- CK, XT'. TD. 

Natiirlich ist bei Aufstellung der Doppelverhaltnisse sorgfaltig da- 
rauf zu achten, daB die entsprechenden Strahlen und die zugehSrigeih 
Punkte der Reihen in gleicher Ordnung folgen. 

4) Wenn T und T' zusammenfallen, so wird ED , CT=^ 
— CE . TDy d.h. jede durch den Schnittpunkt von zwei Tangenten. 
gehende Sehne wird von der Beriihrungssehne harmonisch geteilt 
(Nr. 135). 

5) Ist T' unendlich entfernt oder CD parallel BT\ so erhalt 
man 2^®— TO . TD. 

6) Ist einer von den vier Punkten des Kegelschnittes unend- 
lich entfernt, so ist (G . ABO oo) konstant, wenn 0 einen fiinftett 
Punkt des Kegelschnitts bezeiehnet. MiBt man dann dieses Doppel- 
verhaltnis auf der Geraden C oo, und schneiden OA, OB diese in 
A\ B\ so reduziert sich das Doppelverhaltnis auf A!C : B'C. Wenn 
also zwei feste Punkte A, B einer Hyperbel (Parabel) mit einem 
ver&nderlichen Punkt 0 derselben Kurve verbunden werden, und 
die Verbindungslinien eine feste, die Kurve in C schneidende Par- 
allele zu einer Asymptote (einem Durchmesser) in Punkten A', BT 
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schneiden, so ist das Yerhaltnis A'C : B'O der von diesen bis zur 
Kurve gemessenen Abscbnitte konstant. 

7) Wenn man dasselbe Doppelverbaltnis anf einer anderen 
Parallelen miBt, so erfabrt man, da6 die Verbindungsgeraden von 
drei festen Punkten einer Hyperbel oder Parabel mit einem ver- 
Underlichen Punkt derselben von einer festen Parallelen zu einer 
Asymptote oder einem Durcbmesser in Punkten A, j5, 0 so ge- 
schnitten werden, dafi AB i AC konstant ist. 

8) Setzen wir in 6) voraus, daB die Geraden, die A, -5 mit 
einem vierten Punkt O' der Kurve verbinden, den Strabl 0 oo in 
A", B" scbneiden, so ist A'B ' : A"B" = A'C : A"C‘^ lassen wir nun 
aucb nocb den Punkt C so in unendlicbe Entfemung riicken, daB 
die Gerade C oo eine Asymptote wird, so wird das Verb^tnis 
A'B ' : A"B" der Einbeit gleicb, und wir erbalten den Satz Nr. 174, 2. 

9) (A . A C oo) == (J? . A J5 0 oo) . 

Werden diese Doppelverbaltnisse auf der Geraden C oo gemessen, 
und scbneidet diese die Tangenten von A und B in a bez. b, die. 
Beriibrungssebne AB in A", so ist aO:KC=^KCihC. Ygl. Fig. 21. 
Wenn also eine JParallele m einer Asymj^iote mier Hyperhd oder mm 
JDurclimesser einer Barabel m'ei Tangenten und Hire BerUkrurigs- 
sehne sclmeidet, so ist der auf dieser Farollelen gemessene Ahschnitt 
ziciscJien Kurve und Beruhrungsselme das geomeirische Mittel zwi- 
schen den Alschnitten von der Kurve zu dm Tangenten. Oder um- 
gekebrt: Wenn eine Gerade ah von fester Riebtung die Seiten eines 
Dreiecks in Punkten ahK scbneidet, und ein Punkt C in ibr so 
bestimmt wird, daB CKf = Ca . Oh ist, so ist der Ort von G eine 
Parabel, wenn ah der Halbierungslinie der Dreiecksbasis AB par- 
allel ist (Nr. 204); sonst immer eine Hyperbel, deren eine Asym- 
ptote zu a6 parallel ist. 


oo 


Pig. 21 . Pig. 32 . 

10) Sind von den festen Punkten zwei unendlicb entfemt, so 
bat man z. B. (oo . AB oo oo') = (oo'. AB oo oo') und die Ge- 
raden oo oo , oo' oo' sind die beiden Asymptoten, oo oo' aber ist die 
unendlicb feme Gerade selbst. MiBt man diese Doppelverbaltnisse auf 
dem Durcbmesser OA (Fig. 22), und wird dieser von den Parallelen zu 
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den Asymptoten Boo, Boo' in a, a' geschnitten, so ist AOiaO 
^ a 0 i AO, d. h. Parallelen zii den Asymptoten, die durcJi einen 
beliebigen Ftmld B eintr Eyperbel gezogen werden, bestimmen in 
exnem Ealhmesser vom Mittelpimld mis geniessene AbscJinifte, die 
diesen seTbst zur mittleren geometrischen Proportionale liaben. 

Wenn dalier umgekehrt dnrcli einen festen Punkt 0 eine Ge- 
rade gezogen wird, die zwei festen vom Punkt B ausgehenden Straklen 
in den Punkten a, a begegnet, so ist der Ort eines Punktes A auf 
ibr, dessen Abstand von 0 das geometriscbe Mittel zwischen Oa,Oa 
ist, eine Hyperbel, die 0 zum Mittelpunkt bat; ibre Asymptoten 
sind den festen Strablen Ba, Ba parallel. 

11) (po . AB oo oo') = (oo'. AB oo oo'), 

Werden die Abschnitte in den Asymptoten gemessen, so er- 
biilt man ( 0 ist wieder der Mittelpunkt) a 0 : & 0 == h'O : aO, oder: 
das aus den Asymptotenparallelen eines Kurvenpnnktes gebildete 
Parallelogramm bat konstanten Inbalt (Nr. 164j. 

286. Zu den Beispielen der vorigen Nr,, die sicli auf das 
Doppelverbaltnis von vier Punkten beziehen, fiigen wir be- 
soadere FaUe des Satzes vom Doppelverbaltnis von vier Tan- 
genten. 

B. l) Im Pall der Parabel liegt eine der Tangenten in un- 
endlicber Entfernung: Brei feste Tangenten einer Parabel sclmeiden 
jede vierte Tangente derselben in PmJden A, B,0 so, dafi {AooBC) 
= AB : AG I'onstant ist (Nr. 285, 7). Fallt die veranderlicbe Tan- 
gente der Reibe nacb mit jeder der gegebenen Tangenten zusammen, 
so erbalten wir (vgl. Fig. 23) den Satz 

pQ : QR = BP : Pq = Qr : rP. 

2) KonstruMion des Kriimmimgsmiltelpimlies fur die Kegel- 
seJmitte. Scbneiden die in den Punkten P, P' eines Kegelscbnittes 
gezogenen Normalen desselben eine Achse in und die andere 
in xmd.N 2 , so findet nacb Nr. 177 die Beziebung statt PJSf^iPIT^ 
= P'JV'g'. Aus der vorigen Eigenscbaft der Parabel folgt 

daher; Zwei Normalen eines Kegelsclinittes , die die zugeliurigen 
Kurvenpunkte verbindende ScJine und die beiden Aclisen der Kurve 
sind funf Tangenten einer Parabel.""^ Baraus entspringen konstruk- 
tive LSsungen mancber Aufgaben. Ist der Kegelscbnitt insbesondere 
eine Parabel, so sind zwei Normalen, die Sebne ibrer FuBpunkte 
und die Acbse der Parabel Tangenten einer anderen Parabel, die 
die Acbse der ersten zur Scbeiteltangente bat. 

LaBt man dann die Punkte P, P' zusammenfallen, so bidden 
die Adhsen des Kegelschnittes, die Tangente und Normals in P Tan- 
genten derselben Parabel, und (Nr. 218) ihr Beruhrungspunht in 
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der Nor male ist der KrummnngsmittelpunJd fur den Punli P. Jede 
Art der Anordnung, in der man die Xormale als ein Paar Naelibar- 
seiten nnd die Achsen, die Tangente nnd die unendlich feme Ge- 
rade als die vier dbrigen Seiten eines Brianchonscbeii Secbsseits 
bezeichnen kann, fdhrt auf eine bequeme Konstruktion des Kriim- 
mungsmitielpunktes. 



Scbnittpunkte seiner Normale nnd Tangente mit ibrer Acbse er- 
geben sich folgende Konstruktionen des Kinmmimgsmittelpnnktes K: 
1) Man ziebe PO und NO bez. parallel zur Acbse und Tangente; 
OK normal zur Acbse. 2) Man ziebe PQ und TQ normal zur 
Acbse und zur Tangente, QK parallel zur Acbse. 3) Man ziebe 
TE und NB normal zur Tangente und zur Acbse, BK parallel 
zur Tangente. 

4) Wenn wir zwei von den vier festen Tangenten einer Ellipse 
Oder Hyperbel parallel annebmen (Fig. 24) und die veranderlicbe 
Tangente nacheinander mit beiden zusammenfallen lassen, so wird 
im ersten Fall das Doppelverhaltnis =AJ):Ac und im zweiten 
=* DciDh'-^ daber ist das Eecbteck Ah . Dh' konstant. 

Aus dem Gesetz vom Doppelverhaltnis von vier Punkten 
leitet man ab, daB die Geraden, die die Punkte A, D mit einem 
beliebigen Punkt 0 der Kurve verbinden, die parallelen Tangenten 
in Punkten h' scbneiden, fiir die das Rechteck Ah , I) h' gleicb- 
falls konstant ist. 

287. Wir geben ferner eine Reihe von Aufgaben, die 
mit Hilfe der Eigenschaffcen der projektiven Biischel und 
Reihen am Kegelschnitt gelost werden. 

B. 1) Beweis fiir Maclaurins Erzeugungsweise der Kegel- 
scbnitte: Ein Kegelschnitt wird als der Ort der freien Ecke V eines 
Dreiecks gef unden, dessen Seiten sich urn die festm Punkte A,JB,C 
drehen, ivdhrend zwei seiner Ecken sich in den festen Geradm Oa, 
Oh (Fig. 25) hewegen (vgl. Nr. 49, 2 ). 

Wenn vier solcbe Dreiecke ahT, ah'V\ a'V'V", d 
verzeichnet sind, so ergibt sich aus der Identitat der Biiscbel 
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(C . a a a 'a'') und (^C\hV h" h'") die Beziehung (a a a" a'") ==(&&' b" b"' 
daher auch 

(A.VY' 7" 7'") = (B . 7 7' 7" 7"') . 

Also liegen die Punkte A, B, 7, 7', 7", 7'" in demselben Kege 
schnitt, Oder der Ort von 7'" ist stets der durch die Punkte A, 1 
7, 7', 7" gebende Kegelschnitt. In Worten: Die Strahlenbiiscb 
aus A und B sind zueinander projektiv, weil sie beide zu de 
Strablenbiiscbel aus C perspektiv sind; daber ist der Ort der Scbnit 
punkte entsprecbender Strablen ein durcb A und B gebender Kege 
scbnitt. 

2) Der Maclaminscben Erzeugungsweise der Kegelscbnitte en 
spricbt dual die folgende: Bewegen sicb die Ecken eines verande 
licben Dreiseits auf drei festen Geraden, wSbrend sicb zwei sein< 
Seiten um feste Punkte dreben, so umbuUt die dritte Seite eine 
Kegelscbnitt. 

3) Chasles^^) bat darauf bingewiesen, daB der Beweis i 
1) noeb anwendbar ist, wenn die Seite ab, statt durcb einen feste 
Punkt C zu geben, einen Kegelscbnitt berdbrt, der die Geraden Oa, 0 
zu Tangenten bat, denn dann scbneiden irgend vier Lagen der Seii 
ab diese Tangenten Oa, Ob so, daB (aaa'd") =« (bb'b"b'") ii 
(Nr. 280), und die Fortsetzung des vorigen Beweises bleibt bestebe 

4) Heivtons Erzeugungsweise der Kegelschnitte: Zwei Wink' 
von konstanter Grofie dreben sicb um ibre festen Scbeitel P und ^ 
und der Scbnittpunkt des einen Paares ibrer Scbenkel durcblM,u 
eine Gerade A A'; dann ist der Ort des Scbnittpunktes 7 ibr< 
andem Scbenkel ein Kegelscbnitt, der durcb die beiden Punkte 
und Q bindurcbgebt (Fig. 26). 

Denn sind wieder vier Lagen der ersten Scbenkel der sic 
drebenden Winkel gegeben, so ist 



weil aber die Winkel in dem je vom ersten Scbenkel bescbriebenc 
Buscbel luit den entsprecbenden Winkeln des Biiscbels der zweitc 
Scbenkel nacb Gr6Be und Sinn ubereinstimmen, so ist (P . 7 7' 7" 7'^ 
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= (Q, VV'V"V'")j und der Ort von V'" ist wie vorher ein durcli 
Qi gehender Kegelschnitt. 

5) Ghasles hat auch diese Methods dadurch erweitert, dafi er 
•den Punkt A statt in einer Geraden in 
«inein durch die Punkte P und Q gehen- 
den Kegelschnitt bewegt denkt; denn 
jauch dann ist immer (F , AA'A"A'") 

^ (Q . AA'A"A'"), 

6) Der Beweis bleibt auch noch 
derselbe, wenn statt der Unverander- 
lichkeit der Winkel AFV, AQV fest- 
gesetzt ware, dafi diese in festen Geraden konstante Ahschnitte be- 
stimmen; denn auch dann gilt die Gleichheit der Doppelverhalt- 
nisse (F. A A' A" A'") = (Q . 77'7"7'")» weil beide Biischel in 
€iner festen Geraden Ahschnitte von derselben Lange bestimmen. 
Wenn also die Basis eines Dreiecks und der von den Seiten des- 
selben in irgend einer festen Geraden bestimmte Abschnitt gegeben 
sind, so ist der. Ort der Spitze ein Kegelschnitt. 

7) Fie Ecken von mei deniselben Kegelschnitt umgescliriebenen 
Freiecken AB C, FEF sind seeks FunUe eines Kegelsclmitte-s. (Vgl. 
Nr. 266 und Fig. 27.) 

Denn die Geraden A j5, A (7, FE, FF bestimmen nach Nr. 280 
in den beiden andem B 0 und EF Punktreihen von gleichem Doppel- 
verhaltnis 

(BCKL) = (GEEF); 

^Iso (D . B CEF) ^ {A, B OEF ) , 

•was den Satz beweist. 

Ebenso beweist man den Satz: Fie Seiten von sivel deniselhen 
Kegelschnitt elngeschriehenen Freiecken smd sechs Tangenten eines 
Kegelschnittes. 

Die Aufsuchung und den Beweis anderer den vorher entwickelten 
Eigenschaften dual entsprechender Satze iiberlassen wir dem Leser. 

8) Fas Foppelverhdltnis von vier Furchmessern eines Kegel- 
^chnittes ist dem der bcz. konjugierten Furchmesser gleich. 

Die konjugierten Durchmesser bilden nach ihrem vertauseb- 
baren Entsprechen zwei projektive Biischel in Involution aus dem 
Mittelpunkt, oder die Richtungen der Paare konjugierter Durch- 
Tnesser bestimmen in der unendlich femen Geraden zwei projektive 
■Reihen in Involution. Denn das Doppelverhaltnis von vier aus einem 
Punkt der Kurve gezogenen Sehnen ist dem Doppelverhaltnis ihrer 
^Supplementarsehnen gleich (Nr. 172). 

9) Mittelpunktsort der einem gegebenen Viereck umgeschrie- 
benen Kegelschnitte. (Vgl. Nr. 255, 1.) 




72 Projektive Eigenschaften der Kegelschnitte. 288. 


Benkt man Durchmesser eines dieser Kegelschnitte nach den 
Mittelpunkten der Seiten des Vierecks gezogen, so ist ihr Doppel- 
verhaltnis dem ihrer bez. konjugierten gleich nnd daher konstant^ 
well diese den zugehorigen Seiten des Yierecks parallel sind. Der 
fragliche Ort ist daher ein durch die Mittelpunkte der gegebenen 
Seiten gehender Kegelschniti Da aber das betrachtete System drei 
Kegelschnitte enthalt, die in Geradenpaare ausarten, n^mlich die 
Gegenseitenpaare nnd das Diagonalenpaar des Vierecks, so sind die 
Scbnittpunkte der Gegenseitenpaare nnd der Diagonalen gleichfalls 
Pnnkte des Ortes. 

288. Projektivitat nnd Involution auf dem Kegelschnitt, 
ilit der Erweiterung des Begriffes eines Doppelverhaltnisses 
von den Elemeiitargebilden auf Gebilde zweiten Grades ist 
auch eine analoge tjbertragung des Projektivitatsbegriffes ge- 
boten. Man bezeichnet mitunter den Kegelscbnitt als I^unTd- 
reiJie siveiier Ordnxmg oder als SbralilenMscliel meiter Klasse. 

3Ian nennt PunU- oder Tangentensysfeme desseTben Kegel- 
sclinittes projeMiv, ttmn lei eindeutiger Zuordnmig die homo- 
logen Doppelverhdltnisse von vier homologen Punlcte/^i oder Tan- 
gentm gleich sind. Dies f allt unter die Definition der allgemeinen 
Koliineation (Nr. 92), denn projektiv sind dann auch die er- 
zeugenden Strahlenbilsehel an Punkten des Kegelschnittes^ 
die zu jenen Punktsvstemen perspektiv sind, oder die er- 
zeugenden Punkti*eilien in Tangenten des Kegelschnittes, die 
zu jenen Tangentensystemen perspektiv sind. Diese Systeme 
an der Kurve haben wiederum zwei reelle, imaginare oder 
vereinte Doppelpunkte. 

Sind namKch A, B, C drei Punkte des einen und A\ 
B'j C" die entsprechenden Punkfee des anderen Systems — 
also sechs Punkte eines Kegelschnittes — so zeigt die Be- 
merkung, dafi fiir irgend ein neues Paar Z, X'{A, ABCX) =- 
{A.AB'G'X') sein muB und daB die Punkte J.'5, AB' und 
A Cy AC die Perspektivachse p dieser Biischel bestimmen,. 
sofort die Konstruktion von X' aus X oder umgekehrt, weil 
sich A Xj AX' auf derselben Geraden schneiden mussen. 
Weil die Gerade von A'B, AB' nach A'O, AC' die Pascal- 
sche Gerade des dem Kegelscbnitt eingeschriebenen Sechsecks- 
AB'CA'BC' ist, so enthalt sie auch den Pankt BC', B'G 
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(Genauigkeitsprobe). Zugleich sind die Schnittpunkte der Ge- 
raden ^ mit dem Kegelscbnitt die sich selbst entsprecbenden 
Oder Doppelpunkte der beiden projektiyen Eeiben auf ihm. 
Durch drei Paare entsprechender Punkte des Kegelscbnittes 
sind also diese projektiven Reiben bestimmt; sie sind es 
aber aucb durch den Kegelschnitt, der sie tragt, ihre Pascal- 
sche 6erade_p und ein Paav A, A\ Ist^ Tangente des Kegel- 
schnittes, so hat die durch A, A' auf ihm bestimmte Projek- 
tivitat vereinigte Doppelpunkte. 

Und dual; Sind a,l), c und a\ h\ d zwei Gruppen ent- 
sprechender Tangenten eines Kegelschnittes, so folgt aus 
{a . ahcx) = (a . ah'dx') 

das Perspektivzentrum P dieser Reihen in a und a als Schnitt 
der Geraden ah, ah' und a'c, ac'\ und weil ab'ca'bc ein dem 
Kegelschnitt umgeschriebenes Sechsseit ist, so geht auch die 
Gemde hCjh'c durch denselben Punkt. Zur Tangente erhalt 
man die entsprechende x durch die Reiiiorlviuig. daB a'x, ax' 
auf einerlei Strahl durch P liegen miissen. Drei Paare ent- 
sprechender Tangenten des Kegelscbnittes bestimmen also 
diese projektiven Tangentensjsteme; sie sind aber auch durch 
den Kegelschnitt, ein Paar von Tangenten desselben a, a' und 
den Brianchonpunkt P bestimmt. Gehen durch P an den 
Kegelschnitt zwei reelle Tangenten, so sind sie die Doppel- 
strahlen der Systeme; ftir P als Punkt der Kuive fallen sie 
in einen zusammen. 

Die projektiven Systeme bilden eine Pmikir oder Tan- 
genteninvoliition am Kegelschnitt, sobald sich zwei und damit 
alle homologen Elemente vertauschbar entsprechen (Nr. 94). 
Wenn sich das Paar A, A' vertauschbar entspricht, so haben 
wir filr die Projektivitat der drei Paare AA'*, BB'] GC' die 
Beziehungen 

(AA'B'G) - {A'ABG') = {AA'G'B)-, 
die Projektion der ersten Gruppe aus B und die der dritten 
aus G gibt perspektive Buschel mit A A' als Perspektivachse, 
auf der sich auch die Geraden BB' und CG' schneiden 
miissen. Die involutorischen Punktsysteme auf einem Kegel- 
schnitt liegen also perspektiv, die Verbindungsgeraden ihrer 
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Paare AJl^ BB\ CC' usw. gehen darcli einen Punkt P, den 
man den Pol der Involution nennen mag. Dieser Pol und 
der Kegelsclinitt bestimmen die Involution, ebenso wie zwei 
Paare ibrer Punkte A, A' und P, P' auf dem Kegelscbnitt; 
jede Gerade durcb den Pol, die den Kegelscbnitt scbneidet, 
liefert ein neues Paar; geben vom Pol zwei reelle Tangenten, 
so sind ibre Beriibrungspunkte mit dem Kegelscbnitt die 
Doppelpunkte der Involution. FaUt der Pol auf die Peripherie, 
so ist die Involution paraboliscb (Nr. 18). 

Und dual fiir die Involution von Tangenten von den 
Beziebungen (aa'Vc) = {aahc') = (aa'cV) aus. Die involu- 
toriscben Tangentensysteme an einem Kegelscbnitt begen per- 
spektiv, die Schnittpunkte ibrer Paare liegen in einer Ge- 
raden p, ibrer Polare. Eine solcbe Involution ist durcb zwei 
Tangentenpaare eines Kegelscbnittes oder durcb diesen und 
ibre Polare bestimmt. Die Tangenten in den Scbnittpunkten 
mit der Polare sind ibre Doppelstrahlen; wenn die Polare den 
Kegelscbnitt beriibrt, so ist die Involution paraboliscb. Ver- 
einigt man beide Piguren, bilden also die Tangenten a, a'; 6 , 6 
in den Punkten A, A'] B, B' einer Punktinvolution die Tan- 
genteninvolution, so sind P und p Pol und Polare in bezug 
auf den Kegelscbnitt. Es liegt P auf AA', BB' und ah, a'h 
sowie auf aV, o!h, und p entbalt aa', hV und AB, A'B' so- 
wie AB', A'B (Nr. 136). In Fig. 14, S. 43 ist fiir G bIs A 
und JD als P' der Punkt O der Pol und die Gerade g die 
Polare und sie enthiilt aUe diese Beziebungen 5 aber sie ent- 
balt sie aucb fur die Involutionen mit E, e resp. F, f ab 
Pol und Polare. Diese Bemerkungen liefern sebr praktiscb^ 
Konsti-uktionen der Involutionen iiberbaupt, indem man leicbi 
Involutionen an einem JSilfsJcreise einfiibrt, die zu den ge 
gebenen perspektiv sind. Die Benutzung des Hilfskreises gibi 
aucb den Konstruktionen mit imaginaren Elementen ibre prak- 
tiscbe Form. 

Andrerseits erkennt man, da/i der Kegelschnitt auf sicl 
selbst gentriscJi Jcollinear involutorisch hexogen ist, wenn maVi 
einen belid>igen Punlct als Pol wahlt und diesen als Zentrum 
seine Polare als Achse der Kollineation nimmt. 
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289. Bie Kegelschnitte eines Biischels sclineidm eine be- 
liebige Gerade in PmiJctepaaren einer Involiition.^^) 

Sind a, b, c, d die Grund- 
punkte des Biiscliels und A, A! 
die Schnittpunkte eines seiner 
Kegelschnitte mit der Geraden, 
so ist (Fig. 28) 

(6) (a . AdbAl) = {c . AdbAl), 
und, in der Transversale AA gemesseu, 

(7) {ACBA) = {AB^G'A) ^ {ACB'A). 

Die Punktepaare A^ A gehoren somit zu der Involution, die 
durch die Paare JB, JB'; C, C' bestimmt ist, in denen die 
Transversale zwei Gegenseitenpaare des durch die Grundpunkte 
bestimmten Vierecks schneidet. Bie BoppelpunMe der Involu- 
tion sind die BeriihrungspunMe der Geraden mit denjenigen 
0 wei Kurven des Biischels, die die Gerade zur Tangente haben, 
Zwei solche Kurven gibt es im Buschel, denn die zu f—Xg = 0 
gehorige Gleichung in Linienkoordinaten ist in X vom zweiten 
Grade (vgL Nr. 149 und 353). Denkt man das Buschel durch 
zwei Kegelschnitte f=0, g = 0 bestimmt, deren allgemeine 
Gleichungen wie in Nr. 249 geschrieben sein mogen und 
nimmt man die Achse der x als die schneidende Gerade, so 
daB die Substitution y = 0 die Paare der Schnittpunkte mit 
/*= 0 und g = 0 liefert: 

( 8 ) + 2a^^x + = 0 , + hz = 0 ; 

so ist das System der Schnittpunktpaare mit den Kegel- 
schnitten des Biischels f — Xg ^ 0 ausgedriickt durch 
- X\^)x^ + 2(^15 — Xb^^)x + as3 - ^l&ss == 0^ 
die Involution aus den zwei vorstehenden Paaren. (VgL Nr. 323 
und Nr. 331.) So schneiden auch Kreise eines Biischels jede 
Gerade in Punktepaaren einer Involution, die Potenzlinie be- 
stimmt den Mittelpunkt der Involution, die zwei K!reise des 
Systems, die die Gerade beruhren, geben die Doppelpunkte an. 

Nach dem Prinzip der Dualitat entspricht dem vorigen 
Hauptsatz der andere: Bie von einem beliebigen PunM P an 
die Kegelschnitte einer Schar gelegten Tangentenpaare bilden 
eine Involution, deren Boppelstrdhlen aus den in P gezogenen 
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Tangmten der mei durcli P geliendm Ktirven der Schar he- 
skJien. Die drei Punktepaare der Schar liefem die Konstruk- 
tion der Involution mit Hilfe des voUstandigen Vierseits. 
Diese Konstruktionen aus Viereck und Vierseit liefern zu 
einem durch fOnf Punkte bez. fiinf Tangenten bestimmten 
Kesfelschnitt neue Punkte auf den Strahlen durch einen der- 
selben bez. neue Tangenten aus den Pnnkten einer der ge- 
gebenen. 

B. 1 j Wenn ein Dreieck einem Kegelscbnitt eingeschrieben ist, 
so sckneidet eine Transversale diesen und zwei Seiten des Dreiecks, 
die dritte Seite und die Tangente des Kegelscbnittes in der gegen- 
nberliegenden Ecke in seeks Punkten einer Involution. 

Denn die Tangente bildet mit dem Dreieck ein eingesekriebenes 
Viereck. 

2 ) Jede Transversale sckneidet einen Kegelscbnitt und zwei 
feste Tangenten desselben in zwei Punktepaaren, die eine Involu- 
tion bestimmen; diese kat in der Berukrungssekne jener festen Tan- 
genten einen Doppelpunkt. 

Denn die Berukrungssekne bildet als ein Paar von Gegenseiten 
mit den Tangenten ein eingesekriebenes Viereck. 

Man* bildet leiekt die dual entsprechenden Satze. 

3) In jeder Transversale werden von einer Hjperbel und ikren 
Asymptoten Abseknitte bestimmt, die denselben Mittelpunkt haben. — 
Denn einer der Doppelpunkte ist unendlick fern. 

4) Wenn zwei Kegelscknitte demselben Viereck umgesekrieben 
sind, so sind die Berukrungspunkte einer gemeinsckaffclicken Tan- 
gente zu ikren Seknittpunkten mit den Gegenseitenpaaren des Vier- 
ecks karmonisck konjugiert. Denn sie sind die Doppelpunkte der 
Involution, die diese bestimmen. 

5 ) Wenn drei Kegelscknitte demselben Viereck umgesekrieben 
sind, so wii-d eine gemeinsckaftlicke Tangente von zweien unter 
iknen durch den dritten karmonisck geteilt. 

6) Wenn man durck den Seknittpunkt der Seknittseknen von 
zwei Kegelscknitten eine Tangente an den einen derselben legt, so 
wird diese durck den andem karmonisck geteilt. 

Denn jener Punkt ist ein Doppelpunkt, usw. Darum kalbiert 
der Berukrungspunkt einer zur Potenzlinie zweier Kreise parallelen 
Tangente die in ikr gelegene Sekne, und in alien Seknen des einen 
von zwei konzentriseken, aknlicken und aknliok gelegenen Kegel- 
scknitten, die Tangenten des andern sind, gibt der BeriSirungspunkt 
die Mitte an, (Nr. 226, 2.) 

7) Wenn zwei Kegelscknitte miteinander in doppelter Be- 
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ruhrung sind (oder wenn sie eine Beriihrung dritter Ordnung mit- 
einander haben), wird jede Tangente des einen in ihren Schnitt- 
punkten mit dem andern und in dem Scbnittpunkt mit der Beriib- 
ruhrungsselme beider Kegelschnitte harraoniscb geteilt. 

Denn die genieinscbaftlichen Sebnen fallen zusammen, nsw. 
Die Anwendung auf konzentriscbe Kreise, tiberbaupt auf abnUcbe 
konzentriscbe und abnlicb gelegene Kegelschnitte ist offenbar. 

8) Man soil einen Kegelscbnitt durcb vier Punkte A, C, D 
tonstruieren, der eine gegebene Gerade beriibrt. 

Der Beriibrungspunkt ist ein Doppelpunkt der Involution, die 
in der Geraden durcb die Scbnittpunkte mit den Gegenseitenpaaren 
des Yierecks ABCB bestimmt ist; die Aufgabe bat daber zwei 
Losungen. 

9) Wenn eine Parallele zu einer Asymptote einen Kegel- 
schnitt in C und die Seiten eines eingescbriebenen Yierecks in den 
Punkten a, 6, c, d scbneidet, so ist Ca . Cc = Ch . Cd\ denn C ist 
der Mittelpunkt des involutoriscben Systems. 

10) Man bebandle 3) u. f. von Nr. 285 als F^Ue der In- 
volution. 

In 3) ist K ein Doppelpunkt, in 4) ebenso T, in 5) ist T der 
Mittelpunkt, usw. 

11) Zu einem System von Kegelscbnitten durcb dieselben vier 
Punkte gibt es auf jeder beliebigen Geraden zwei reelle oder ima- 
ginare Punkte, die in bezug auf alle seine Kegelschnitte barmoniscbe 
Pole sind. 

Es sind die Doppelpunkte der durcb dieselben bestimmten In- 
volution. In Nr. 301, 1 werden sie durcb einen der Geraden ent- 
sprecbenden Kegelscbnitt bestimmt. 

Wenn ein System von Kegelscbnitten vier feste Geraden be- 
riibrt, so geben durcb jeden Punkt zwei reelle oder imaginare 
Strablen, die in bezug auf alle diese Kegelschnitte konjugierte oder 
barmoniscbe Polaren sind. 

12) Unter den Kegelscbnitten, die durcb vier feste Punkte 
geben, gibt es zwei (reelle oder imaginare), die die unendlicb feme 
Gerade berubren (Parabeln); jede Kurve des Btiscbels bat ein reelles 
oder imaginares Paar konjugierter Durcbmesser, das den Acbsen 
dieser Parabeln parallel ist. 

Man denke die Transversale des Satzes der vorigen Aufgabe 
unendlicb entfernt. 

13) Man bestimme unter den durcb vier feste Punkte geben- 
den Kegelscbnitten denjenigen, der eine gegebene Strecke JSF bar- 
moniscb teilt, insbesondere den von gegebenen Acbsenricbtungen. 

14) Der Ort des Pols einer Geraden in bezug auf die durcb 
vier Punkte gehenden Kegelschnitte ist ein Kegelscbnitt, der durcb 
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die Schnittpunkte der Diagonalen und der Gegenseitenpaare des 
Yierecks geht. (Nr. 255, 1.) 

Benn die in bezug auf die Kegelschnitte genommenen Polaren 
zweier Punkte P und Q bilden je ein Strahlenbtiscbel; die Strahlen 
dieser beiden Buschel entsprechen sich eindeutig, d. h. projektiv, 
der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen ist daher ein 
Kegelschnitt. Diese Schnittpunkte sind aber die Pole der Geraden 
PQ in bezug auf die Kegelschnitte des Systems oder die Scheitel 
der Polarenbtischel fur den in der Geraden PQ fortbewegten Pol. 

15) Das Buschel der Polaren des Punktes P in bezug auf vier 
demselben Viereck umgeschriebene Kegelschnitte hat ein von der 
Lage von P unabh^ngiges Doppelverhaltnis (Nr. 250). Die Reihen 
der Beriihrungspunkte, die in den gemeinsamen Tangenten von vier 
demselben Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitten durch diese ge- 
biidet werden, haben dasselbe Doppelverhaltnis. 

Man kann infolge dieser Eigenschaften von dem Dojppelver- 
hdltnis von vier Kegelschnitten eines Biischels oder einer Schar 
sprechen. 



Sechzehntes Kapitel. 

Besondere homogene Gleiclmiigsformeii 
zweitea Grades. 

290 . Sich. selbst duale Gleiclmngsformen. Die fiir die 
Theorie der Kegelsclmitte grundlegende Einfiilirung der pro- 
jektiven Biiscliel mid Reihen knupfte sick an die dnalen 
Gleiclmngsformen ^2^1 = 0 nnd 6^6.2 0 ? 

wickelte sich aber weiter durch die bloBe Anwendung des 
Begriffes des Doppelverhaltnisses. 

Die beste analytische Ansdrucksform wird erst erreicht, 
wenn man die linearen Funktionen selbst als trmetrische oder 
projeJctive Koordinaien (Dreieckskoordinaten) einfuhrt. Dies 
\Yeist auf solche Gleichungsformen hin^ die nur drei lineare 
Symbole enthalten. Die einfachsten sind 5^53 — 52^=0; bez. 
^1^3 0 , wo 5 ^ = 0 ; 53 == 0 zwei Tangenten xmd 53 = 0 

die Polare ihres SchnittpunkteS; bez. = 0 , (^3 = 0 zwei 
Punkte nnd ^2 == 0 den Pol ihrer Verbindungsgeraden (Nr. 270 ) 
darstellen. 

Als erzeugende projektiye Biischel bez. Reihen bieten 
sich unmittelbar kSj^ — 53 = 0, 53 — Jcs^ = 0 bez. <^3 = 0, 

<^3 — x^2 = 0 ; so daB als homologe Elemente erscheinen 51,53; 
53, 53 bez. wahrend 53 bez. o'g die gemeinsamen 

Elemente sind. 

Nehmen wir nun ^2=0 als den Pol von 53 =* 0 , so ist 
das Dreiseit 515353= 0 mit dem Dreieck ^i<3'2<?3= 0 identisch. 
Diese Gleichungen sind sich also selbst dual, gehoren daher in 
ganz derselben Weise der XJntersuchung der Kegelschnitte als 
Ordnungs- oder Klassenkurven an. 

Dieselbe Eigenschaft werden wir der Gleichungsform 
Zi5i^+ ^252^+ 7353^= 0 (Nr. 260 ) zuerkennen (Nr. 299 ). Die 



80 XYL Besoudere homogene Gleichungsformen zweiten Grades 


iibrigen symbolischen Gleicbungen entspreclien einander 2 
dual, aber sie sind nicht im vorhin erwahnten Siiiue se 
dual, deun das Viereck und das Yierseit in den zuerst 
wahnten Gleichungsformen konnen fiir denselben Kegelscb 
nicht identisch sein. 

Wir bedienen uns zu den weiteren Untersuchungen 
mogener Koordinaten. Zunachst nehmen wir fiir Punktkoo 

naten das Fundamentaldreieck 

Tangenten = 0 und ihrer Beriihrungssehne 

gebildete Dreieck, fiir Linienkoordinaten das Dreieck der bei 
Beruhrungspunkte = 0, = 0 der Kur^e und des Schi 

punktes = 0 ihrer Tangenten. Dann ist die Gleichiing e 
Kegelschnittes in projektiven Punkt- bez. Linienkoordini 

(1) = X^^y %Wg = 

falls der Punkt bez. die Gerade von den Koordinaten I 
demselben angehoren, oder falls eine Konstante im])lizite 
dacht wird. 

Ebenso ist die Gleichung eines Kegelschnittes, bezo 
auf ein Polardreieck als Fundamentaldreieck, in Punkt- 
Linienkoordinaten. 

( 2 ) ® 

Im allgemeinen beschranken wir uns auf die Behandlung 
Gleicbungen in Punktkoordinaten, da das Dualitatsprii 
die Wiederholung einer solchen in Linienkoordinaten ii, 
fliissig macht. 

291. Parameterdarstellung. Pur x^x^ = x.^^ als Gleich 
des Kegelschnittes folgt aus der Beziehung ux^ == dr 
Einsetzen in die Gleichung der Kuiwe gleichmaBig x^ = 
und Zg ~ • Also schneidet die vom Punkte Xt, - 

ausgehende Gerade jix^ == x^ den Kegelschnitt in einem zwe 
Punkte, dessen Yerbindungsgeraden mit den beiden and 
Fundamentalpunkten durch die Gleicbungen ^x^ = x^ ' 
= li^x^ dargestellt sind. Die JSloordinat&ii eines Kun 
punktes sind also Fotenzen eines Parameters proportional^ 
(5) x^:x^:x^=l: fi: 

*) Durch die Einsetzung der Potenzen in wird 

Gleichung identisch erfuUt. 
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Wir konnen daher den Kurvenpunkt als den Piinkt ^ be- 
aieichnen, und die Anwenduiig unseres Koordinatensystems 
bietet alle Vorteile der Rechnung mit einer ein^igen Yefinder- 
licben dai% 

Die Verbindungslinie von zwei Punlien fi, g! der Kurve 
ist durch ggx^ — {jg + = 0 dargestellfc, da sie durch 

jede der Voraussetzungen gx^^x^, gx^^x^^ gx^^x^y gx^ = % 
•erfdllt wird. Dem Zusammenfallen der Punkte g und g' ent- 
«pricht die GleicJmng der Tangents im PtmJde g, namlich 
<4) g^x^— 2gx^+ x^^^ 0. 

Also sind die Koordinaten der Tangente durch den- 
'selben Parameter ahnlich ausgedriickt wie die namlich 
{5) iij^: U 2 : = g^i — 2g :1. 

Hieraus erkennt man, da6 die Tangenten durch die Beziehung 
0 verbunden sind, d. h. dies ist die Tangential- 
gleichung des Kegelschnittes x^x^ = x^. In der Tat ist sie 
:also von derselben Form, aber nicht etwa selbst. 

B. 1 ) Die Gerade gg' trifft in dem durch gg'x^-^ X^^^O 
«iUSgedruckten Punkte; nach ihm gehen auch die Geraden, die die 
Schnittpunkte Aj^g, AgAg; Aj^g\ AgAg mit den Schnittpunkten 
Agft', AjAg; Agft, AjAg bez. verbinden (Fig. 29). So auch fur zu- 
sammenfallende g, g\ 

2) Die Gleichung der Parabel, die die Seiten A^^g, AgAg in 

den Punkten A^ , Ag bez. beriihrt, wird in Dreieckskoordinaten aus 
2x^x^^ x^ durch die Bedingung der Beriihrung mit der unendlich 
fernen Geraden bestimmt, also durch die 

Gleichung ist Zg^jg^ = 4Zj^Zga?i%. Hier sind Zg, Zg den Langen 
der Seiten des Koordinatendreiecks oder den Sinus der gegeniiber- 
liegenden Winkel proportional (Nr.? 5) . 

3) Wenn die Tangente g den 
Kegelschnitt umhullt, so wird ein den- 
-selben in Aj^ , Ag doppelt beriihrender 
Kegelschnitt durch den Punkt Q er- 
2 eugt, in dem sich nach S. 43 die 
Verbindungslinien der Ecken des um- 
geschriebenen Dreieeks mit den Beriih- 
rungspunkten der Gegenseiten schnei- 
den. Die Harmonikale von Q in bezug auf das Dreieek (Nr. 67, l) 
umhilllt ebenfalls einen Kegelschnitt, der den gegebenen in A^ und 
Ag doppelt beriihrt. 

S almo n -Fie die r; anal. Geom. d.Kegelac3ia. 11. 7. Aufl. G 
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4) Man bestimme den Pol der Yerbindungslinie der Punkte 

der Kurve. 

Seine Koordinaten ii?/, a-/, geniigen den beiden Gleicbungen 
— 2fiX2 3:3 = 0, (I — 2(x + ^3 ~ 

aus ihnen folgt 

^ _?2l . 5 s-' Oder ^ ' 

2(ft — ft') — 2 ft ft' (ft — ft') 2 ft + ft 2ftft 

292. Hiillkxirven. TJmgekehi beriihrt etne Gemde, deren 
Gleiclmng einen Parameter (i im sweiten Grade entlidlt^ einen 
KegelscJinitt, In der Tat kann man die in x^, x^ lineare 
Gleiehung nach fi ordnen imd die Koeffizienten so bezeichnen^ 
daB die Form entstebt u^x/— 2 ^ 1 X 2 ' -h ^ Diese stellt 
aber nacb dem Vorigen stets eine Tangente des Kegelschnittes 
x/x/^ X 2 ^ dar. 

AUgemein steUt die Gleiebnng einer Geraden, faUs sie 
einen Parameter algebraiscb entbalt nnd man dieser nnbe- 
stimmten GroBe alle moglicben Werte gibt, eine einfach nn- 
endlicbe Reibe von verscbiedenen Geraden dar, die aUe eine 
gewisse algebraiscbe Knrve beriibren. Man nennt diese die 
Hiilikurve des Geradensystetns, Ibre Gleiebnng ist bereits fur 
einzelne einfacbe Falle ermittelt worden. Die nabere TJnter- 


suebung des Problems ist aber von Wichtigkeit, weil sie das 
3IiUel mm ITbergang von der Darstellung einer Knrve in 
TmiMliOordmaten zur Darstellung derselben Kurve in Linien- 
koordinaten liefert. 

Wir erlautem die allgemeine Methode zur Bestimmung 
der Gleicbung einer solcben HiiJlkurve dadurcb, daB wir den 
Satz dieses Paragrapben unabbangig von Ifr. 291 beweisen. 
Der Sebnittpunkt der den Werten ft und ft + ^' entspreeben- 
den Geraden ist durcb die Gleicbungen bestimmt 


— 2fir2 + iTg = 0, 2(ftri — ^ 2 ) + == 0- 

Von diesen gebt die zweite aus der ersten bervor, indem 
man ft + Ic fiir ft setzt, dann die infolge der ersten ver- 
sebwindenden Glieder beseitigt und den Rest durcb Jc divi- 
diert. Je kleiner Jc ist, desto mebr nabert sicb die zweite 
Gerade dem Zusammenfallen mit der ersten, und fdr den 
Grenzubergang = 0 finden wir, daB der Sebnittpunkt der 
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ersten Geraden mit einer unendlicli nahe benachbarten, d. h. 
mit der nacbstfolgenden Geraden des Systems durcb die 
Gleiclinngen bestimmt ist 

2 ^ CC^ “b ^3 ^2 ^ y 

Oder, was dasselbe ist, durch die Gleicbungen 

ILX ^ — === 0, — 3:3 = 0. 

Da nun jeder Punkt der Kurye als der Scbnittpunkt von 
zwei aufeinander folgenden Tangenten derselben augesehen 
werden darF (Nr. 79), so ist der Punkt, den eine Kurve des 
Systems mit der Hullkurve gemein hat, eben der, in dem sie 
anch die naclistfolgende Tangente der Hullkurve schneidet. 
Die beiden letzten Gleicbungen bestimmen also den Punkt 
dieser Kurve, der die Gerade — 0 zur Tan- 
gente hat; die Elimination von yu zwischen diesen Gleicbungen 
gibt die Gleichung des Ortes aUer Punkte der Hullkurve in 
der Form x-^x^ = x^^, 

Analoge Griinde beweisen, daB fiir Xg^O, Xg—O 

als Gleicbungen von Kurven, die durch 
(6) = 0 
dargestellte Kuiwe stets die Kurve XiX 3 =X 2 ^ beruhrt. 

Zu denselben Ergebnissen fiibrt auch folgendes Ver- 
fabren; Die Gerade yb^Xi — 2fiX2 + x^ = 0 ist Tangente einer 
Kurve meiter Klasse (Nr. 105 und 147), da durch jeden 
Punkt x! nur zwei Geraden des Systetns hmdurcligehen, namlicb 
diejenigen, die den aus yu^x^ — 2g.x^ + x^ 0 bestimmten 
Werten von /it entsprecben. Diese beiden Werte von yu fallen 
aber zusammen, oder der betracbtete Punkt ist der Scbnitt- 
punkt von zwei aufeinander folgenden Tangenten, wenn seine 
Koordinaten der Gleichung x^x^=^ x^^ geniigen. 

Und allgemein wird die Gleichung einer Kurve n^^^ Klasse 
gefunden, indem man die Bedingung ausdruekt, unter der die 
Parametergleichung der Tangente, die in ^ vom n^^ Grade 
ist, ein Paar gleiche Wurzeln hat. 

B. 1 ) Die Eekpunkte eines Dreiecks ABC bewegen sich in 
drei festen Geraden x^^ 0, 0*2 = 0, 0, wShrend seine Seiten 

(7X, CB durch die beiden festen Punkte rr/ bez. x^' gehen; man 
soli die Hullkurve der dritten Seite bestimmen. 


6 
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Wenn x^+ ( 1 X 2=0 die Gerade ist, die den Pankt = 
mit dem langs der Geraden x^^ 0 sick bewegenden Eckpunkt 0 
des Breiecks verbindet, so sind die Gleicbuagen der durob die festen 
Punkte A bez. JB gebenden Seiten: 

^3 (^1 ^ (^1 )^3? ^3 (^1 (^^2) ~ (^1 “t" )^8* 

Die Gleicbung der Basis ist 

dean die dieser Gleicbung entsprecbende Gerade gebt sowobl durcb 
den Scbnittpunkt der ersten Geraden mit 0 , als aucb durcb 

den der zweiten mit Indem man nacb Potenzen von (i 

ordnet, findet man die Gleicbung der Hullkurve 

/ / // , t fr f ft " 2 

{X^X2 X^ + X2X2 X^ — X^X^ X2 — XgX^ X2 ) 

= ix^x^"(x^Xs"— x"xs){x^x^' — x^'x^). 

Man kann dieselbe Aufgabe aucb auf Grand der nacb Potenzen 
von a geordneten Gleicbung von Nr. 52, 3 I6sen. 

2) Der Form der Kegelscbnittsgleicbung 'h^U 2 ^ ent- 

spricbt 2(110^12+ U 2 = 0 als Gleicbung des Berubrungs- 

punktes der Tangente ft, die die Koordinaten bat u^i U 2 : 
]c:{- (i): (i^Jc. 

3) Wenn in irgeiid einem Koordinatensystem a?/, a;/' die Ko- 
ordinaten von zwei Punkten P" eines Kegelscbnittes and a;/" 
die Koordinaten des Pols ibrer Sebne sind, so kSnnen die Koordi- 
naten eines beliebigen Punktes der Kurve in der Form 

fi^a;/-f- 2 (ikx^'"’^ x^\ ^ 2 ft ^aig^'-f- x^'^ 

gescbrieben werden; seine Tangente teilt die Tangenten von P' und 
P" nacb den Verb'altnissen ft : ftfc : 1. Fur fc — 1 ist die Kurve 
nacb Nr. 284 eine Parabel. 

4) Man soli den Ort eines Ponktes (die Hullkurve einer Ge- 
raden) bestimmen, der (die) den zwiscben zwei festen Tangenten 
eines Kegelscbnittes gelegenen Abscbnitt einer veranderlichen Tan- 
gente desselben (den von zwei festen Punkten eines Kegelscbnittes 
an einem veranderlichen Punkte desselben bestimmten Winkel) nacb 
gegebenem Verbaltnis (Sinus verb altnis) m : n teilt. 

Fur WjWg — Gleicbung des gegebenen Kegelscbnittes 

ist die Gleicbung des Teilpunktes 

sein Ort ist also dargestellt durcb 
4:ih^(nu^ -f mu2){nu2 + mu^) = + ‘^nu^ + (w -|- n)'k^U2 } 
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5) Man soli die Hiillkurve der Geraden h — = 1 dar- 

stellen, wenn die unbestiminten Grofien ft, in der Gleiclinng der- 
selben durcb die Beziehung ft + (7 verbunden sind; A, B und 

C sind lineare Funktionen von x und y. 

Indem man fur ft' den Wert C — ft einsetzt und die Brucbe 
beseitigtj findet man als Gleicbung der Hiillkurve 

Oder ±yA ±^3 ±yc = 0. 

Wenn z. B. der Winkel an der Spitze und die Summe der 
ihn einschlieBenden Seiten eines Dreiecks gegeben sind, so ist die 
Gleicbung der Basis 

^ ^ = 1 fur fl H- Z) = c; 

die Hiillkurve ist also 

— 2xy — 2cx — 2 c 2 / + c® = 0, 

d. b. eine die Seiten a; == 0, ^ = 0 beriibrende Parabel. 

Oder wenn von einer Ellipse die Lage zweier konjugierter 
Durcbmesser und die Summe ibrer Quadrate gegeben sind, wenn 

also ^ + ^2=1 ^^d sind, so ist die Hiillkurve 

dieser Ellipse durcb a? ^4: 2/ ± ^ ^ dargestellt, und die Ellipse be- 

rubrt daber stets vier feste Geraden. 

293. TJm die GUichung der Polare eines PunTttes be- 
ziiglicb der Kurve (1) zu bestirameU; denken wir die Koordi- 
iiaten des Punktes als der Gleicbung der durcb ibn gebenden 
Tangente genugend; nebmen also an 

2gx(-\- x^= 0 . 

Nun ist nacb (3) im Beriibrungspunkte ii^x^ix^, 

daber befriedigen die Koordinaten des Beriibrungspunktes die 
Beziebung 

(7) x^'x^ — 2 x^'x.2 + X'^8 == 0 . 

Dies ist die Gleicbung der Polare. Ware der Punkt als 
Scbnittpunkt der Geraden ax^ =« x^, bx^ = x^ gegeben, so ware 
die Gleicbung seiner Polare abx^ — 2ax2+ x^^ 0, 

Liegt der Pol in der Polare, so genugen die x^' der 
Gleicbung derselben, und man erbalt als Bedingung der Lage 
auf der Kurve die Gleicbung Xj^x^'^x^'^ wieder. 
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B. l) Wenn man den vorher implizite gedachfcen Koeffizienten 
in die betrachtete Kegelschnittsgleichung explizite einfiilirt, so ist 
sie Die Schnittpnnkte der Geraden x^^l^x^ mit 

dem Kegelschnitt sind l^x^^ oder "kx^^ ± 

kennt darin die harmonische Teilung der durch den Pol gehenden 
Sehne in der Polare wieder. Dem Punkte + I entspricht jetzt die 
Gruppe von Formeln 

Xx^ = kx^^ x^ = Xkx^^ oder x^: x^: x^^ k : I : X^k, 

Die Gleichung der Sehne zwischen den Punkten 1, X' wird 
XX' x^ — (A + X')kx2 + = 0, 

daher die der Tangente in X ebenso X^x-^ — 2Xkx^ + ^^3 == 0. Die 
Koordinaten des Pols der Sehne A, X' sind bestimmt durch 

X-^ k X^ Xq 

~Y ^ X + X' ^ Ju/ ‘ 

LaBt man jene Sehne mit der unendlich fernen Geraden zu- 
sammenfallen, so erhalt man fur die trimetrisohen Normalkoordi- 
naten des Mittelpunktes x^': x^':x^' ^ 2k^l^: — : 2k'^\j wo 

Z 2 , Zj die Langen der Seiten des Koordinatendreieeks bedeuten. 

2) Wenn drei Kegelschnitte von den bez. Seitenpaaren eines 
Dreiecks in den Endpunkten der jedesmaligen dritten Seite beruhrt 
werden und durch einen Punkt gehen, so schneiden die Tangenten 
derselben in diesem Punkte die Dreiecksseiten, die ihnen bez. als Be- 
ruhrungssehnen entsprechen, in drei Punkten einer Geraden. 

294. Die Sehne, die zwei Punkte ^ tg g? und ft ; tg g? 
verbindet; wo g? einen beliebigen konstanten Winkel bezeich- 
net, beruhrt stets einen Kegelschnitt, der mit dem Kegel- 
schnitt x^x^^ x^ eine doppelte Beruhmng hat. 

Denn die Gleichung der Sehne ist (Nr. 293) 

(8) ^^X^ — llX^ (tg Cp + cot g?) + iTg = 0, 

und diese ist wegen tgg? + cotg? = 2 : sin2g? die Gleichung 
einer Tangente des Kegelschnittes x^x^ sin^2g? = x^^ im Punkte 
ft desselben. 

Man erkennt ebenso, da6 der Ort des Schnittpunktes der 
Tangenten in den Punkten f^tggj, ft-itgg? der Kegelschnitt 
a ?5 = x^^ sin® 2 g? ist. 

B. 1 ) Die Basis eines Dreiecks beruhrt einen gegebenen Kegel- 
schnitt, wahrend sich ihre Endpunkte in zwei festen Tangenten des- 
selben bewegen und die beiden anderen Seiten durch feste Punkte 
gehen: der Ort der Spitze ist ein Kegelschnitt durch P', P" 
(Nr. 287, 3 ). 
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Siad rCj *= 0, iCg = 0 die fasten Tangenten und ist 
der Kegelschnitt, so sind 0 | 1 | 2ft die Koordinaten des Schnitt- 
punktes von 0 mit der Tangente fi^x^ — 2 ^ 1 X 2 + 0, nnd 

die Gleichung der Verbindnngslinie dieses Punktes mit dem festen 
Punkte xf ist x^'x^ — Xj' x^ ^ 2 ^(x/ x^ — Ebenso ist die 

Gleichung der Verbindungslinie des festen Pimktes x!' mit dem 
Punkte 2 I ft I 0, in dem x^^O die Tangente in ft schneidet, 
^{x^'x^ — x^'x^ — — x^'x^. Die Elimination von ft zwi- 

schen beiden Gleichungen gibt als den Ausdruck far den Ort des 
Scheitels 

(»s'*i — — ^"^s) = 4(a!g'a;i — — x^'x^. 

2 ) Wenn in 1 ) die Basisecken in irgend einem Kegelschnitt 
liegen, der mit dem gegebenen eine doppelte Beruhrung hat und 
die gegebenen festen Punkte enthSlt, so ist immer noch der Ort der 
-Spitze ein Kegelschnitt. 

Sind x^x^-- 0, sin^ 2 g? — (t/ — 0 die Gleichungen 

der Kegelschnitte, so schneidet eine Tangente in ft des zweiten den 
^rsten in Punkten fttgqo und ft cot 9 ; wenn die auf dem ersten 
Kegelschnitt liegenden festen Punkte ft', ft" sind, so sind die Glei- 
< 5 hungen der Seiten des Dreiecks 

fijx'ajj tgqo — (fi' 4- iitg(p)x^ 4- ajg = 0, 

li(l"Xi cotig) — ft OOt<p)x 2 -j- X 2 = 0 

und die Elimination von ft liefert die Gleichung des Oites 

(Xg— (x'a:j)(fi"aii — a:g) = tg»g)(a;8 — (i"xs)(fi'xi — a;j). 

295. Fiir die Anwendungen ist es nutzKch, zu bemerken^ 
daB die Elimination von X 2 zwischen den Gleichungen der 
Tangenten in den Punkten ft, ft' fiir die Verbindungslinie des 
Schnittpunktes dieser Tangenten mit dem Eckpunkt des 
Fundamentaldreiecks die Gleichung ftft'^r^ — iTg = 0 liefert. 
Wenn also das Produkt a zweier Werte von ft gegeben ist, 
so liegt der Schnittpunkt der zugehorigen* Tangenten in der 
festen Geraden Xg. Substituiert man in demselben Falle 

-a fiir ft ft' in die Gleichung der Sehne zwischen zwei Punkten, 
so erkennt man, daB diese Sehne durch den Schnittpunkt der 
Seite des Fundamentaldreiecks mit der Geraden aXj^+x^==0 
hindurchgeht. Ferner liegen die FmJcte + ft und — ft in einer 
durch Aj gehenden Geraden, denn die Verbindungslinie von 
AI 3 mit ft hat die Gleichung ft^a?i = a? 3 . 

B. 1 ) Ein Dreieck AJ5(7 bleibt eiuem festen Kegelschnitt um- 
geschrieben, wahrend sich zwei seiner Ecken, A und J5, in festen 
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Geraden bewegen; der Ort der dritten Ecke C ist ein Kegelscbnitt^ 
der jenen in der Polare des Scimittpunktes der festen Geraden 
doppelt beriilirt. 

Wir wahlen die beiden Tangenten des Kegelscbnittes aus dem 
Scbnittpiinkt der festen Geraden und ibre Bertoungssebne als- 
Fundamentallinien nnd setzen die Gleicbungen der festen Ge- 
raden in der Foi-m ax^ — a-g = 0, — % = 0 voraus, die Glei- 

cbung des Kegelscbnittes aber als X 2 ^- Fur zwei sicb in 

axi — ^3 — 0 scbneidende Tangenten dieser Kurve ist das Produkt 
der ft gleicb a; wenn also die Dreiecksseite A JB im Punkte ft be- 
riibrt, so beriibren die beiden anderen A C und JB C in den Punldien 
a : ft bez. b : ft, und es sind a^x^ — 2 afta ;2 + ft^iTg = 0, h^x^ — 
22)fta?2+ ft^iCs— 0 ibre Gleicbungen. Die Elimination yon ft zwi- 
scben diesen Gleicbungen ergibt for den Ort des Scbeitels: 

{a + 

2) Die Hullknrve der Grundlinie AJB eines Dreiecks ABC^ 
das einem festen Kegelscbnitt eingescbrieben ist, und dessen beide^ 
Scbeitelseiten durcb zwei feste Punkte geben, ist ein Kegelscbnitt, 
der jenen in der Yerbindungslinie der festen Punkte doppelt beriibrt^ 

Wir wablen die Yerbindungslinie der festen Punkte als SeitO' 
jTg = 0 des Koordinatendreiecks, die Gleicbung des festen Kegel- 
scbnittes sei x^x^^xy^ die Gleicbungen der Geraden, die die festen 
Punkte mit dem Punkt Xg^ 0 verbinden, seien ax^“{-x^=^Oy 
ba?! + iTg = 0. Nun entsprecben den Endpunkten A^ C einer durcb 
+ — x^^O gebenden Sebne AO Werte von ft, deren Pro- 

duct gleicb a ist; wenn also der Parameter ft dem Scbeitel G ent- 
spricbt, so geboren zu den Enden A und B der Basis die Para- 
meter a : ft und b : ft, und die Gleicbung der Basis ist al)x^ — 
(a + b)ft£i72 -f 0. Diese beriibrt daber (Nr. 292) stets den 

Kegelscbnitt 4flba;^a:s = (a + Vfx^^. 

296. Das Doppelverhaltnis von vier Tangenten eines Kegel- 
schnUtes ist dem DoppelverMltnis Hirer BeriihrungspunMe gleic\ 
namlicb 

(9) (/I • • 

Zunaclist ist dies der Ausdmck des Doppelverhaltnisse^ 
der vier StraUen, die die gegetenen Punkte (ifs, (ig, 
mit einem beliebigen funften (i verbinden. Denn nach Nr. 291 
sind + (xs — [ix^) = 0, (i = 1, 2, 3, 4), die Glei- 

chungen dieser Strablen, wo die fif den Teilverhaltnissen pro- 
portional sind (Nr. 85). 
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Ferner stimmt das Doppelverlialtnis der Punttreihe, die 
in der Tangente ^ von den Tangenten ^ 2 , fXg, ansge- 
schnitten wird, iiberein mit dem DoppelverMltnis des zu ihr 
perspektiven StraUenbiiscliels ans Die Gleichungen dieser 
Strablen sind aber (Nr. 295) 

also ist das Buscbel zu dem uber den Beriilirungspunkten 
aus dem Punkte ft bescbriebenen Biisebel projektiv oder 
doppelverbaltnisgleicb (Nr. 86). 

Der Parameterausdruck (9) des Doppelverbaltnisses hat 
nun nach Nr. 93 die Eigenschaft, dann und nur dann un- 
veranderten Wert zu behalten, wenn man jeden Parameter ft 
durch eine lineare gebrochene Funktion je eines neuen Para- 
meters ft' ersetzt. Demnach gehoren die Parameterwerte 

(i' und [I (ft' 0O---. + C3O) 

ZU homologen Elementen in projektiven Punkt- oder Tan- 
gentensystemeu an dem gegebenen Kegelschnitt (Nr. 288). In 
dieser JParameterdarstellung definiert also die allgemeine bilmeare 
Qleichung aft ft' + 6ft + 0(1 + d 0 die ProjeUivitdt, die sym- 
metrische Qleichung aftft'+ 6(ft -h ft') -f cZ =« 0 die Involution 
auch in JPunhireihen zweiter Ordnung und Strahlenbuschdn 
Mveiter Klasse, Offenbar gilt das erste selbst dann, wenn die 
homologen Parameter in verschiedenen Kegelschnitten ge- 
deutet werden. 

B. 1) Wenn vier Strahlen durch einen Punkt gezogen 
werden, so ist das Doppelverhaltnis von vieren ihrer Schnittpunkte 
fti, fio, ftg, mit dem Kegelschnitt dem Doppelverhaltnis der 
iibrigen gleich. 

Denn deren Parameter sind dann — ft^, — ftg, —ftg, — fi4. 

2) Die Seiten eines Dreiecks drehen sich um feste Punkte A , 
0, wShrend die Endpunkte a, 6 der um C sich drehenden Seite 
auf einem die Punkte A und JB enthaltenden Kegelschnitt fort- 
riicken; der Ort der freien Ecke Y ist ein Kegelschnitt durch A 
und B, 

Denn fur vier Lagen des beweglichen Dreiecks ist nach 1) 
(aa'a"a'") - (66'6"6'"), oder {A • aa'a"a'") - (B • 66'5"6'"), 
daher auch 

{A • 7F' 7" 7'") - {B ' 77' 7" 7'"). 
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3 ) Hdben zioei Kegelschnitte eine dojppelte Beriilimng mitein- 
ander, so ist das Doppelverhdltnis von vier Fanhtenf in denen vier 
Tangenien des mien den andern schneiden, dem Boppelverhdltnis 
ihrer vier andern ScJmitfpunkte und dem der vier Berdhrungspunkte 
glekli^^) 

Dean der Ausdruck ftir das Doppelverhaltais bleibt ungeandert, 
wenn man jedes p entweder mit tg cp oder mit cot cp multipliziert 
(Nr. 294). 

297. Das Er^eugnis projeldiver Funkt- oder Tangenien- 
systeme eines Kegelschnittes ist ein doppelt beruhrender Kegel- 
scknitt. Man kann den Satz ancb. so ausspreclien: Sind drei 
Punktepaare (Tangentenpaare) A, A'; B'; (7, G' eines Kegel- 

scbnifctes gegeken, so umhiillt die Verbindungsgerade (durch- 
lauft der Scbnittpunkt) DD' einen Kegelschnitt, der den ge- 
gebenen in den Doppelelementen beriibrt, falls [ABGD] =» 
[A B' C D'] gemacbt wird.***) 

Aus der bilinearen Beziebung 

(10) apLp bp ~ 0, 

deren Koeffizienten ■von den Parametern der gegebenen Ele- 
mente abbangen, und der Gleicbung (p + p')so^ + % =* 0 

der Sebne (Nr. 291), eliminiert man p' und erbalt 
p^(bXj^ + axs) + p { dx^ + (c — b)x2 ~ ax ^ } ~ {dx2 + cx^) = 0. 
Diese Gerade berubrt aber (Nr. 292) immer den Kegelscbnitt 
4 ( 6^1 + ax2){dx2 + cx^) + { dx^ + (c — b)x2 — ax ^ } ® = 0 
oder in leichter Umformung 

Mbe — ad){x^x^ — x^) + {dx^ + (& + c)x2 + ax^ j 0 . 

Derselbe bat, wie seine Gleicbung zeigt (Nr, 258), mit 
^ 1^3 — eine doppelte Beriibrung in der Sebne dx^-^ 
(b + c)x.2 + ax^ == 0, die in der Tat die durcb ap^+Q) + c)p + 
d =^0 definierten Doppelpunkte der projektiven Reihen aus- 
scbneidet. 

Diese Gerade liefert aber auch das Mittel zur Konstruk- 
tion homologer Punkte der projektiven Reiben, nacb dem 

Umgekehrt bilden die beiden Tangenten, die von Punkten eines 
ersten Kegelschnittes an einen zweiten gelegt werden, an diesem nnr 
dann piojektive Bnschel zweiter Ordnnng, wenn sich die Kegelschnitte 
doppelt berdhxen. 
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Satze: Die SchniUpunUe der hreuzweisen Verhindmigsgeraden 
AB' y A'B zweHer Paare homologer Punlde liegen in der Ver- 
bindungsgeraden p der DqppelpunJcte D^, D^; und ehenso: Die 
Verbindungsgeraden der ScJiniUpunJcte aV, olb ziveier Paare ho- 
mologer Tangenten gehen durch den Schnittpunli P der Doppel- 
strahlen d^,d^. Denn die Differenz der Gleichungen der Selinen 
Ply fig" ergibt nach Einsetzen der Werte von 

aus der Projektivitatsgleicliung (10) und nacb. Streichung des 
Faktors — Pi die Gleicbung der Beruhrungssehne jp. Daber 
ist p einfacb die Pascalscbe Gerade bez. P der Briancbonscbe 
Punkt des aus irgend drei bomologen Elementenpaaren in der 
Reibenfolge AB'CA'BG' gebildeten Secbsecks bez. Secbsseits. 
In Fig. 17 (S. 62) konnen als bomologe Tripel genommen 
werden ACE und DFB] K ist ein Doppelpunkt, d. b. 
[KAGE] == [KDFB]y denn es ist.aucb 

(KPNL) == (P . KAGE) = (A • KDFB). 

Im Fade der Involution dagegen bilden die Verbindungs- 
geraden homologer Punlde ein StralilenbUschel, die Schnittpunld^ 
homologer Tangenten eine PunJdreihe (Nr. 288). Denn bei 6 = c 
wird die bilineare Gleiebung (10) zu einer linearen Beziebung 
zwiscben pfi Tind g + g/y den Koeffizienten der Gleicbimg 
der Sebne gg (Nr. 52), Man erkennt den Punkt 0 i 0 | 1 als 
den Scbeitel des Biiscbels, dessen Strablen nun die Involution 
^ 0 ausscbneiden {a = d =^0). Also gibt es auf dem 

Kegdschnitt keine anderen InvolutioneUy als zentrische Kollinea- 
iionen des Kegelschnittes mit sich selbsL Alsdann ist klar, daJB 
sicb die Sebnen g^y g^ und — g^y — g^ auf der Beriibrungs- 
sebne = 0 als KoUineationsacbse scbneiden. 

B. l) In Nr 296, 2 kann die Basis des Dreiecks, statt dureb 
einen festen Punkt C zu geben, als Tangente eines Kegelschnittes 
vorausgesetzt werden, der mit dem gegebenen Kegelscbnitt eine 
doppelte Beriibrung bat. 

2) Wenn sicb ein Winkel von konstanter GroBe urn seinen 
Scbeitel 8 drebt, so bestimmt er in einem dureb 8 gebenden Kegel- 
scbnitt k eine Sebne, deren HtQlkurve ein Kegelscbnitt ist, der k 
doppelt berubrt; die imaginaren Berftbrungspunkte sind von der 
GroBe des Winkels unabbangig. 

3) Sind zwei Kegelscbnitte A;, k' abnlicb, konzentriscb und abn- 
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lich gelegen, so haben die Tangeutenpaare aus den Punkten des- 
einen an den andern die Eicbtungen der Strablen von zwei kon- 
zentrischen projektiven Biischeln, deren Doppelstrahlen den Asym- 
ptoten beider Kegelscbnitte parallel sind (Nr. 259). 

4) Wenn ein Vieleck, dessen Seiten alle bis anf eine durcb feste 
Pankte gehen, einem Kegelsebnitt eingeschrieben ist, so ist die Hiill- 
kurve der freien Seite ein Kegelsebnitt, der nait dem gegebenen eine 
doppelte Beriibrung hat. 

Gibt man nSmlich dem Vieleck, dessen Ecken der Reihe nach 
A, (7, usw. seien, vier yerschiedene Lagen, so ist 

. {AA'A"A"'} - == = •«•, 


und das Problem ist damit auf das Problem des Textes znruck- 
gefdhrt, liefert also anch dasselbe Ergebnis. 

5) Wenn man die entsprecbenden Punkte von zwei projektiven 
Systemen auf demselben Kegelsebnitt mit zwei beliebigen festen 
Punkten P, F' des namlicben Kegelscbnittes verbindet, so ist der 
Ort der Sebnittpunkte der. entsprecbenden Strablen ein durcb P, P' 
gebender Kegelsebnitt. 

6) Man konstruiere entspreebende Elements und die Boppel- 
strablen zweier konzentriseber Strablenbxiscbel, die durcb drei Paare- 
entspreebender Strablen gegeben sind. Aucb die duale Aufgabe 
Idse man. 

Durcb den gemeinsamen Mittelpunkt 0 der beiden Biiscbel 
legt man irgend einen Kreis, der von den Paaren entspreebender 
Strablen auBer in 0 nocb in A, A' bez. B, B' bez. C, (7' getroffen wird 
(Fig. 30). Sebneiden sicb die Geraden AB' und A'B in B", AO*^ 
und A'C in B und trifft die Gerade KL den Kreis in den Punkten 
8^ und Ng, so sind 08^ und 08^ die Doppelstrablen der beiden 
konzentriseben Strablenbtiscbel. Trifft KL den Kreis niebt in reellen 
Punkten, so sind die Doppelstrablen imaginar. — Bei der Konstruk- 
tion des einem Strahl OB entsprecbenden Strables OB' beaebte 
man, dafi sicb A'B und AB' in einem Punkte der Geraden KL 


sebneiden mussen. 

7) Man bestimme die Sebnittpunkte einer 
Geraden mit dem durcb funf Punkte A, B, Cy 
^ gegebenen Kegelsebnitt. 

Wenn man die Punkte A, B mit den drei 
Punkten B^ E verbindet, so erbalt man 
drei Paare entspreebender Strablen von zwei 
projektiven Biiscbeln. Dieselben bestimmen in 

Jo Iff* 30. *1 rN n • ■ 

der Geraden zwei projektive Reiben, deren Dop- 
pelpunkte die gesuebten Punkte sind. Man konstruiert sie naeb der 
vorigen Aufgabe. 
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8) Man konstmiere die von einem gegebenen Punkte aus- 
gehenden Tangenten eines dnrcii funf Tangenten bestimmten Kegel- 
scbnittes. 

9) Man bestimme die 
Asymptotenrichtnngen fiir 
einen dnrcb funf Punkte ge- 
gebenen Kegel scbnitt. 

298. SehlieBTiiigs- 
probleme. Unter den An- 
^endungen der vorher- 
gehenden Projektivitats- 
betrachtungen baben die 
aog. SchKeBungsprobleine 
Interesse. Bei ihnen wird 
verlangt, einem Kegel- 
schnitt geschlossene Vielecke ein- oder umzuscbreiben, deren 
Seiten oder Ecken nocb weiteren Bedingungen geniigen. 

Man soil einem KegelscJmitt ein Vieleck einsclireiben, dessen 
Seiten in bestimmfer Eeihenfolge durch feste PunUe der Ebene 
geTien.^^) Diese Punkte seien Ply P^) * • * Wablen wir 
willkiirlicb einen Punkt A des Kegelscbnittes als Ecke des 
Vielecks und bilden einen gebrochenen Linienzug AA^A^, , . 
so, daB AA^ durch P^, A^A^ durch Pg usw. gehen, so fallt 
im allgemeinen der zweite Schnittpunkt A' von P^ nicht 
mit A zusammen. Ftihren ^ir aber diese Eonstruktion vier- 
mal aus, so ist nach Nr. 296 [ABGD] ^ 

' • • { und das Vieleck ist geschlossen, sobald D' 
auf D fallt. Man erhalt also D als einen der Doppelpunkfce 
projektiver Reihen, die durch homologe Tripel A^ J?, (7; 
A% J5', C' bestimmt sind. Das Problem hat daher im allge- 
meinen 0 wei Lbsunge}i. 

Eine analytische Losung fiir den Fall des eingeschriebenen 
Dreiecics mit den DrehjgunJtten Ay B, C liefert folgende Betrach- 
tung. Seien 123 und 456 (Fig. 31) die beiden Losungen, also 
JBC die Pascalsche Gerade von 123456. Dann ist im Viereck 
13461 die Diagonale AL die Polare des auf BC gelegenen 
Punktes 34, 61, also sind A und L konjugierte Pole, auch 
geht AL durch den Pol D von BC, Daher sind 1 und 4, 
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2 nnd 5, 3 und 6 die Schnittpunkte des Kegelsclinitts mit 
den Seiten LM bez. MN bez. NL eines Dreiecks LMN. 
Seine Ecken* warden erhalten, indem man zunacbst das Drei- 
eck DBF bildet, dessen Seiten die Polaren der Punkte A, 
B, G sind; die Verbindungsgeraden AD, BE, CF der ent- 
sprecbenden Ecken (Nr. 113) scbneiden die Gegenseiten des 
Dreieeks DBF in L, M, N. Die Gleichung von MN er- 
gibt sick daher folgendermafien: Die Verbindungslinie der 
fasten Punkte B, C werde als Seite iCg = 0 des Koordinaten- 
dreiecks gewablt, die Gleickung des Kegelscbnittes sei 
die Geraden, die die Punkte B und C mit 
= 0 verbinden, seien ax^ + a ?3 — 0 bez. + rCg = 0. 
Endlich sei A der Schnittpunkt von cx^—x^^^O mit dx^—x^^O, 
Die Verbaltiiisse der Koordinaten der festen Punkte J., B, C 
sind also 1 : c : ccl, bez.' 1 : 0 : — a bez. 1 : 0 : — Die Po- 
laren BF, FD, DE von A, B, G baben die Gleicbungen 
cdxi^ 2CX2 + x^= 0, — lx^ — x^=^0 

und die Geraden AD, BE, CF die Gleicbungen cdx^—x^^ 0 

2c(a + h)x 2 = (i + cd) (ax^^ -f x^), 

2c(a + ^x^ = (a- + cd) Q)x^ + %). 

Fiir die Verbindungsgerade des Schnittpunktes M von 
BE mit FD und des Schnittpunktes N von GF mit DE 
ergibt sicb alsdann: 

c{a + b)x^ — al)x^ — cdx^ ^ 0. 

Diese Gleichung wird identiscb Null; die Konstniktion 
versagt; wenn ABG mit DEF zusammenfailt, d. h. wenn 
ABC ein Polardreieck des Kegelscbnittes ist. Es giht dann 
unendlicli vide Dreiedce der verlangten Art. 

B. 1) Liegen die Drebpunkte eines Yielecks von ungerader 
Seitenzabl, z. B. eines Dreiecks, auf einer Geraden g, so ist die pro- 
jektive Zuordmmg auf dem Kegelscbnitt involutoriscb. 

Denn die Scbnittpunkte G, & von g sind vertauscbbar als 
Endpunkte des ganz in g entbaltenen Linienzuges. 

2) Liegen die Drebpunkte eines Yielecks von gerader Seiten- 
zabl in einer Geraden g, so gibt es im allgemeinen keine Yielecke 
der gewunscbten Art; ist aber eines vorbanden, so gibt es gleicb 
unendlieb viele, indem alsdann jeder Punkt des Kegelscbnittes als 
eine Ecke gewahlt werden kann. 
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Dean G und 6r' sind nun die Doppelpunkte, da sie als Ecken 
des in g enthaltenen Linienzuges anzusehen sind. 

. 3) Man soil einem Kegelschnitt dn Yieleck einschreilen ^ von 
dessen Seiten jede einen KegelscJmiU beriihrt, der mit dem gegehenen 
doppelte Bef'iihrung hat Der Beweis des Textes gilt auch fur das 
allgemeinere Problem. 

4) Man konstruiere zu drei gegebenen Tangenten einen Kegel- 
scknitt, der einen gegebenen Kegelscbnitt doppelt berubrt (Nr. 297). 

299. Die Normalform der Jumogerm Gleichung ernes Kegel- 
sclmittes, 'bezogei/9 auf ein Dolardreieck als Fundamentaldreieck, 

(11) cincc^ + ^22 ^ 2 ^ + ^ 33 ^ 8 ^ = ^ odei* = 0 

gewahrt wiederum den Vorzug, einen Punkt der Kurve Yon 
einem einzigen Parameter abh^gig zu machen. Denn, unter 
der Annahme, daB sei, konnen 

wir wie in Nr. 159 setzen 

(12) : a^x ^ : a^x^ = cos g? : sin ^ : 1 . 

Dann lautet die Gleichung der Sehne durch die Punkte qf 
a^x^ cos|-(g? + (p) + sin^(g? + q>) = « 3 ^s — g?'), 

und die der Tangente vom Bertihrungspunkte gp 

(13) x^ cos g? + a^X 2 sin g? 

Daher ist die Gleichung der Tangente in a?/ allgemein 

(14) • an x^x^ + a^^x^'x^ + ^ss^s'^^s = 0 o^er Za..xf x^^O, 
und ebenso lautet die Gleichung der Polare eines beliebigen 
Punktes x.' (Nr. 134). Umgekehrt lehrt die Vergleichung Ton 

(14) mit der allgemeinen Gleichung der Geraden, dafi der Pol 

der Geraden u^x^ + =* 0 die Koordinaten : a^ I 

: ^ 22 1 : a^g hat. 

Da der Pol einer Tangente ihr Beruhrungspuiikt ist, so 
ist die Tangentialgleichung des Kegelsclmittes, wiederum in 
Normalform 

(15) Ojj fljjtti* + ajj alittg* + aiiagsMg® = 0 oder E = 0. 

Sobald also u^\u^ \ die Kutto beruhrt, sind auch die vier 
Geraden ! ± W 2 I ± % Tangenten derselben; geradeso wie 
stets gleichzeitig vier Punkte \±:X^\±: x^ die Berlihrungs- 
punkte sind. Daher lilden die Diagonalen eines Tangenten- 



96 SVI. Besondere homogene Gleiohnngsformen zweiten Grades. 

vierseits die Seitm eines Polardreiecks, dessm Ecken die . 
gondlpufikte des Vierecks der Beruhrungspunkte sind und 
gekehrt (vgL Nr. 66 und 261, 3). 

Die Grleicliung (11) erhalt man als GleicLung einer I 
kurve nach der Metkode von Nr. 292, wenn man zuna 
in (12) und (13) statt (p einen algebraischen Parameter 
fiilirt. Setzt man 

(16) tg 4 ■g) = ^^, cos 9 P = ~-^, singo = ^^ 

Oder : a^x^ = (1 — : 2^ : (1 + 

so laBt sicli die Gleiclinng der Tangente sckreiben 

(17) 2y(i^x^ -f- (^ 3^3 ^i^i) ~ 

ilire gleich Null gesetzte Diskriminante ergibt 

(18) = 0,2^002^- 
Zugleich erkennt man den Zusammenbang der Nor 

form x/^ + x^'^ mit der friiheren x^x^=^ x^ verD 

der Substitution x ^ : x^^'X^^ (%' + ix ^) : x^ : (x^ — ix{). 
also iUi — O, konjugiert imaginare Tangenten, so 

nieren 0 : 3 '= 0 konjugiert karmonische Polaren, 

mit % == iTg' = 0 ein reelles Polardreieek bilden. Reelle 
ordinatenverhaltnisse x^ix^, x ^ : x^ liefern also konju: 
imaginare x^ : x. 2 , x^'.x^ fur einen reellen Piinkt und- 
gekekrt. Aber immer kann x^'^ x^^ gesetzt wei 

so dafi aUe Kegelscknittsgleicliungen der Form ( 1 ) in Nr. 
gleickzeitig durck ( 11 ) reeU vertreten werden. 

B. 1) Soli die Normalgleicknng (ll) einen Kreis darste 
so mufi nack Nr. 110 die Gerade, die den Mittelpunkt Af des Kr 
mit einem Eckpunkt des Fundamentaldreiecks verbindet, aui 
Gegenseite' des Polardreiecks rechtwinklig sein, d. k. M ist 
Hokenscknittpunkt dieses Dreiecks (Nr. 113). Der Mittelpunkt 
( 11 ) hat als Pol der unendlick fernen Geraden 
(vgl. Nr. 71 und 75) die Koordinaten l.i a..^ (i = 1 , 2, 3j, 1 
Terbindungslinie mit = iCg = 0 wird daker « 22 ^s^ 2 "“%^ 3 ^s ■ 
und diese Gerade bildet mit a?! = 0 einen reckten Winkel, 
% • % ™ ^2 J .2 : Zg cos A 3 ist (vgl. Nr. 66 , 3). Soil die 

chung(ll) einen Kreis darstellen, so mu 6 also a-^ zu Z^cosA^. 
portional sein; die Gleichung des Kreises in bezug ani ein P 
dreieck ist also bei trimetrischen Normalkoordinaten 
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cos = 0 Oder sin 2A^= 0 ; 

•dieser Kreis ist somit nur £iir ein stumpfwinkliges Dreieck reell. 

2) Die Ecken von zwei Polardreiecken ABC, al)c des nam- 



Sind d, e (Fig. 32) die Schnitte von B 0 mit a5 und ebenso 
d\ e die von BQ mit Ac und ac, nnd 0, 0' die Scbnittpunkte der 
"Geraden BC mit dem Kegelschnitt, so sind d, B, e bez. die Pole von 
Ac, AC, Ac', d. b. 00' ist dnrcb dd\ BC nnd ee barmonisch 
Oder in Punktepaaren emer Involution geteilt. Infolgedessen gilt 
die Kette von Gleicbungen 

(a • BlCc) == (BdCe) = (Cd'Be) = {BeCd') - {A • BlCc), 
somit liegen a. A, B,l), C, c auf dem namlicben Kegelscbnitt. 

3) Sind AB C und ahc zwei einander polar konjugierte Drei- 
ecke (Nr. 113), so ist das Secbseck AbCaBc einem Kegelscbnitt 
umgescbrieben. 

Sind B^ , B^ (Fig. 33) die Scbnittpunkte von a c mit AC, Bh bez., 
so sind B^, B die Pole von Bh, B^B^ bez., also ist BB^B^ ein 
Polardreieck; ebenso 00^02, wenn C^, C^ die Scbnittpunkte von 
ah mit AB, Cc bez, bezeicbnen. Daber liegen nacb B. 2 die Punkte 
B^B^BC^C^C auf demselben Kegelscbnitt, und nacb dem Satze 
von Pascal gebdren die Scbnittpunkte von B^B^ und O^Og, von 
B^B und C^C, von BC^ und einer Geraden an. Somit geben 
Aa, Bh, Cc durcb einen Punkt, oder AhCaBc ist ein Briancbon- 
scbes Secbsseit. 

4) Die Hiillkurve einer Geraden, fur die das Produkt ibrer 
senkrecbten AbstSnde von zwei festen Punk ten i ^ I 9 konstant 
gleicb ist, bat die Gleicbung 




1 . 


I'&i y — mx — w = 0 die Gleicbung der beweglicben Geraden, 
so wird die von der Geraden zu erfuUende Bedingung ausgedrbckt 
durcb die Beziebung 

(n + mc)(n — wc) — b®(l + oder = b^ + h'^m^ + c^nr^. 

Salmon-Fiedler: anal. Geom. d. TCegelsclin. IL 7. Aufl. 7 
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Wegen 

^2 ^ ^2 _ 2mxy + 

folgt 

m^ix^ — c^) — 2mxy + — b^= 0 

nnd als Gleichung der Hiillkurve zianachst 

x-y^ = (x^ — 6* — (?) (y^ — usw. 

5) Die HOllknrve einer Geraden, fiir die die Summe der Qua- 
drate der senkrechten Abstande von zwei festen Punkten konstant 
ist, hat die Gleichung 

_ 

6) Die Hullkurve, die der Differenz der Quadrate dieser senk- 
rechten Abstande entspricht, ist eine Parabel. 

7) Eine Gerade OF dreht sich um einen festen Punkt 0 und 
schneidet eine feste Gerade in P; man soli die Hullkurve der Ge- 
raden FQ finden, die mit der drehenden Geraden den konstanten 
Winkel OFQ bildet. 

Wir nehmen an, OP bilde mit dem von 0 auf die feste Gerade ge- 
f^Uten Lote j) den Winkel '0-, die Lange von OF ist alsdann : cos '0. 
Das von 0 auf FQ gefaUte Lot bilde mit OP den festen Winkel § 
und babe daher die LUnge j3Cos^ : cosO-. Da dieses Lot mit der 
Normalen der festen Geraden den Winkel -O -J- bildet, so ist fur 
diese Normals als a;-Achse die Gleichung von FQ: 

X cos (-O’ -f- jS) -|- 2/ sin ('O -f- |S) = cos ^ : cos 'd, oder 
j7Cos( 2'0 + jS) + ^sm(2 0’ + §) = 2p cos^ — xcosp —^sin/?, 

eine Gleichung von der Form cos g? -|- iTg sin g? = iCg . 

Die Htiliurve der Geraden ist daher 

a ;2 _j_ ^2 _ cos j5 + ^ sin ^ — 2jp cos /5)^, 
also eine Parabel, die den Punkt 0 zum Brennpunkt bat. 

300. Die Nonnalform (11) wird mit Vorteil bei der 
Untersuchmg der JEigenschaften der Brennpunkte verwendet 
(Nr. 196). Sind namlich = 0, iCg = 0 die Normalgleichungen 
von zwei zueinander rechtwinkligen Geraden durch den Brenn- 
punkt, wahrend die zugeborige Leitlinie darstellt, so 

bilden die drei Geraden ein Polardreieck der Kurve (Nr. 181). 
Nimmt man dieses als Koordiuatendreieek, so lautet die Glei- 
cbung der Kurve 

(19) x^^ + =• bez, e^(%^ -1- 

wo e die numerisebe Exzentrizitat bedeutet. Der Parameter q> 
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driickt dann, da cos tp^ ex^ sin tp^ also x^ =^Xj^tg(p 

ist, den Winkel des von 0 | 0 | 1 ansgelienden Vektors gegen 
die Fundamentallinie X 2 ^ 0 ans. 

Die Gestalt der Gleichung zeigt deutlich einerseits die 
Definition des Kegelscknittes ans Brennpunkt nnd Leitlinie 
(Nr. 183), andrerseits die Definition des Brennpunktes als 
Sclinittpnnkt zweier Tangenten absolnter Richtnng, oder als 
Scheitel einer reclitwinkligen Involntion harmonischer Polaren 
(Nr. 181). Diese projektive Anschannng^'^) liefert nene Be- 
weise fiir eine Reike der Fokaleigenschaften des X. Kapitels. 
So bilden die Tangentenpaare ans einem beliebigen Punkte 
an konfokale Kegelscbnitte eine Involution, zn der ancb die 
Strahlen nach den in der Scbar entbaltenen Punktepaaren 
d. b. die Strahlen nach den Brennpnnkten nnd die Strahlen 
absolnter Richtnng als Paare gehoren (Nr. 180 nnd 289). 
Dieselbe ist daher eine symmetrische Involution (Nr. 95), nnd 
ihre rechtwinkligen Doppelstrahlen sind die Tangenten nnd 
Normalen der dureh den Punkt gehenden konfokalen Kegel- 
schnitte (Nr. 229). 

B. 1) Die BrennpunJde des dureh die aJlgemeine &leichu/ng ge- 
gebmen Eegdschnittes m bestimmen (Nr. 196, 2). 

hi der Bedingung, miter der die Geraden x — x' ■:^{y — /)e = 0 
die Kurve berdhren, setzen wir den reellen und den nicbt-reeUen 
Teil getrennt gleich Null; dann zeigen sick die Brennpnnkte als 
die Schnittpunkte der beiden Orte 

-^88 2 /^) 2 .^22 = 0 , 

A^^xy — A^^x — A^^y A^^ = 0 , 

d. i. von zwei gleickseitigen, mit dem gegebenen Kegelscknitt kon- 
zentriscken Hyperbeln. Fur die Parabel, d. i. fur A^ = 0, werden 
beide Gleickungen linear und liefem 

^(-^23^ H" -^13^) “ -^23-^12 "k -^22)? 

y “ 1 " “ ^ 3-^12 + 4-^23 (-^22 -^ 11 ) • 

hn allgemeinen Falle sckreiben wir die Gleickungen in der Form 

(-^ 83 ^ -^ 13 )^ iAzzV -^ 23 )^ ~ -^ 13 ^ -^ 11 -^38 (-^ 28 ^ -^ 22 -^ 33 ) 

“ -d.(aji <132)7 

(■^83^ -^1 s )(-^332/ -^23) ~ -^23-^13 -^33-^12 “ -^^127 

7 * 
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dann erhalten wir die Koordinaten iu, y der Brennpunkte aus: 

^ ^ + <^11 <^' 22)5 

(-^33^ ^ 23 ^"^ 4 " ^22 ^11) • 

Hier ist A die Diskriminante des Kegelschnitts und == 
(^ix - %2)^ + 

2) i)ie Tangenfen einer Parahel aus eineni Pmikte der Led- 
lime sind ziieinander rechiwmMig (Nr. 211). 

Denn die Tangenten der Kurve aus dem Pankte iCi = ajg == 0 
sind nach (19) offenbar durch + dargestellt. Fiir die 

Parabel ist e — 1 , und diese Tangenten sind die innere und auBere 
Halbierungslinie des Winkels zwischen = 0 und 1^3 = 0 * 

3) Hhllkurve einer Sehne, die am Brennpunkte einen kon- 
stanten Winkel a spannt (Nr. 196, 4). Fiir konstante Differenz 
cp — tp ^ u beriihrt die Sehne 

cos 4 (g) + q)) + sin 4(g) + q>) = ex^ cos4(g) — cp) 
immer den Kegelschnitt — e^x^ cos^ ■ 

4) Pie YerUndungsUnie des BrennjpunUes mit deni Sclinitt- 
jgunlde zweier Tangenten ist rechtwinUig m der Geraden^ die vom 
Brennpunkte nach dem SchniUpimkfe der Leitlinie mit der Be^'iili- 
rungssehne gezogen wird^ 

Die Gleichung der vom Brennpunkt nach dem Schnittpunkt 
der Tangenten cp\ cp' gezogenen Geraden ergibt sich durch Sub- 
traktion der Gleichungen der beiden Tangenten in der Form 

sin 4(g?' + cp") — cos 4 ( 9 ?' + cp") == 0 , 

diese Gerade halbiert also den Winkel der Brennstrahlen der Be- 
ruhrungspunkte (Nr. 212). Die Gerade vom Brennpunkt nach dem 
Schnittpunkt der Leitlinie und der Beruhrungssehne ist aber 

a?! cos 4 ( 9 ' + 9'0 + H +90=*^- 

5) Bilden die vom einen Brennpunkt gezogenen Brennstrahlen 
der Beruhrungspunkte zweier Tangenten eines Kegelschnitts mit- 
einander den konstanten Winkel 2d, so ist der Ort des Schnitt- 
punktes der beiden Tangenten ein Kegelschnitt, der mit dem ge- 
gebenen den Brennpunkt und die LeitHnie gemeinsam hat; seine 
Eszentrizitat ist e : cos d. 

Durch eine Elimination findet man die Gleichung des Ortes in 
der Form (r^® + ^ 2 ^) cos^d ~ (^g^* 107, 2.) Ist die Kurve 

eine Parabel, so ist der Winkel zwischen den Tangenten gegeben. 
Denn die Tangente von der Gleichung cos 9 ' + x^ sin g)' — aig = 0 
halbiert den von ^3 ~ 0 und x^ cos 9 ' + sing?' « 0 gebildeten 
Winkel. Der Winkel der Tangenten ist daher der halbe Winkel 
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zwiscben den Geraden cos 9 ' + rcg sin gj' = 0 und cos tp' + 
ir2Sm9"=0 Oder gleicb -^( 9 '— g?'')? der Winkel zTviscben 

z wei Tangenten einer Parabel ist die HSlfte des Winkels der Brenn- 
strahlen ihrer Bertihmngspunkte (Nr. 211). 

6) Die Brennpunkte smd die Dopjpelpimlde dex^ in de)' graven 
Achse durcJi die Paare msammengelioriger Tangenten und Normalen 
des Kegelschnittes lestimmten Involution (Nr. 179). BelieUge Geraden 
2 tnd ihre Normalen durcli Hire Bole liefern dieselhe Involution, 

7 ) Ort der Brennpunkte der Kegelsclmitte ernes Biisdids, 

In allgemeinerer Fassnng Terlangt die Aufgabe den Ort der 
Sebnittpunkte der Tangenten, die von zwei festen Punkten 0, 0' an 
alle vier gegebenen Bedingungen unterworfene Kegelsclmitte gelegt 
werden kSnnen, oder die ibnen mit einem festen Kegelscbnitt U 
gemeinsam sind. Ist n die Zabl der Kegelscbnitte des Systems, die 
eine feste Gerade g berubren, so bestimmen wir die Zabl der Sebnitt- 
punkte des fraglicben Ortes mit einer durcb 0 gebenden Geraden g. 
An die sie beriibrenden n Kegelscbnitte geben von 0' aus 2 n Tan- 
genten, die g in 2 w Punkten des Ortes sebneiden; die Gerade 00' 
ist uberdies Tangente von n Kegelscbnitten des Systems, an die von 
0 aus n andere Tangenten geben, die in 0 einen wfacben Punkt 
des Ortes erzeugen. Somit ist der fraglicbe Ort von der Ordnung 
3w, insbesondere fiir die durch vier feste BunUe gehenden Kegel- 
scbnitte mit M == 2 (Nr. 250) eine Kurve seebster Ordnung mit 
Doppelpunkten in 0 und (f. Fallen 0 und 0' mit den imaginSren 
Kreispunkten zusammen, so ist der betraebtete Ort der Ort der 
Brennpunkte; fiir ibn ergibt sieb also eine Kurve seebster Ordnung, 
die die imagin^ren Kreispunkte zu Doppelpunkten bat, mit leiebt 
nacbweisbaren seebs anderen Doppelpunkten. 

Eine Metbode fiir die Entwickelung der Gleicbung dieser Kurve 
erlautern wir am folgenden Beispiel und bemerken bier nur, daB 
der Ort von der vierten Ordnung wird, wenn die vier gemeinsamen 
Punkte ein Parallelogramm bilden (Beweis analog wie am SebluB 
von 8). 

8) Der Ort der Brennpvmkte der Kegelsdhnitte einer Scliar 
(Nr. 270) eine die imagindren Kreispunkte to, to' enthaltende Kurve 
dntter Ordnung, Dies folgt fiir « = 1 aus dem Yorigen, es ergeben 
sicb aber folgende nabere Tatsacben. 

TJnter den dem Vierseit ata'l)' (Fig. 34) eingesebriebenen Kegel- 
scbnitten befinden sicb drei Punktepaare a, a'; 5,5^; e, c'und eine Pa- 
rabel. Die seebs eben genannten Punkte geboren der Kurve an. Die Pa- 
rabel bat einen endlichen Brennpunkt F und einen unendlicb fernen 
F' in der die Mittelpunkte der Diagonalen verbindenden Geraden, 
die nacb Nr. 270 den Ort fiir die Mittelpunkte aller Kurven der 
Sebar darstellt. Da das Dreieck o' mit jedem der Dreiecke hca^ 
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cal) , al>c\ ah'c der Parabel umgeschrieben ist, so smd dieselben 
Paare von Dreiecken auch je einem Kegelscbnitt eingeschrieben 
(Nr. 287, 7), d. b. F ist der gemeinschaftlicbe Punkt der vier den 
Dreiecken umgescbriebenen 
Kreise. So kennt man bereits 
gelin FunTcfe der Kurve. Sie 
geht aber ancb durob die 
FuBpnnkte der Hoben des 
alien Kurven der Scbar nacb 
Nr. 270 zugeborigen Pol- 
dreiseits (Diagonaldreiseits) 

ABC. 1st namlich Ji der 
dritte Scbnittpunkt der Ge- 
raden a a' ndt der Kurve, so sind Jim und hco' Tangenten eines 
Kegelscbnittes der Scbar nnd geboren somit zu einer Involution. 
Der eine Doppelstrabl dieser Involution ist aa\ denn diese Gerade 
ist die einzige Tangente, die man von h an den aus dem Punkte- 
paar a, a bestebenden Kegelscbnitt der Scbar legen kann. Der 
andere Doppelstrabl wird durcb liA gebildet, denn A ist der Pol 
von ad fur alle Kegelscbnitte der Scbar; somit ist )%A die Tangente 
des durcb la gebenden Kegelscbnittes der Scbar. Als Doppelstrablen 
der Involution sind aber endlicb had und liA barmoniscb konjugiert 
2 u 7 ^ 0 ), }iGi\ d. b. zueinander recbtwinklig. 

Wenn man die Brennpunkte eines und desselben Kegelscbnittes 
der Scbar als ein Faar in unserer Ortskurve bezeicbnet, so ergibt 
sicb nacb der allgemeinen Brennpunktsdefinition der Satz: Die Yer- 
bindungslinien eines Punktes derBrennpunktskurve mit alien Paaren 
derselben bilden Paare einer Eecbtwinkel-Involution. Femer: Die 
Involutionen aus den Punkten eines Paares sind projektiv, und ibr 
Scbeitelstrabl entspricbt sicb selbst. Oder: Die Ortskurve ist das 
Er^eugnis mmr projektiver BecJitivinkel-Involutionen mit sich selbst 
entsjprecliendem Scheitelstrahl. 

Um endlicb die Gleichung des Ortes zu bilden, setzen wir, nacb 
der Form der Gleicbung der Kegelscbnitte einer Scbar cp{u^ v) — 
ki(u^ z;) = 0 (Nr. 270), in den Gleicbungen von l) A ^^ — fur 
A^^^ usw. und eliminieren X zwiscben denselben. Man erbalt alsdann 

{ Js 8 (a; 2 — 2 /®) + — ^ 33 } x 

{■^ 83 ^ 2 / "^1322 “I" ■'^12 } 

= 2/*) + — 2^13® + X 

{ — ^23^: — A%y + Aa } • 

Der Ort ist eine Kurve dritter Ordnung, weil sicb die Glieder vom 
vierten Grad gegenseitig aufbeben. 




Brennpunkte einer Schar. Polardreieck fiir Busciiel und Schar. 103 


1st ein Kreis in der Schar, so wird sein Mittelpnnkt ein 
Doppelpunkt der Kurve. 

Sind jedoch g3(w, ^;) = 0, %(«, «?) = 0 Parabeln, so ist q)(u^ v) 
— «;)==* 0 eine Schar von Parabeln, ^33, sind Null 

(Nr. 131 und 143), und der Ort der Brennpunkte geht in einen 
Kreis iiber. Sind die Kegelschnitte konzentrisch, so daB die vier 
gegebenen Geraden ein Parallelogramm Tbilden, so werden fiir den 
Mittelpunkt als Nullpunkt A^^, A^^, A^^j A[^ samtlich Null, und 
der Ort der Brennpunkte ist eine gleichseitige Hyperbel; usw. 

301 . Zwei Normalgleichungen. Zwei beliebige Kegel- 
schnitte haben nach Nr. 253 ein gemeinsames Polardreieck. 
Nehmen wir dieses als Koordinatendreieck, so sind die Glei- 
chungen beider Kegelschnitte gleichzeitig in den Normalformen 
zu schreiben 

(20) == 0^ =- 0 bez. 

( 21 ) 

tJberhaupt sind dann die Gleichungen aUer dem Viereck der 
Schnittpunkte von (20) umgeschriebenen bez. dem Vierseit der 
gemeinschaftlichen Tangenten von ( 21 ) eingeschriebenen Kegel- 
schnitte von der Form 

(22) ^ = 0 bez. Z w/ = 0. 

Dafi jenes Dreieck das Diagonaldreieck des Vierecks und 
des Vierseits*) mgleich ist, bestatigt z. B. die Elimination 
von die die Gleichung 

( 23 ) (^11^33 ^11^33)^1^ (^33^22 ^33^22)^2"^ “ ^ 

fiir ein Paar der Schnittsehnen liefert, usw. Auch ist dies 
dadurch offenbar, daB nur in einer gemeinsamen Sehne in 
bezug auf beide Kegelschnitte dieselbe Involution harmoni- 
scher Pole, nur an einem Schnittpunkt gemeinsamer Tangenten 
dieselbe Involution harmonischer Polaren vorhanden sein kann. 

Aber im Biischel und in der Schar ist das gemeinsame 
Polardreieck nur reell, wenn alle gemeinsamen Elements der 
Kegelschnitte gleichartige Realitatsverhaltnisse aufweisen. Sind 

*) Beim Buschel gehort zu je zwei Kegelsehnitten ein anderes 
Tangentenvierseit, bei der Schar aber je ein anderes Schnittpunkt- 
viereck. 
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nur zwei reelle Schnittpunkte und gemeinsame Tangenteu vor- 
handen, z. B. in der Seite und an der Ecke Wg— 0^ 

so kdnneu wii* jene als nene reelle Fundamentalelemente hin- 
zunekmen, also statt einfiiliren (Nr. 299). 

Aber niclit nur ein Biiscliel und eine Scbar baben ein 
gemeinsames Polardreieck. Fur aUgemeinere Systeme, denen 
ein solcbes zugebort, gilt an Stelle von Nr. 289 der Satz: 
Hat ein System von Kegelsclinitten ein gemeinschaftliches Tolar- 
dreiecli, so bilden in jeder Geraden, die durch eine EcTze des 
Dreiecks geJii, die SchnittpunM^aare der Kegelschnitte, und an 
jedeni Tunkt, der in eiyier Seite des Dreiecks liegt, die durch 
iJin gezogenen Tangeyiienpaare eine Involution, 

Da namlicb jede Ecke in alien Eegelscbnitten dieselbe 
Polare bat, so sind die Scbnittpunktepaare in jeder durcb die 
Eeke gezogenen Geraden barmoniscb getrennt durcb dieselben 
zwei Punkte, namlicb die gewablte Ecke und den Scbnitt- 
punkt init der Gegenseite; dies sind also die Doppelpunkte 
der Involution; ebenso dual. 

So wird z. B. eine Kegelscbnittscbar von jeder Geraden^ 
die durcb einen DiagonaJpunkt des umgescbriebenen Vierseits 
geht, .in einer Involution gescbnitteii, in der die Gegenseiten- 
paare des Vierseits konjugierte Punkte entbalten. Analoges 
gilt beim Eegelscbnittbiiscbel von den Tangenten aus einem 
Punkte in einer Diagonals des eingescbriebenen Vierecks. 

B. l) Der Ort des Pols einer Geraden 0 in bezug auf 

einen Kegelscbnitt, der die vier festen Punkte | ± ^ 2 ^ I i 

entbalt, ist (Nr. 289, 14) U]^x/^X 2 X^ + U 2 X 2 ^XqX^-\- 0 . 

2) Der Ort des Pols einer Geraden Eu^x^^ 0 in bezug auf 

einen Kegelscbnitt, der vier feste Geraden a^x^ it ^ 2^2 ± ^ 3^3 ^ 

beriibrt, ist a^U 2 U.x-^ + -f a^u^U 2 X^ — 0. 

Diese Beispiele geben aucb den Ort des Mittelpunktes als den 
des Poles der unendlich fernen Geraden. 

3) Man soil den Ort der Spitze eines Dreiecks bestimmen, 
dessen Basisecken sicb l^gs desKegelscbnittes a^^ x-^^-{‘a2^X2^=^ 
bewegen, wSbrend seine Seiten einen anderen Kegelscbnitt 

4 - beriibren.^^) 

Wie in Nr. 107, 1 sind die Koordinaten des Scbnittpunktes-. 
der Tangenten in den Punkten 9 ?^, 93 

cos + 95 ) ! sin + gpj) | cos ^(gPi — goj), 
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und die Bedingungen des Problems liefern zuerst die Gleickung 
+ 93) + + 93) = % cos2-|-(<Pi — (p^) 

oder ~ 1 ~ ^22 ~ ^33^ 1 ^ ^’n ^^22 ^33) cos cos ^3 

+ (fltgg — Cfgs — sin (p^ sin 93 = 0 . 

Ebenso — ^33) + — ^33) cos cp^ cos 93 

+ (^22 — <^33 — %l) 9^2 93—^9 

(^11 "t” %2 ^3s) ^ ( 9 ^ 1 “!“ 9 ^ 2 ) ” (^22 “I” ^33 %l) ^ (spl 92 ) 9^3 r 

(%i+fir22"~'^33) sin I* (^1+ 92) ===(^11+ ^^33-- ^'22) COS (931— <302) sin^g. 

Pur die Koordinaten des Punktes, dessen Ort wir sncben, bestebt 
nun die Proportion 

: iTg : a*3 = cos -^(91 + 93) : sin ^ (9^ + 9^) : cos ^ (9^ — 93) 5 

Nacb Einfiibrung dieser Koordinaten in die letzten beiden Glei- 
cbungen und nacb Elimination von 93 erbSlt man daber als Glei- 
cbung des Ortes 

<7» - /y* ® 'y* 2 

|_ *^S _ 

(^22 H" ^ll)" (^83 “h ®11 ^22)“ (%1 4 " ^22 ^Ss)“ 

4 ) Ein Dreieck ist dem Kegelscbnitt 

gescbrieben, und zwei seiner Seiten berubren den Kegelscbnitt 
^22^2^ ~ <^88^3^9 dann ist die HbllkurYe der dritten Seite 

(«8S«n + «11«23 — «82«'S3)^^1®+ («U »22 + «22«SS — «8S»ll)®^2* 

== (<*22^88 "I" ® 3 S®U ® 11 ® 22 )*^ 3 ^" 

5 ) Wenn zwei Kegelscbnitte TJ und V ibre gemeinscbaftlicben 
Tangenten - 4 , J?, G, i) in den Punkten a, &, c, (?; a\ b', c', d' be- 
rubren, so bat ein Kegelscbnitt S, der durcb die Punkte a, c 
gebt und D in d' berubrt, zur zweiten Scbnittpunktsebne mit V 
die Gerade, die die Scbnittpunkte von A mit &c, von B mit ca 
und von C mit ah verbindet. 

Scbneidet der Kegelscbnitt Y die Gerade ab in a, so ge- 
bSren nacb dem Satze des Textes, da a 6 einen Diagonalenscbnitt- 
punkt von ABCB entbalt (Nr. 261 , 3 ), ab, cc§ zu einer Involution,, 
in der die Scbnittpunkte von ab mit G und J) konjugierte Punkte 
sind. Nacb Nr. 289 scbneiden aber die gemeinscbaftlicben Sebnen 
von S und V die Gerade ab in Punkten, die zu derselben Involu- 
tion gebdren, in der die Scbnittpunkte von ab mit 8 und K, d. b.. 
a, b; or, /3 entsprecbende Punkte sind. Ist daber D die eine der ge- 
meinscbaftlicben Sebnen, so muB die andere durcb den Scbnittpunkt 
von C mit ab geben. 
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6) Einem Breieek ABC wird eine Ellipse eingeschrieben, die 
die Seiten des Dreiecks in ibren Mittelpunkten a, h, c beriibrt; 
ferner seien a', c die Beriibrungspunkte des dem Breieek ein- 
gesebriebenen Kreises. Beriibrt als- 
dann die vierte gemeinscbaftlicbe 
Tangente D des Kreises nnd der El- 
lipse jenen in so beiiibrt aueb der 
durcb die Mittelpunkte der Seiten 
gebende Kreis den eingesebriebenen 
Kreis in d' (vgl. Fig. 35). 

Nacb 5) berubrt ein durcb a, 
c gebender Kegelscbnitt den Kreis 
in d\ wenn er aucb durcb die Punbte 
gebt, in denen der Kreis vonderYer- 
bindungslinie der Sebnittpunkte von 
BC mit 5c, von CA mit ca, von 
AB mit ah gesebnitten wird. Biese 
Gerade ist aber in unserem Falle un- 
endlicb entfemt, der berubrende Ke- 
gelscbnitt also aucb ein Kreis. So ergibt sicb der Feuerbaebsebe Satz 
von der Berubrung des durcb die Seitenmitten des Breiecks geben- 
den Kreises (Nr. 73, 3) mit den die Seiten beriibrenden Kreisen als 
ein besonderer Fall®^) von 5). 

Ber Punkt d' und die Gerade D konnen obne Zeiebnung der 
Ellipse konstruiert werden. Ba namlicb die Biagonalen eines ein- 
gesebriebenen Yierecks und des entspreebenden umgesebriebenen 
Yierseits sicb in einem Punkte sebneiden, so geben die Geraden 
cd'^ ah\ c'd' und die beiden Yerbindungslinien der Ecke A 
mit dem Sebnittpunkt von BC und JD sowie der Ecke B mit dem 
Sebnitt von CA und B durcb den namHcben Punkt. Sind also 
a, jS, y die Sebnittpunkte von 5c, 5'c'; ca, ca'’^ ah^ d}> bez., so 
sebneiden sicb die Geraden a' a, 5'j3, c y in d\ Oder mit anderen 
Worten: das Breieek cc§y ist mit a 5 c, db'c fiir die Mittelpunkte 
der Homologie d' perspektiv. In derselben Weise ist das Breieek 
a§y mit ABC perspektiv fiir die Gerade D als Aebse. 

302. Kegelscbnitte dtireb drei Punkte. Neben den bis- 
berigen sind nocb andere besondere Gleicbungsformen von 
Wiebtigkeit. Zunaebst geboren bierber die Gleicbungen der 
einem Breieek umgesebriebenen und der ibm eingesebriebenen 
Kegelscbnitte, wobei die Gleicbungen der ersten in Punkt- 
koordinaten naturlicb dieselbe Gestalt baben vrie die Glei- 
cbungen der letztgenannten in Linienkoordinaten. 


B 
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Die Gleichung eines durch die Schnittpunkte der Geraden 
^^1 = 0, 3:3== 0 gehenden Kegelschnittes ist offenbar 

(24) ai^x^Xi + a^^x^Xi-\-a^^x^x^ = 0, oder ^ + ^-+^ = 0. 

0/1 U}^ O/g 

Scbreibt man die Gleicbung in der Form 
+ 0, so erkennt man, dafi a?3== 0 die Kurve in den 

getrennten, a^^x^^ a^^x^= 0 also in den zusammenfallenden 
Scbnittpunkten derselben mit x^^O und X 2 = 0 schneidet. 
Auf diesem Wege gelangt man zur Erzeugung der Kurve aus 
projektiven Biiscbeln oder zur Parameterdarstellung. Werden 
zwei Dreieckseiten, z. B. = 0 und x^ = 0, als homologe 
Strahlen genommen, so eutspricbt der dritten Seite 
die Tangente in einem ihrer Endpunkte. 

Daber sind die Gleicbungen der Tangenten in den Ecken 
des Dreiecks 

(25) + + ^ = 

fltgi ctig ai2 ^*23 CE33 

Die Scimittpunkte dieser Tangenten mit den Gegenseiten liegen 
offenbar in der Geraden^^) (Nr. 276); 


(26) 


X, , ^2 J_ ^ 8 , __ 0 . 


a,, “ ~ a,, 


Fur die Verbindungsgeraden der Ecken mit den entsprecben- 
den Eckpunkten des durcb die Tangenten (25) gebildeten Drei- 
ecks erbalt man 


(27) 




-0, 


= 0 

^12 ^28 ^ 


— 0: 


diese Geraden scbneiden sicb in einem Punkte (Nr. 113).®®) 
Die Gleicbung der Verbindungsgeraden zweier Punkte 
x!^ x!' der Kurve kann gescbrieben werden®^) 


(28) 


"33 „ I "31 y I "U 

x^'x" 1 ' aJs'aj/' ® ^ aj/x. 


-.x^ = 0, 


weil (28) fur x^= xl oder Xt^ x!' in die Kurvengleichung 
iibergeht. Daher hat die Tangente im Punkte x/ die Ko- 
ordinaten 

Cbaii ®S 1 

und die Gleicbung des umgescbriebenen Kegelschnittes in 
Linienkoordinaten lautet 
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(29) (^28 + (^31%)^ + ® 

Oder in rationaler Gestalt 

(30) ^23*^%** ^ 12 " 

— 2 ^ 12 ^ 23 ^ 8^1 2 ^ 23 <^31 ~ 

FaBt man in (24) die Koeffizienten flgg, als ySllig 

willkiirliclie Parameter auf^ so stellt (24) ein besonderes System 
Ton 00 2 Kegelschnitten, ein besonderes Kegelschnittnet^ dar 
(Nr. 271). 

Unter den Knrven dieses Netzes befinden sick unendlicb 
yiele gleicbseitige Hyperbeln, die ein Biischel bilden (Nr. 165, 2)^ 
xtnd nnendlicb yiele Parabeln, aber nnr ein Kreis. Die Glei- 
cbnngen dieser Knrven konnen leicht dargestellt werden, so- 
bald wir die als Dreieckskoordinaten anffassen, wie in den 
Beispielen. 

B. 1) Die Gleichungen der dem Koordinatendreieck umge- 
schriebenen gleicbseitigen Hyperbeln genugen fur als Gegen- 
winkel der Seiten 0 bei Beuutzung von Normalkoordinaten 
der Bedingung cos,4i 4- ^*31 cos-dg + CI 12 cos J.3 — 0 (vgl. Nr. 73 
und 255, 2). 

2) Die umgeschriebenen Kegelschnitte sind Parabeln, falls die 
Bedingung sin-dji + (% sin-dg)^ + (a^g sm-dg)^ =» 0 erfiilltist. 

Man beachte (29) und die Tatsacbe, da6 sin-d^^ ! sin^dg | sin-d^ 
die Koordinaten der unendlicb fernen Geraden sind. 

3) Die Cfldclmng des iimgescJiriebmen Kreises lautet 

sin^d^ 4" sin-dg + sin^lg == 0. 

Setzt man in die Gleicbung (24) fur den Ausdruck a?oosa| 
4- ysiaa^ — Pi ein, ordnet man nacb x, y und wendet die Kriterien 
von Nr. 97 an, so mu6 

t/23 COs(£ifg 4- OTg) + • • 0, ^23 sin(a2 4- Ofg) 4“ ' * = 0 

sein, also sind flgg, ag^, zu sin(or2 — c^g), sin(cfg — aj, sin(a;^ — ^2) 

Oder 2u sinA^, sinAg? sinAg proportional. 

Die geonaetrische Bedeutung der Gleicbung liegt in dem Satze: 
Die Fnfipunlife P, Q, B der von einem FimJde 0 des umgeschriebenen 
Kreises auf die DreiecJcsseiten gefdUten Loie liegen in einer Ge- 
raden, Denn fiir ganz mUMrliche Lage von 0 ist 
offenbar das Doppelte vom Inbalt des DreiecksPO^, dessen Winkel 
bei 0 je naeh der Lage gleicb Ag oder gleicb 180® — Ag ist; 
ebenso ist x^x^sinA^^ 2 -EOF, x^x^ sin A^^ 2^ QOB^ also deren 
Summe = 2 • FQB, Diese verschwindet, d. b. FQB ist eine Ge- 
rade, wenn 0 auf dem Kreise A^ Ag Ag liegt. Die Gleicbung X 2 XQ sin A^ 
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+ sin-lg "1“ ‘^ 1^2 sin ^3 = konstant stellt ferner einen mit dem 
umgeschriebenen konzentriscben Kreis dar (Nr. 97). 

Da sin-4i, sin ^2 7 sin-^dg den Langen Zg, Zg der Seiten des 
Koordinatendreiecks proportional sind, kann die Gleicbung des um- 
geschriebenen Kreises auck in der Form 

l^x^x^ + -f = 0 
gescbriebeii werden. 


303. Kegelsclmitte an drei Tangenten. Dual entspreckend 
mufi die Gleickung des einem Dreiseit mit den Ecken = 0, 
^^2 = 0, Wg = 0 eingescliriebenm Kegelscknittes in Linienkoordi- 
naten lauten 


(31) -f- = 0 oder -?i -|- ^ = 0. 

Ml Ua 

Die Gleickung des Scknittpunktes zweier Tangenten n/, ti/' ist 

(32) + -^,11. = 0. 


Fur zwei aufeinanderfolgende Tangenten u!' definiert sie 
den Berukrungspnnkt mit den Koordinaten 




/V, “'8 

Xo ■*“ 7a * 

8 3 ? 


die daker die Ortsgleickung erfiillen 

(33) {a^ Xi)i + (ffla aJa)^ + (a^ = 0 • 


In rationaler Form erkalten wir daker die Gleickung der 
dem Koordinatendreiseit eingesckriebenen Kegelschnitte: 

(34) 

— 2a2a^X2X^ — 2a^a^x^x^ — 2a^a^XiX2 = 0. 

Man kestatigt dies jdirekt dadurck, daB bei NTuUsetzen einer 
Veranderlicken die linke Seite der Gleickung ein voUstandiges 
Quadrat wird^ also a;, = 0 die Kurve in zusammenfallenden 
Punkten sckneidet. 

Sckreibt man die Gleichung in der Form von Nr. 291 

asXs(2aiXj^ + 2a^x^—a3Xs) =■ {a^Xj — a^x^y, 

SO erweisen sick x^^ 0 und 2a^x^-\- 2a2X2'— a^x^=^ 0 als 
Tangenten mit der Beriikrungssekne a^x^ -- a^x^ ^ 0 . Wir 
konnen also ebenso wie dort einen Parameter X durck a^x^ 
a^x^^ X* a^x^ einfiikren und erkalten 


(35) a^x^: — !)•: 4. 
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Unter den Kegelsclmitten dieses Systems sind ausge- 
zeiclinet die Schar der Parabeln®^) und die vier dem Dreiseit 
eingeschriebenen Kreise. 

B. 1) In dem umgeschriebenen Dreiseit ist 1 : % j 1 : ag | lia^ 
der Brianchonpunkt und + ^*2^2 "I" ^3^3 “ ^ dessen Hannoni- 
kale Oder die Pascalsche Gerade des Dreiseits (vgl. den ScliluB des 
Textes von Nr. 276 ). 

2) Die Gleichung der Sehne x/, x^' des eingeschriebenen Kegel- 
schnittes ist^®) 

y% { l/ajg'ajj" + } a?! + y’a2 { + V^s " } ^2 

+ V<h + ail = 0. 

3 ) Wie lautet die Gleiebnng des Kegelscbnittes, der fiinf Ge- 
raden iCj ~ 0 , rCg == 0 , iCg = 0 , Ucc^x. — 0 , Uci/x. = 0 berubrt? 

Sie ist + (^2^2)' + ^ 

mit den Bedingungen fiir a^i 


+ + % + 


+ 


A _ 


0 . 


Also ist 

0 . 4-) : (-4 - 4-) . 

1 3 3 \cc^aJ^ \a3a1 da CiJ \d^cc^ 02/ 

Insbesondere fur Sx^ = 0 und 2x^+ — iCs = 0 als vierte 

und funfte Tangente ist der Kegelscbnitt 


2(— + ais^ = 0. 

4) Die Gleichung des Kegelscbnittes , der die Seiten des Ko- 
ordinatendreiecks in ihren Mittelpunkten beriibrt, lautet in trime- 
trischen Normalkoordinaten 


aia;i)^+02^f2)*+a8^3)^-o. 

5) Die Gleichung des dem DreiecJc innerlich emgeschriehenen 
Kreises lautet in trimetrischen Normalkoordinaten 

cos-^-Ai*]/^ + cos-l-Ag-]/^ + cos Ag • l/rug = 0. 

Der Mittelpunkt des dem Koordinatendreieck eingeschriebenen 
Kreises hat die Koordinaten : gg : |g =** 1:1:1; andererseits hat 
der Mittelpunkt des Kegelschnitts + a^u^u^+ a^u^u^^ 0 

als Pol der unendlich fernen Geraden + ZgiCg H- ZgiTg = 0 die 

Koordinaten : |o : $3 — (^2^3"b ^3^2) • “f" ^1^3) * (<^1^2 H” ^2^1)* 

So ergibt sich 

: flg : Og = 1^ + 1^ + l^) : 7g(Zi — : \(l^ + ^2 ^ 
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nnd bei Einfiibrung von 2 Z =» Zj + Zg -f- folgt 

a, : a, : a, = 1,(1- 1,) : 1,(1 - I,) -.1,(1 - g = . 

‘2 ‘S *s ‘l h ‘2 

Mit Eiicksicht auf ^ ^ - nsw. hat man anch : ag : 

= cos^-|- : cos^ cos^-^-ig; nach (33) erhalt man daher als 
Gleichung des eingeschriebenen Kreises 

COS^JL^ •y^+ COS-^^2 •y^+ COS-^-^g -l/iCg = 0. 


Die Gleichung des in = 0 anBerlich beriihrenden Kreises 
geht aus der vorigen hervor, indem man das Yorzeichen von cc^ 
Sndert und dnrch ihre Supplemente ersetzt; sie lautet also 

Gos^A^-y(—Xj)+ sin^JLg- Yx^ + sin ^u4g • ]/^ = 0. 

6) Die Gleichung des eingeschriebenen Kreises entsteht fol- 
gendermaBen®'^) aus der des umgeschriebenen. 

Sind x^'— 0, x^ — 0, 0 die Seiten, A^' die 

Winkel desjenigen Dreiecks, das die Beruhrungspunkte des dem 
Koordinatendreiseit eingeschriebenen Kreises zu Ecken hat, so ist 
nach Nr. 302,3 die Gleichung dieses Ehreises x^' x^ ^inA^-^-x^' x^ ^mA^ 
+ x^x .2 ^mA^ = 0. Aber nach Nr. Ill lautet diese Gleichung, be- 
zogen auf die Dreiecke A^^A^' A^^ A^A^ A(^ A^A^A^ auch 
bez. xY ^ ~ it’g x^ bez. x^^ = ojg . Man beachte noch |- ( 1 80® — A-). 

304. Pleonastiselie Viererkoordinaten. Die Gleichung 
des einem Viereck umgeschriebenen Kegelschnittes (Nr. 279) 
gestattet, manche Probleme durch Beziehungen zwischen den 
Abstanden $. eines Punktes von den Seiten des Yierecks aus- 
zudriicken, wie die Beispiele 1 — 5 zeigen. 

Da zwischen irgend vier linearen Funktionen, die nach 
Teil I, Nr. 69 den eben erwahnten Abstanden proportional 
sind, eine lineare homogene Identitat (Nr. 67) besteht, sind 
die nicht unabMngige homogene Koordinaten, sondern durch 
eine Identitat untereinander verbundene Veranderliche. Sie 
bilden so ein erstes Beispiel fur pleonastische Koordinaten- 
systeme, d. h. fiir solche, die uberzahlige Yeranderliche ent- 
halten. Um die Yerwendung zu vereinfachen, nehmen wir 
x^, x^, x^y x^ als ein System von Viererlcoordinaten^) mit der 
symmetrischen Identitat 
( 36 ) ^ + ^4 = ^7 

d. h. die Gleichungen der aufeinander folgenden Seiten ah, ha, 
a'V, Va eines Yierecks soUen x^=^Q, 0 , 553 =*= 0 , 0 
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sein, wo aber in den geeignete konstante Faktoren implizite 
2 U denken sind. An die friiheren Dreieckskoordinaten (Nr. 88 ) 
knupft diese Anffassnng dadurch an, da 6 

die Einheitslinie im Fundamentaldreiecfc der iibrigen darstellt. 

Alle boraogenen Gleicbungen zwischen den vier a;/ konnen 
obne Ajxderung der Bedeutung dadnrcb umgefonnt werden, 
dafi man ein Yielfacbes einerPotenz der Koordinatensumme (36) 
hinzufugt. So ist die Gleicbnng einer beliebigen Geraden: 

(37) + Wg ^2 + ^ 

Oder 

(37 a) (ui — + (Wg — ii^)x 2 + (^^3 — = 0. 

Man erhalt fiir die Tangente im Pnnkte x- des Kegel- 
schnittes 0, indem man znerst dnrch Elimina- 

tion von auf Nr, 135 zuriickgebt, seblieBlicb die Gleicbung 

(38) x^x-^ + x^x^ — 4- = 0 

mit der Bedingung x^x^ — Tcx^x^ = 0, also dnrcb Elimina- 
tion von Jfc die Gleicbung der Tangente eines Punktes in bezug 

auf vier feste Pnnkte 3- — + 0. 

X^ Xq x^ 

Soil sie mit einer wiUkiirlicben Geraden (37) zusammen- 
fallen, so mu 6 

(?/l + Tv) (it 2 + lc)X 2 = (% + i')^3'== — 0^'4+ 0 

Oder konstant sein. Eliminiert man durcb 

(«a — M 4 ) * 2 ' = — K— “ 4 ) («3 — M 4 ) 

so liefert die Determinante der ersten drei Gleicbungen, fiir 
k und G als Unbekannte, nacb leicbten TJmforniungen 

(39) (u^ - u^) (mj — — (Ug — Wj) (Mg - Ml) => 0 

als die Gleicbung der bei- 
denGeraden, die dieBeriib- 
rungspunkte der beiden 
Kegelschnitte des Systems 
ah ah' (Pig. 36) in der 
Tangente mit demPunkte 
Cj dem Scbnittpunkt von 
x^^^O Oder ah und x^=-0 
Oder a'h'j verbinden. 



Fig. 36. 
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Man hat also den Satz: Wmn der ScTiniUpmU von zwei 
gemeinschaftlichen Sehnen zweier KegelschniUe mit den Beruh- 
rungsjgunMen einer gemeinschaftlichen Tangente durch Oeraden 
veriunden wird^ so enisteht ein harmonisches BUscheh Dies 
folgt auch ans dem Satze Ton der Involution in der Trans- 
versale eines Kegelschnittbuschels, wenn man das Sehnenpaar 
als einen seiner Kegelschnitte betrachtet (Nr. 289). 

Insbesondere ist die Tangente von — 0 im 
Puntte xf = iTg' = 0 durch x^ -f hx^ 0 ausgedrilckt und 
bildet also fiir — — 1 mit den anstoBenden Seiten und der 
Diagonale x^ + x^^^ 0 des Vierecks ein harmonisches Biischel. 
Den vier Geraden entsprechen daher in denOrdnungen^riargiCgiTij 
x^XqX^x^^, x^x^x^x^ die drei Kegelschnitte 

X-^X^ ”1” x^x^ = Oj x^x^ ”1“ x^x^ = 0^ x^x^ "t" x-j^x^ == 0 

als solche, deren Tangenten in den Ecken des Vierseits mit 
den Seiten und der Diagonale ein harmonisches Biischel bilden. 

B. l) Ort der Mittelpunkte der Kegelschnitte einer Schar.^‘) 
Es seien — (iccosa^.H- 2 /sina^. — p^) = 0, i «= 1, 2, 3, 4 die 

Normalgleichungen der gemeinsamen Tangenten in rechtwinkligen 
Koordinaten, und S’ sei der Winkel der Hauptachse eines der Kegel- 
schnitte gegen die £C-Achse. Alsdann sind '^) i==l, 2, 3, 4 

die Winkel der Hauptachse gegen die Lote der Tangenten. Bedeuten 
die in s^ enthaltenen a; | ^ die Koordinaten des Mittelpunktes, so ist 
nach Nr, 167, 1 

sf= a^cos^(a ^ — S) + &^sin^(£L\ — S), 

— (a^ cos^ 'd’ + sin^'d') cos^ + 2 (a^ — cos -d* sin '9* cos a^. sin a. 
-t- (a^ sin^ S -\-b^ cos^ '9’) sin^ a., 

Yier Gleichungen dieser Form erlauben die Elimination der 
Unbekannten b^, oder der Aggregate 

a® cos^'9' + b^ Sind'S*, (a^ — b^) cosS siu'd’, a® sin^'9’ + b^ cos^S. 

Das Eliminationsergebnis ist 



i o 2 

COS^Of^, 

cos % sin CC^ , 

sin^c^j ! 



SaS 

COS^Ofgi 

COS ^2 sin ofg , 

> 9 ^ 

sin'ofg 

=-0, 


Ss^ 

COS^CCg, 

cos 0:3 sin ccg , 

sin^cfg 



COS^OC^^, 

008^4 sin 0:4, 

sin® 0:4 


toder entwickelt 


+ 4 “ 

4 ^ 4 ^= 0 

fiir A- als be- 

Salmon-r’ie 

dier. 

anaL Geom. d. 

Segelsclm. II. 7 .. 

A.ufl. 

8 
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tannte Konstanten. Diese Gleichung ist aber nur scheinbar vom 
zweiten Grade; denn die 5 / geben entwickelt als Koeffizienten von 
^ die cos^o:^., so daB, weil diese mit einer Spalte der Detenninante 
libereinstimmen, der Faktor von verschwindet. Anf analogeWeise 
verschwinden die Koeffizienten von xy und 2/^ Der gesuchte Ort 
ist daher eine Gerade (S. 34). 

Dire geometrische Bestimmnng h*4ngt von dem Umstande ab^ 
daB die Polare eines beliebigen Punktes in bezug anf irgend einen 
Kegelschnitt ^ 0 durch B^s^s{ 

+ 0 dargestellt wird (vgl. Nr. 307) 

und somit die Polare von 5^^ | durch .93 j geht. Wenn aber, wie 
im jetzt vorliegenden Palle, ein Kegelschnitt durch das Verschwinden 
der hochsten Glieder seiner Gleichung in eine Gerade iibergeht, so 
ist die Polare eines Punktes eine zu ihr parallele Gerade in der 
doppelten Entfemung von dem Punkte (Nr. 137). Die durch die 
erhitene Gleichung dargestellte Gerade halbiert daher dieVerbin- 
dungslinien der Punktepaare ^21-^45 ^ 1 ^ 4 ^ 

Wenn umgekehrt in irgend einer Form die Gleichungen « 0 
von vier Geraden gegeben sind, so kann die Verbindungslinie der 
Mittelpunkte der Diagonalen ihres Vierseits zumeist am leichtesten 
gebildet werden, indem man die Konstanten so bestimmt, daB* 
AiSj^ + A252^ + A^8^ + -^ 4 ^ 4 ^~ ^ Gerade darstellt. 

2) Die Mittelpunkte aller einem Dreiseit eingeschriebenen 
Kegelschnitte, fiir die die Summe der Quadrate der Halbachsen kon- 
stant, etwa gleich ist, liegen auf einem Kreis."^®) 

Mit drei Gleichungen der Seiten des Dreiseits von der Form 
derjenigen in 1) ist 

a® + =* (a^ cos^'0' + sin^'9’) + [a^ sin^'B' + cos® •B) 

als vierte zu verbinden; das Ergebnis der Elimination ist 


^ 1 * 

cos®cfi 

cos sin ccj. 

sin^oTi 


cos^n'o 

coscTg sinoTg 

sin®£^g 


cos®«s 

costtg sinc3 

sin®c^3 

7.2 

1 

0 

1 



Oder B^ + B^s^^ + ^9353® + — 0 . 

Man erkennt wie in 1), dafi der Koeffizient von xy ver- 
sehwindet, und daB die Koeffizienten von x^ und einander gleich 
sind. Der Ort ist somit ein Kreis. Wenn aber die Gleichung B^s^ 
+ + B^s^^ 0 einen Kreis darstellt, bezogen auf ein Polar- 

dreieck, dessenHohenschnittpunkt seinMittelpunkt ist (vgl. Nr. 299, l), 
so stellt die zuvor abgeleitete Gleichung einen Kreis dar, dessert 
Mittelpunkt der Hohenschnittpunkt des Tangentendreiseits ist. 
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3) Jeder Kegelschnitt, der zwei von den Diagonalen eines 
Vierseits liannonisch teilt, teilt aucli die dritte so. 

Sind die linken Seiten der Gleichungen der vier Geraden, 
so ist 0 die Gleicliting eines Kegelsclinittes, for den die 

Polare eines beliebigen Punktes in der Form SA^s^s.'= 0 erscbeint. 
Die Polare von j Sg geht also dnrcb oder die Gegenecken- 

paare des Vierseits ^^SgSgS^ sind durcb den fraglichen Kegelscbnitt 
barmoniscb getrennt.'^^) 

Durcb Verfugung fiber die Kon^tanten kann ein Kegelscbnitt 
dieser Art durcb drei beliebige Punkte gelegt werden. Wenn durcb 
besondere Wabl derselben drei Punkte der barmoniscb konjugierten 
Paare der Diagonalen in eine Gerade ^7^ — 0 fallen, so liegen die 
andem in einer Geraden E 2 = 0 ^ so dafi E^E 2 ist. Liegen 

jene Punkte unendlicb fern, so sind diese die Mitten der Diagonalen. 

4) Die Mittelpunkte der beiden in einer Kegelscbnittschar be- 
findlicben gleicbseitigen Hyperbeln sind die Scbnittpunkte der in 
l) gefundenen Mittelpunktgeraden mit den vier Kreisen, von denen 
je einer eines der vier durcb drei Grundtangenten der Scbar be- 
stimmten Dreiecke zum Polardreieck bat. Die Mittelpunkte dieser 
vier Bjreise sind nacb Kr. 113 die Hdbenscbnittpunkte dieser Drei- 
ecke und liegen nacb Nr. 213, 1 auf der Leitlinie der einen in der 
Scbar befindlicben ParabeL 

tiber die Mittelpunkte der gleicbseitigen Hyperbeln, die ein 
gegebenes Dreieck zum Polardreieck baben, vgl. Nr. 165, 3. 

5) Ort der Brennpunkte der Kegelscbnitte eines Bfiscbels. 

Die Entfemung r. eines der vier Grundpunkte A, (7, D 

Ton einem Brennpunkte genfigt nacb Nr. 183 der Gleicbung r.— ax. 
+ + c (? = 1, 2, 3, 4), und durcb Elimination von A^ B, C 

aus diesen vier Gleicbuugen ergibt sicb 

i»'i Vi 1 

rg X 3 ^ =0 

^8 Vi ^ 

^4 *4 Vi 1 

Oder durcb Entwickelung Lr^ -f- Mr 2 ~{-Nr^+ Pr^ = 0. Mit Efick- 
sicbt auf die geometriscbe Bedeutung der Werte von X, AT, JV, P 
(Nr. 7), erbalt man den Satz^^) 

OA • BCD + 00 • ABD - OB • ACD + OD • ABO 

fur 0 als den Brennpunkt und BCD^ usw, als Flacbeninbalt des 
Dreiecks der Punkte B^ 0^ D usw. Man erkennt so, daB X -f JZ 
+ + P =* 0 sein muB. Substituiert man fiir die r. ibre Werte 

8 * 
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so tommt durch die Entfemung der Wurzel- 
groBen die Gleichung des Ortes auf den sechsten Grad (Nr. 300, 7). 

6 ) Liegen die Gnmdptmkte des Buschels in einem Kreise, so 
daB nacli Nr. 99 

L = 0 

ist, so zerfallt der Ort der Brennpunkte in zwei Kurven dritter 
Ordnnng^®). Denn dann ist 

. {L + M){W + = (-^ + 

und (iri + = (Nr^ + P»•J^ 

woraus durch Subtraktion — rj)® == J 7 P(r 3 — rj* hervor- 

geht, nnd diese Gleickung zerfallt offenkar in Eaktoren. Jeder 
Eaktor liefert mit 

Lr^ + Mr^+Nr^ + Fr^^O 


yerbunden ein Ergebnis von der Form + Igrg = 0 mit 

+ ^2 + ^ das eine Kurve dritter Ordnung darstellt. 

7) Man zeige, daB die nacbstebend genannten Geraden yon 
Fig. 36 die beigefagten Gleicbxmgen baben: 


aa':^zij+ir 3=«0 Oder a;i+ 2 : 4 = 0: c'O i» 4 = 0; 

5 &';%+a? 3«0 Oder rrg+ic^^O; ir 2 = 0; V 

cc Oder d Aix^—x^^O, 

Daber scbneiden sich a A und 5P in c'C7; IB und cC m dA; cC 
und a A in &'P; dA und b'B in c C. 

8) Die Tangenten der durch den Punkt P Oder x^ gehenden 
Kegelschnitte der Biiscbel mit den Grundpunkten abah' bez. 
bb' ec sind 




- 0, 

o* ~ 


-5s 4 . ^ 

ajs' 


0 ; 


sie bilden mit den Geraden 




’ 


_53 _ ^ _ 0 

xJ x,' 


ein hannonisches Busehel, d. h. mit den Geraden P&, Fb\ 

9) Gegeben seien die beiden Kegelschnitte x^x^— lox^x^^ 0 
und x^x^ — Ix^x^^^ 0 , die sich in yier reellen Punkfcen schneiden. 
Ist x[ der Berubrungspunkt des zweiten Kegels chnittes mit einer 
gemeinschaftlichen Tangente beider Kegelschnitte, so beruhrt die 

Gerade ~ ^ = 0 den ersten Kegelschnitt, und die 

x^ x^ 

Beziehung 2 ?a;^= 0 bestimmt den Beriihrungspunkt, indem man 
zunachst a?g und x^ aus den beiden letzten Gleichungen und aus 
eliminiert. Dies ergibt 
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^ ^ 

1 

Xi' a:/’ 


0 , 


Xj 5 

1, 


und nun ist noch die Diskriminante dieser Gleichung zu bilden: 

(I"' - ^ + i;') 

Ix^x^ in 


die mit Hilfe von 


Oder in 


4 U{x^ + = { Xifa:/ — * 3 ') — ? (* 3 ' — a-/) } ^ 


— x-s + xl — ajj')® = { 'k{x^ — iKj') + \{xl — aJj') } ® 

umgeformt werden kann, und diese letzte Gleicbung laBt sicb er- 
setzen durch 

A: (a?/ — x{f— l(x^ — = 0. 

Hiernacb liegeu die vier Punkte xf in zwei Geraden, die durch 
den Schnittpunkt von = % und x^ — x^ gehen und mit diesen 
ein harmonisohes Biischel bilden, oder nach 7) in zwei Geraden 
durch (7, die mit cO und o G ein harmonisches Biischel bilden. 
Bieselbe Gleichung erhSlt aber auch die Form 

lc{x^ — iCsy — l{^x^' + x^' + x{f = 0 
Oder 'k{x^ — + A:lx^xl ~ ^ 

Oder ^{x^ — x^'Y + ~~ + ^zY ~ ^ 


und zeigt, daB die vier Punkte x' in zwei Geraden aus dem Punkte 
% =* 0 , x^ = 0 Oder c liegen ; sie liegen nach der Symmetrie der 
Gleichungen auch in zwei Geraden aus c, 

Man hat also den Satz: Wenn die vier dem einen Kegelschnitt an- 
gehorigen Beriihrungspunkte der gemeinschaftlichen Tangenten eines 
Paares von Kegelschnitten, die sich in reeUen Punkten schneiden, 
durch sechs Geraden verbunden werden, so fallen ihre drei Schnitt- 
punkte mit den Schnittpunkten der drei Paare gemeinsamer Sehnen 
zusammen. 

10) Der Kegelschnitt xY+ 0 hat mit den drei 

Kegelschnitten je eine doppelte Beruhrung, die zu den durch vier 
Geraden bestimmten Vierecken ahaVa^ ath'aa midiah'ba a derart 
gehSren, daB die Tangenten in den Ecken die vierten harmoni- 
scKen Geraden zu den beiden Seiten und der betreffenden Diagonale 
bilden, und zwar sind die Beruhrungssehnen die Diagonalen des 
Yierecks. 

Der Kegelschnitt x^ + + x^ + x^^ 0 kann auch durch 
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+ + dargestellt werden, weil 

(oJi + Xg + rcg 4- = 0 subtrahiert werden kann. 

Diese Form ist aber mit x^x^ *1“ + ip-i + ~ 0 

Oder mit + x^x^ — (x^ + 0 aqtdvalent und zeigt, dafi 

der betracbtete Kegelscbnitt mit x^x^-\- x-^x^^ 0 in der Geraden 
-[- iCg = 0 eine doppelte Berdbrung bat. Ebenso ergeben sicb als 
mit der obigen Grundform aquivalente Formen: 

x^x^ + — {x^ + = 0 und x^x^ + x^x^ — (x^ + = 0 . 

11) Die zwSlf Kegelscbnitte 

= V==^3^si V = 

x^==x^x^, x^^x^x^, x^=^x^x^ 

entbalten je drei Punkte des Vierecks, beriibren zu zweien in jedem 
dieser Punkte die Nacbbarseiten des Vierecks und geben zu dreien 
durcb die acbt Punkte, die die Seiten des Vierecks mit dem Kegel- 
scbnitt Sx^ = 0 gemein baben. Die Seite 0/4=0 scbneidet diesen 
in Punkten, fur die zugleicb 0?!+ 012+ 073= 0 und OJg 073+ ojg 074 + x^ o?g= 0 
ist, die also den Gleicbungen x^^x^x^^ ^s^=‘^3iCi5 x^=^x^x^ ent- 
sprecben. 

12) Die Gleiebung des Kegelscbnittes, der die vier Funda- 

mentallinien und die Gerade <*4^4“ ^ 

inibrt, ist^^) 

(«i-a4?(«8— «i)*(^a;4+%%) + (az— «4?(«3 — %y(^»2a:*+«3«i) 

4- (as — »4)*(ai — as)'(«>3^i+ * 1 ^ 2 ) = 0. 

Setzen wir or^, ag, fiir {a^— ^s), usw. und beriicksicb- 

tigen «! + «2 + ofg == 0 , so erbalten die Berubrungspunkte der vier 
Fundamentallinien die Koordinaten 

Die Koordinaten des Beriibrungspunktes mit der Geraden sind 
% = (<^2 ~^ 3)(®2 ~ <^4) (^3 ”■ ^4)? ^2 ~ {^'3 “ %)(% — ^4) (<^i <^4) ? 

Xg = («! — rtg) (flj — 0 J (ag — a J = (ttg — Oj) (oj — dj^) (o^ — a^) . 



Siebenzelintes KapiteL 

Die allgemeine homogene Gleiclnmg zweiten Griades. 

305. Die aUgemeine Gleielmng in projektiven Koordi* 
naten. Im 8. Kapitel wurde gezeigt, in welcher Weise die 
allgemeine Grleicliiing einer Kurve zweiten Grades in recht- 
winkligen oder scliiefwinldigen Parallelkoordinaten in gewisse 
einfachej durcli die Gattung der Kurve bestimmte Normal- 
form en iibergefuiirt werden kann, und es wurden Kriterien 
abgeleitet, mit deren Hilfe sicb leicbt entscbeiden laBt, welcber 
Gattung der durch ein beliebig gegebenes Beispiel der Glei- 
cbung zweiten- Grades dargestellte Kegelschnitt angehort. 

Bei den folgenden Betracbtungen soil nun vorausgesetzt 
werden, dafi die Gleicbung der Kurve in projeTdwm Dreiecks- 
Jcoordinaten Xq (vgl. Nr. 87) vorliege. Sie hat alsdann 

die Gestalt == 0 oder 

. (1) f(Xi, aij, sc^) = ail®!* + 

+ 2a2^X2X^’^ 2a^^x-^x^^ 0 . 

Statt f{x^j x^y x^) wird im Folgenden haufig f(Xy x) gesetzt, 
wobei das doppelte x anzeigen soil, daB (1) in den x vom 
zweiten Grade ist. 

Wie bei ParaUelkoordinaten enthalt auch jetzt die Glei- 
chung der Kurve fiinf undbhdngige Konstanten^ diese lassen 
sich daher so bestimmen, daB die Kurve (1) durch fiinf ge- 
gebene Punkte geht und also mit einem beliebigen gegebenen 
Kegelschnitt zusammenfallt 

Die Gleichung (1) enthalt die Gleichung in Parallel- 
koordinaten als einen besonderen Fall, den wir erhalten, wenn 
wir x-^ und x^ durch x und y ersetzen und die Seite x^^O 
des Koordinatendreiecks (Fundamentaldreiecks) im Unendlichen, 
d. h. x^ = ly annehmen (Nr. 76). 
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Andererseits kann die dual entsprechende Grleicliung 

= A 22 % '+ ^S3 2 ^23 ^^2 2 ^31 % ^1 + ^ -^12 % ^2= 

in projektiven Linienkoordinaten jeden beliebigen nicht z€ 
fallenden Kegelscbnitt darstellen^ weil sie fiir funf willkurli< 
gewablte Tangenten eines solcben erfuUt werden kann. Wei 
die duale Deutung im folgenden der Kiirze wegen znmei 
nnterlassen ist, so soUte sicb der Leser docb diese Ubertragui 
zur selbstverstandlicben Grewobnheit machen. 

tJberbaupt kann jede Knrve von einer gegebenen Oi 
nung mit Hilfe einer bomogenen Funktion von demselbi 
Grade in ^3 dargestellt werden; denn man erken 

leicbt, dafi die Zahl der Glieder in der vollstandigen Gleicbm 
Grades zwiscben zwei Unbekannten iibereinstimmt n 
der Zahl der Glieder in der bomogenen Gleicbnng Grad 
zwiscben drei Veranderlicben. Diese beiden Gleicbnngen si] 
gleicb fahig, irgend eine besondere Knrve darzustellen, 
sie dieselbe Zabl von Konstanten entbalten. 

306. Tangente, Da die Koordinaten irgend eines in d 
Verbindnngsgeraden von 

liegenden Pnnktes von der Form lxl-\-mx” sind (Nr. 7! 
so konnen die Punkte, in denen jene Gerade irgend ei 
Knrve schneidet, dadnrcb bestimmt werden, dafi man die 
Werte an SteUe der Veranderlicben in ihre Gleicbnng ei 
setzt nnd die ans der so erbaltenen Gleicbnng entspringend* 
Werte des Verhaltnisses I : m ermittelt. 

So werden (vgl. Nr. 132) die Scbnittpnnkte jener G 
raden mit dem Kegelscbnitt f{x^j x^, x^ = 0 dnrcb die qn 
dratiscbe Gleicbung^^) 

“ 22 ^ 2 '*+ a8a»3'®+ 2a2s»2'«s'+ +2ai3«i'® 

-{- d^^X^ X^ “I” ^33^3 ^3 "H ^ 23(^2 ^8 “J” ^2 

+«si(“^3V+i»3'X0 

+ 033*3"^ 2ajsa:g"a:s" + 2 a 3 i® 8 'V'+ = 0 

bestimmt, die wir mit leicbt verstandlicben Abknrzungen 
der Form schreiben woUen 

(2) Pf(x\ x') + 2 lmf(x', x") + m^f(x'\ x") ^ 0. 

Liegt der Pnnkt P' auf der Knrve, so verscbwind 
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fix, x'), und die quadratische Grleichung geht in eine lineare 
liber. Ihre Auflosung fur I — fix", x") : 2 fix, x") gibt 
fiir die Koordinaten des Punktes, in dem der Kegelscbnitt 
durcb die Grerade von einem seiner Punkte P' nacb einem 
wiUkiirlich anBer ibm gewahlten Punkte P" gescbnitten wird^ 
die Werte fix", x")xf—2fix\ x")xf. Diese reduzieren sicb 
auf a?/ selbst, sobald fix', x") = 0 ist. Wenn also die Ko- 
ordinaten x^^xl' die Gleichung 

(3) fix, X') = a^^X^xf 4- 

-h ^23 (^2 <+<^ 3 ) + %l(^3<+<^l) + ^ 0 

erfiillen, so schneidet die Verbindungsgerade der Punkte P' 
und P" die Kurve in zwei in P' zusammenfallenden Punkten, 
Oder mit andem Worten, der Punkt P" liegt in der Tangente 
des Eegelschnittes im Punkte P'. Somit ist fix, a;') = 0 die 
Gleichung der Tangente des Kegelschnittes. 

307. Polare. Auf Grrund der voUsfandigen Symmetrie der 
Gleicbung (3) nacb den GroBen a^^-und x/ erkennen wir (Nr. 134), 
daB diese Gleicbung die Polare des PmMes P' darstellt, so- 
bald dieser nicM in der Kurve liegt. Wir konnen den nam- 
Kcben ScbluB aus der Bemerkung begrunden, daB fix',x")^0 
die Bedingung ausdriiekt, unter der die Verbindungsgerade 
der Punkte P' und P" durcb die Kurve barmoniscb ge- 
teilt wird. 

Die Gleicbung der Polare des Punktes P' kann, wenn 
wieder die Verabredung a^j^^ getroffen wird, in der Form 
(3 a) X-y (^ 11^1 4" <^ 12^2 "1“ ^13 ^s) "t" ^2 (^ 21^1 ^ 22^2 ^ 28 ^ 3 ) 

4- + ^32^2 + ^ 3 ^ 3 ) 0 

gescbrieben werden. Der bier auftretende trinomiscbe Paktor 
von Xi ist aber je die Halfte naoh x. ge- 

nommenen Ableitung der linken Seite der Gleicbung (1) des 
Kegelscbnittes. So gebt (3) iiber in 

(4) fix, X) = 2jXi /i “ /i + ^2 /2 "I" ^3 /s “ 

Insbesondere ist fur x^'^ 0, x/^ 0 die Polare der Ecke des 
Koordinatendreiecks 1 0 1 0) durcb dargestellt*), 

*) Die im FaUe a^i=j=0 gestattete Darstellimg von f(x, a;) = 0 
in der Form 
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die Gleichung der Polare der Ecke wird also gebildet, 
indem man die nach genommene Ableitung der linken 
Seite der Gleichung des Kegelschnittes gleich Null setzt. 

Da die Gleichung der Polare bei der Vertauschung der 
mit den x! ungeandert bleibt^ so kann sie auch in der 
Form geschrieben werden 
(5) ^) = (^11^1 "1“ ^12^2 “h ^13^3 ) 

“T ^ 22^2 ^ 28^3 ) "P ^ 82^2 "P ^ 88^3 } ^ ^ • 

Diese Vertauschbarkeit der x^ und x! begriindet aber die 
Satze Ton Nr. 135. Wir konnen die f! geradezu als die Linien- 
koordinaten der Polare yon P' nehmen. 


B, l) Perspektive Lage der polar-konjugierten Dreiecke. 

Dem Fundamentaldreieck = 0, a? 3 == 0 ist polar- 

konjugiert das Dreieck 0, 0, Die Verbindungs- 

linien entsprechender Ecken sind 

<^ 31 / 2 ^ Schnittpunifee entsprechender Seiten haben 

die Gleichungen a 3 it< 2 ~ai 2 'M 3 «= 0 , aigWg — , 
(Nr. 67, 4 ). 

2 ) Ein Polardreieck P'P"P'" ist bestimmt durch x^\ x^'\ 

x^\ x^\ fljg" (Nr. 136) vermoge x^'f^ ^ — x^'f^ — x^'f/ und 

V': ^ 3 "'^ /*/'/■') : : (A' f,' . 

308. Diskrtminante. Wenn eine Kurve zweiter Ordnung 

O 

in ein Geradenpaar ausartet, geht nach Nr. 137 die Polare 
eines jeden Punktes ihrer Ebene durch den Schnittpunkt S 
der beiden Geraden. Wenn daher die allgemeine Gleichung 
f{Xj x)=^Q ein Geradenpaar darstellt, sind die Polaren der 
Pundamentalpunkte 1|0|0, 0il|0, OjO|l bez. == 0, 
Oder 


(6) ^'12^2 d” ^18^3 ^' 21^1 ^22^2 "h ^ 

1 ^31^1 d” ^32^2 “h ^83^3 ~ 

drei Geraden durch einen Punkt. Indem wir ahnlich wie in 
Nr. 37 aus diesen drei Gleichungen x^f x^^ Xg eliminieren, er- 
gibt sich als Bedingung dafur, daB die Gleichung f(x, x)=-0 


+ («11«SS 

in der die letzten drei Glieder durch ihr Verschwinden zwei Geraden 
durch ^ darstellen, gibt auch (Nr. 268) + a,,Xs -= 0 als 

die Polare yon und begrundet damit ihrerseits das Polgende. 
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ein Greradenpaar darstellt, das Yerscliwindeii der aus den 
gebildeten Determinante dritten Grades A, also dieselbe Be- 
dingung, die schon bei Parallelkoordinaten in Nr. 62 gefunden 
wurde. 

Auch im Folgenden werden wir die Unterdeterminanten 
von A stets mit A^j^ bezeichnen. Es sei daran erinnert, da6 
die ans den gebildete symmetrische Determinante den 
Wert A^ und ihre Unterdeterminanten die Werte Aa^^ 
erhalten (vgl. Teil 1, S. 81 und 284). Die Koordinaten des 
Doppelpunktes des Geradenpaares f(x, x) = 0 lauten dann 
wie in Nr. 138 

x^' : = Aj-j : A^^ : A^^ (i == 1 oder 2 oder 3). 

309. Tangentialgleiclinng. Die Auflosung linearer Glei- 
chungen wenden wir ferner an auf die Frage nach der Be- 
stimmung der Koordinaten des Boles einer Get'aden w. oder 
u^x^-\-U 2 X^ + UgX^==0 in bezug auf den Kegelscbnitt f(Xj a?) = 0. 
Sind x! die gesuchten Koordinaten, so gelten die drei linearen 
Gleichungen 

(7) /5l = W'l, 

Dureh Auflosung von (7) nach x- erhalt man 

I Ax^ — A^^u^ + AjgMg + Ai^u^y 

(8) I AX^ = - 4.12 + ^22^2 + - 423 ^ 3 , 

1 Ax^^ = AigWi + A23W2 + 4.33^3. 

Die Koordinaten des Poles sind also stets reell, wenn die 
Gerade es ist, und umgekehrt; sie sind vollig bestimmt, so 
lange -4 + 0 ist. 

Da insbesondere der Pol einer Tangente des Kegel- 
schnittes ihr Beruhrungspunkt, also ein Punkt dieser Tangente 
selbst ist, erhalten wir durch Einsetzen der Koordinaten- 
werte a?/ an Stelle der Veranderlichen x^ in die Gleichung 
der Geraden die Bedingung, unter der im Falle -4+0 die 
Gerade den durch die aUgemeine Gleichung (1) dargestellten 
Kegelschnitt beriihrt, namlich 

(9) + ^22 
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die G-lekhung F(u^, = 0 dee KegelschniUes in Linien- 

JiOordinaten- 

Wir erinnem daraoi, dafi diese Gleickting, falls f(Xy 
ein Geradenpaar ist, dessen Sclmittpimkt doppelt zahlend dar- 
stellt; im Falle einer Doppelgeraden verschwindet (9) iden- 
tisch (vgl. Teil 1, S. 307). 

Die Tangentialgleicliiing (9) kann natiirlicli auch in ana- 
loger Weise wie in Nr. 149 abgeleitet werden. Man erbalt 
sie alsdann in der Form einer gleich. Null gesetzten sym- 
metriscben Determinante 

^11 ^12 ^13 % 

^21 ^22 ^23 ^2 _ Q 

^31 ^32 ^33 % ^ 

j % Wg Wg 0 

die aus der Diskriminante A durcli „Raiidern^^ mit den Linien- 
koordinaten Wg, Wg hervorgelit. 

Die Bedingung, unter der sich. zwei Geraden und v 
auf dem Kegelsclmitt f(Xy x) ^0 schneiden, wird offenbar 

( 11 ) — + • • 

wobei sicb die durch Punkte angedeuteten Glieder aus dem 
vorbergebenden Gliede durcb zjldiscbe Vertauscbung der In- 
dizes ergeben. Die Gleicbung (11) laBt sicb aucb in der 
Form schreiben: 

^11 ^12 ^13 

^22 %3 ^2 ^2 

( 11 a ) tigj CZq 2 ^38 ^8 '^3 “ 0 . 

Wg 0 0 

V2 Vg 0 0 

Werden u^y u^, Ug als Koordinaten irgend einer Geraden 
betraebtet, so stellt diese Gleicbung in Linienkoordinaten w. 
das Paar der Schnittpunkte einer gegebenen Geraden 
mit dem Kegelscbnitte (1) dar. 

Dual zu (3 a) und (4) folgt, dafi die Koordinaten des Pols 
der Geraden %=0 in bezug auf den Kegelscbnitt 


(10) F(tl^y U^y ^^s) = F(Uy 'll) 
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( 12 ) g)(Uy u) = 

+ 2CC^^U^U^ + + 2cCisU^U^ + 2cC23U2^i3 + == 0 

dnrcli die Ausdrucke gegeben sind, die man erbalt, 

wenn man in den partiellen Dififerentialquotienten von (12) 
nach den die GrroBen % durch v^, ersetzt. 

Irgend ein Strabl des dnrcb zwei Geraden ~ 0 nnd 
bestimmten Biisehels bat Koordinaten von der Form 
XUi+ [iv^] daher ist g){Xui + + IU3 + ^0 

die Bedingung dafiir, daB dieser Strabl eine Tangente des 
K^elscbnitts (12) sei. Die Entwickelnng nacb Potenzen von 
A und ^ ergibt: 

(13) X^(p(Uy u) + 2X^(p(u, v) + ^^<p(Py «?) == 0 wobei 

(14) q)(u, v) = + cci2^2 + 

+ («21^'l + ^2 '^‘2 ^23 ^3) ^2 (^31^1 + ®^32^2 + ^33 '^‘3)% * 

Hier ist q)(u, v) =- 0 die Bedingung dafiir, daB zwei Geraden 
und V. in bezug auf den Kegelscbnitt (12) konjugierte Po- 
laren seien, und bei veranderbeben Linienkoordinaten ist 
(14) die Gleicbung des Poles der Geraden in bezug auf (12). 
Vgl. aucb Nr. 132 und 134. 

B. 1 ) Man soil die Koordinaten des Poles der Geraden in 
bezug auf den Kegelscbnitt (uja^)^ + {(^2^2)^ + ~ G be- 

stimmen. In diesem Falls ist naeb Nr. 303 die Tangentialgleicbimg: 

^1^2 ^8 + ^' 2 '^' 3 % + 0 ; 

die Koordinaten des Poles sind also 

Vl = ^2^3 + ^'2 = ^3^1 + Vz = %^2 + ®2^1- 

2 ) Den Ort des Poles der Geraden in bezug auf einen Kegel - 
scbnitt zu bestimmen, fur den drei Tangenten und eine andere Be- 
dingung gegeben sind.'^^J 

Wenn wir die ScbluB-Gleicbungen von 1 ) nacb Ug, auf- 
losen, so finden wir Ug, den GroBen 
^2(^3% + — *’22/2)> + ®22'2— ^•’3 2 's) proportional. 

Die gegebene Gleicbung bezeicbnet aber einen Kegelscbnitt, 
der die drei Pundamentalbnien = 0 , a;2==0, ber'ubrt; 

eine vierte Bedingung, der der Kegelscbnitt geniigen muB, begrtodet 
eine weitere Beziebung zwiscben «2? ^3? dnrcb Einsetzen 

der eben angegebenen Werte die Gleicbung des Ortes bervorgebt, 
den der Pol von bescbreibt. TrSgt man for die Seitenlangen 
des Fundamentaldreiecks ein, so erbalt man in derselben Gleicbung 
den Ort des Mittelpunktes in Normalkoordinaten. So scblieBen wir 
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aus dem Nachweis, daB der Kegelschnitt die Gerade beruhrt, 
wenn =* 0, daB der Ort des Pols der Geraden in bezug 

atif den die m&r Geraden — 0, 0, 0 : 3 =* 0, 2WfX^= 0 be- 

ruhrenden Kegelschnitt die durch 

iCj * u '2 Ws 

dargestellte Gerade ist (Nr. 304, 1 fiir den Fall des Mittelpun3d:es). 
In dieser Gleichung sind die fruheren durch die ersetzt. 

Oder, weD der Kegelschnitt durch den Punkt y^ geht, wenn 
die Bedingung .S]/(a,-2/£) == 0 erfuUt ist, so ist der Ort des Poles 
der Geraden in bezug auf die Kegelschnitte, die die Geraden 
3:2 ^3=0 beruhren und den Punkt y^ enthalten, 

durch 

{ + ^‘s^s — ^ + ®i®i — i 

+ 1 ‘OiVi (®1 + «’2iC2 — ®S } ^ = 0 

ausgedruckt. Dieser Ort ist also ein Kegelschnitt, der die Geraden 

^ 2^2 + ^ 3 ^ 8 — = 0 
beruhrt. Wenn man den Ort des Mittelpunktes sucht, d. h. bei 
Nonnalkoordinaten die durch die \ ersetzt, so sind diese drei 
Geraden die Verbindungsgeraden der Mittelpunkte der Seiten des 
von iCj == 0, a ?2 = 0, 0:3 = 0 gebildeten Dreiecks. 

3) Man soil die Koordinaten des Pols der Geraden v. in bezug 
auf den durch die Fundamentalpunkte gehenden Kegelschnitt aggCCgiCj 
+ «31 + ^ 12 ^ 1^2 ~ ^ bestimmen. 

Nach (30) in Nr. 302 ist die Tangentialgleichung 

<hs^i+ asi*“ 2 *+ ® 12 *«S®— 2 asiai 2 M 2 «<g — 2 aija 2 sM 8 i<i 
’ — 2a5,sa3i«iMj= 0; 

die Koordinaten des Poles sind daher 

Vl ~ % 8 (^ 2 S^l ^31^ 2 ^ ^31 (%1 ^2 ^12 “^3 ^23 

^3 ~ (^12^3 ^28^1 ^ 31 ^ 2 )* 

Man hat also 

“f" ^ 12^2 ~ ^ ^23 ®31 ^2 9 

und ebenso 

^3^8 ~ ^^23 ^31 ^ 12 '^2 7 %82^2 “f" ^31^1 ~ ^ ^23 ^81^2 ^8 J 

und findet wie in 2 ) a 23 , agj, bez. proportional zu 

yi(®sy»+®3%— 

Da aun. die Bediagnng, unter der ein dem Dreieck ajj = 0, jTj = 0, 
aig = 0 mngeschriebener Kegelschnitt durch einen vierten Punkt 
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bindurchgeht, durch — , + ^ = 0 dargestellt wird, so ist 

Xg Xq 

der Ort des Poles von in bezng anf einen durch vier Punkte ge- 
henden Kegelsehnitt; 

(t'2 a-j + a-j — V, Xj) + (1^3 ajj + a;i — ajj) 

+ ^ (*'1% + «'2«s! - Vs) = 0. 

Piir den Ort des Mittelpunktes ergibt sich daraus ein durch die Seiten- 
mitten des Fundamentaldreiecks gehender Kegelsehnitt (Nr. 287, 9). 

Die Bedingung, unter der der Kegelsehnitt eine Gerade a^x^ 
+ agOTg + ^ 2^8 “ ^ beriihrt, liefert den Ort des Poles der Geraden 
in bezug auf einen durch die drei Fundamentalpunkte gehenden 
und jene Gerade beriihrenden Kegelsehnitt als 

{aia!i(v^x^+ VgXi; - ■yia;i)}^+ { ajarj (a^garj + v^x^— 

4- {a3a;s(i;ia;i + «'2«2 - = 0- 

Dieser Ort ist im allgemeinen eine Kurve vierter Ordnung.^*^) 

4) Man beweise folgende Satze: Wenn zwei Kegelschnitte mit 
einem dritten Kegelsehnitt in doppelter Beriihrung sind, so liegen 
die Schnittpunkte der gemeinschaftlichen Tangenten mit den Polen 
der Beruhrungssehnen in einer Geraden und bilden mit ihnen eine 
harmonische Gruppe (vgl. Nr. 261). 

Wenn drei Kegelschnitte zwei zu alien gemeinschaftliche Tan- 
genten haben, so liegen die Schnittpunkte der ubrigen, jedem Paare 
gemeinsamen Tangenten in einer Geraden. (Vgl. Nr. 267.) 

5) Wenn man von einem Punkte, der auf einer festen Geraden 
foii;ruckt, an eine Kurve zweiten Grades die Tangenten zieht und 
zu diesen und der festen Geraden in jedem Falle einen vierten 
Strahl so bestimmt, dafi er mit jenen ein konstantes Doppelverhaltnis 
a hat, so umhullen alle Lagen dieses Strahles einen Kegelsehnitt, 
der den gegebenen doppelt beruhrt. 

Dies folgt dual aus Nr. 133. Ist li) ~ 0 die Gleichung 
des gegebenen Kegelschnitts in Linienkoordinaten und sind v. die 
Koordinaten der festen Geraden, so umhullen die genannten vierten 
Strahlen die Kurve zweiter Klasse 

(« + 1)® { + 9 >'(« 3 'I« 8 )® — 49 ( 2 ;, v) ■ (p{u, u ) } 

— (a — 4" 4" 

und diese Gleichung kann auch in folgende Form gebracht werden: 
(a 4 - 1 ) V (® 5 «’) • (m 5 «) — « { 9 ^' (®i ) “ 1 4; 9 ^' W « 2 4 - gf' ( is) «s } ^ = 0 ■ 
Ersetzt man bier (cc + l)®: a durch einen Parameter X, so stellt 
^ie Gleichung, den unendlich vielen Werten von X entsprechend, 
ein System von Kegelschnitten dar, die mit dem festen Kegelsehnitt 
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<p{u^ li) ^ 0 eiae doppelte Beruhrung baben; bierbei ist der Pu 
+ (p + 0 der Pol der Beriibrungsse 
(vgl. U^r. 258). 

6) Man soil ein Vielseit konstruieren, das einem festen Ke, 
scbnitt umgescbrieben ist und dessen Ecken in gegebenen Gera 
liegen. (Ygl. Xr. 298.) 

310. Unbestiinintlieit polarer Zuordming, Die Un 
suchung in Nr. 309 wird hinfallig, wenn die eindeutige 
ordnnng des Pols zu einer gegebenen Polare eine Ausnal; 
erleidet. Es entspringt so die Prage: Wann hat in iemg 
eimn Kegelschnitt eine Qerade unendlich viele Pole? 

Genau in derselben Weise wie scbon in Nr. 137 bei 
nutznng you scbief- oder recbtwinkligen Cartesiscben 1 
ordinaten gezeigt wurde, folgt aucb jetzt bei Verwendung ' 
projektiven Dreieckskoordinaten, da6 diese TJnbestimnitl 
eintiitt, wenn die aus den Koeffizienten gebildete De 
minante A yerschwindet. In diesem Falle besteht der Kej 
scbnitt bekanntlicb (Nr. 308) aus einem Geradenpaar, der 
einer gegebenen Geraden geborige Pol ist nun Yollig un 
stimmt. In gleicber Weise wie in Nr. 137 und 138 folgt^ ( 
die Dreieckskoordinaten | ^ 2 1 h Scbnittpunktes 8 di€ 
Geradenpaares Gleicbungen erfuUen von der Form 

(15) ^3^3^= 

wobei p einen Proportionalitatsfaktor bedeutet (vgl. (27 a) 
Nr. 138). 

Die Geraden, in die der Kegelscbnitt zerfallt, wer< 
bestimmt, wie folgt. Sind ibre Koordinaten a., d. b. 
f{x, x) = a ^- so hat man %= 

- = q3^3^, 

At = — 

Aus und 6^ = 0 folgt fur die Koordinaten - 

Scbnittpunktes 8 

• ^2 • ^3 “ (^3^3 ^^2) • — ^2^1); 

und wenn man den Proportionalitatsfaktor p bei Qi 

gleicb — 1 annimmt, ist zu setzen 

= Uflth - as^a), % = WA — — ®3? 

Alsdann bestebt das System von Gleicbungen 



libergang von Linienkoordinaten zu Pnnktkoordinaten. 129 


^ j j \ — H" ^2 } 

Ct ^ b ^ = €(>12 ^ z > ^ 3^2 ~ ^22 ? %3 > 

~ ^18 *^ 2 ? ® 2^3 “ ^23 “ 1 ” %; ~ ^ 33 * 

Fiir die Linienkoordinaten r^= /*'(yi) Polare eines ge- 
gebenen Poles y erbalt man 

= f'(3/i) = 4- = 6,0^+ «i6y. 

Derselbe Grang der Untersuchung beleucblet den Aus- 
nabmefall der zerfallenden Kiirven sweiter Klasse, wo also 
die Knrve aus einem Punktepaar bestebt. Dual zu den Be- 
tracbtungen in Nr. 137 folgt, daB der Pol des Tragers g des 
Punktepaares unbestimmt ist. Der Pol irgend einer Geraden 
ist der vierte barmonische Pimkt zu dem gegebenen Punkte- 
paar und zu dem Scbnittpunkt der beiden Geraden ^ und^^. 
Die Polare eines beliebigen Punktes P ist unbestimmt. Liegt 
P auf g, so kann jede durcb P^ gebende Gerade als zu P 
geborige Polare beiracbtet werden. 

311. Gleicb-ung in Pnnktkoordinaten fur eine Knxve 
zweiter Klasse. Dual zu Nr. 149 und 309 folgt, daB der 
Kurve zweiter Bdasse 


{16) (p{Uj u) = 0^1 + «22W2^ + ScfigWj Wg 

4" -f" ^ 

die Gleicbung in Pnnktkoordinaten 
(17) x) = + A 22 ir 2 -+ 2k^^Xy^x^ 

+ ^k^^x^^x^ -j- \^x^^ = 0 

zugebort, in der \j, die Unterdeterminante von in der 
Diskriminante 



1 

\ «11 

ai2 

«13 

1 



(18) 

A = i 

1 


^22 

^23 

j, ( 

%= 

^li) 


i 

1 ^81 

«32 

^8 

! 



bezeicbnet. 

Ferner 

ist, 

analog zu Nr. 

149 

und 





«ii 

«12 

« 1 S 


(19) 


x) = 

j 

«21 

« S 1 

^22 

«32 

« S 3 

« 3 S 

iCa i 




j 

% 

X,, 

iCj 

0 ! 


Also stellt eine Gleichung meiten Grades in Linienkoordi- 
naten einen KegelschniU dar, dessen Gleichung in Punktkoordi- 

Salmoxx-Piedler, anal. Geom. d. Elegelschn. II. 7. And. 9 
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naim erhaltm wird^ indem man die Biskriminante der gegehe 
mit den x. ,,rdnderf‘. 

Im FaUe A = 0 zerfallt die Kurve zweiter Klasse in 
Pxinktepaar; hat dessen Trager die Koordinaten j j 
ist nun = A.^ (vgl. Nr. 138), und die zugehorige Gleichi 
in Punktkoordinaten 

(20) 4) {x, x) = (ciasi + + v^x^'^ = 0 

stellt den Tmger des Pnnktepaares doppelt zahlend dar. 

Will man von der zn f{Xy x) = ESa.^x^Xj^ = 0 gehorii 
Gleichung (10) in Linienkoordinaten F{Uy t^) = 0 ausgeh 
wieder die Gleichung in Punktkoordinaten ableiten, so s 
die OTj.j in (16) zu ersetzen dnrch die an Stelle voi 
tritt die aus den gebildete Detenninante, deren Wert n 
Nr. 90 gleich A^ ist. Perner sind die Koeffizienten ’ 
(17) durch die TJnterdetenninanten der eben erwahn 
Determinante zu ersetzen. Hierbei ist aber (vgl. Teil I, S. 
und 284) 21^^=== die aus F(Uyu)^0 abgeleitete G 
chung in Punktkoordinaten (t>(rr^ x)^0 wird daher nunm 

(21) 4>(a:, x) ^ Af{Xy x) = 0. 

312. Allgemeine Parametennetliode. Betrachten wir 
Kegelschnitt als Erzeugnis projektiver Strahlenbiischel, so k 
man diese, falls sie nicht perspektiv sind, immer so gege 
denken, daB die Gleichungen lauten (Nr. 290) 

( 22 ) = 0 , 6 , + = 0 . 

Die Gleichung des Erzeugnisses ist dann 

(23) 

WO « 0, = 0 die Tangenten in den Endpunkten 

Sehne 0 sind. Eliminiert man aus den Biischelgleichun, 
mit Hilfe von = 0 die Koordinaten x^y so erhalt man 
Bestimmung derjenigen Werte von ky die den beiden Schr 
punkten der Geraden mit der Kurve entsprechen, die 
dingungsgleichung 

Wg 

(24) a^ + klu “0. 

’t’ kCi y &2 } ^8 "I" ^^3 i 

Wir bezeichnen nun das System der adjungierten I 
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mente der nacli der Voraussetzung nicht verschwindenden 
Determinante 

^2 j -^1 

A == \ &3 mit I JB^ J ?3 =« A^. 

€i C3 I Cg O3 

Daim ist die Entwickelxing des Eliminationsergebnisses 

(25) C,^7cB,+ Jo^A,^0, 
falls die linearen Symbole gebrancht werden 

- UA^Ui, B^ = = BG^u^. 

Dabei definieren C^=0 die Berukrungspunkte der- 

Tangenten c^ — 0 bez. a^= 0, xmd 0 deren Scbnittpnnkt. 

Soli nun die Gerade eine Tangente der Kurve sein, 
so muB die Gleichung (25) fur Tc gleicbe Wurzeln baben, 
d. h. man hat 

(26) 4^„C,-J5„*=0. 

Diese Tangentialgleichung der Kurve kann wiederum an- 
gesehen werden als das Ergebnis der Elimination von Tc aus 

(27) JS,- 2TcA,^^Q, 2C,- 0. 

Diese Gleichungen stellen aber projektive Reihen in den Tan- 
genten 0 dar. Sie sind auch zu den BUscheln 

projektiv^ und zwar entsprechen den Tangenten ihre Berfih- 
rungspxmkte A^ = 0^ = 0 fur Z; == 00 bez. Z; =« 0. 

Bemnach ist das Erzmgnis meiter Ordnung ssweier jgr<h 
jeMiver Strahlenhuschel auch ein Erzeugnis zweiter Klasse 
zwder pvjeMiver Punktreihen (vgl. Nr. 281 ff.). 

Aber diese Erzeugung liefert unmittelbar auch die all- 
gemeinste Paramete>‘methode. Denn nach Nr. 291 konnen wir 
je zwei homogene Parameter A, [i einfahren mit Hilfe der 
Definitionen 
«>«,= q'Gu, 

wobei Q und q' Proportionalil^tsfaktoren bedeuteiL 
Durch Auflosung folgt 

^ — 2i^Xg,+ (i = 1, 2, 3). 

Diese x^, sind aber allgemeine quadratische Punktionen 
der Parameter A, ft. Baher steUen umgekehrt drei quadratische 

9 * 
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Formen meier unabhdngiger Veranderlicherj deren Werte oils 
Funkt- Oder Linienkoordinaten gedeuiet werderiy Ftmkte oder 
Tangenten einer Kv/rve zweiten Grades dar.^^) 

Die Yorstelienden Definitioneu, deren kleine Unterschiede 
zu beaehten sind, sind so gewahlt, daJB dieselben Farametm^- 
werte je Fmikt und zug^drige Tangente charakfcerisieren. Man 
Sberzeugt sicb leicht, daB infolge der Determinanteneigen- 
schaffcen Zu^x^ bei Einsetzung der Parameteransdrucke iden- 
tiscb Yerscbwindet. 

B. 1) 1st eine Knrve zweiter Ordnung durcli 

gegeben, so lautet ibre Gleicbting 

(AqX^ + + C'o%)(*4^1 + ^3^2 + — 

(A^x^ + B^x^ 4 - C^x^y = 0 . 

Hierbei sind .4^, J&q, (7^, . . die Unterdeterminanten der Elemente 

^ 0 , bo? ^ 0 ) ans den nenn Koeffizienten (i — 1 , 2 , 3) 

gebildeten Determinante dritten Grades. 

2) Die Tangente des dem Parameterpaar X | ^ zugebSrigen 
Punktes bat die Gleichung 


; x^^ ^2 a?3 

i a^X -j- 2^3 ft + 2&gft c^X 4“ 2c2ft 


= 0 . 


Man bilde die Gleichung der Yerbindungslinie der durcb X | ft 
und 1^1 g! gegebenen Punkte; fOr denacJibarte Parameter werte bieten 
sicb Reduktionen, die zu der verlangten Tangentengleicbung fiibren. 

3) Man bestimme die Gleichung eines Kegelschnittes, der mit 
z^i anderen f(xj x) = 0, g{x^ x) ^ 0 je eine doppelte Berub- 
nmg bat. 

Bezeicbnen wir durcb 0, = 0 ein Paar der Scbnitt- 

sehnen Ton f{x^ a;) = 0, g{x^ x) =« 0, so daB f(x, x)--^g(x, x) = 
ist, so stellt {i^uy ’—2(i{f(x,x) + xg(x,x)}+ vj = 0 fdr beliebige 
Werte von ft ein System von Eegelscbnitten dar, die mit f(x^ £c)=0 ^ 
g(x^ a?) == 0 eine doppelte Berdbrung baben. Denn diese Gleichung 
bat die beiden Squivalenteu Formen 

(fttt^4- 4:{if(x, x) = 0 , (n— v^y-- ^gKg(x^ x) = 0 . 

Bife Berdbrungssebrien i = 0 bilden mit den Scbnittsebnen 
0, 17^?=^ 0 ein b'armoniscbes Buscbel. 
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Da die Gleichung in ^ vom zweiten Grade ist, so gehen durch 
jeden Punkt zwei Kegelschnitte des Systems, und weil es ftberdies 
drei Paare von Scbnittselmen der beiden Kegelschnitte gibt, so gibt 
es auch drei solche Systems von Eegelschnitten. Ihre Anzahl redn- 
ziert sich anf zwei, wenn der Kegelschnitt a?) = 0 in ein Paar 
von Geraden ausartet, weil dann mir zwei von diesen verschiedenen 
Paaren von Schnittsehnen vorhanden sind. Wenn endlich sowohl 
f(x^ a;) ~ 0 als auch g(x^x) = 0 in Geradenpaare ausarten, so 
gibt es, wie bekannt, nur ein System doppelt beriihrender Kegel- 
schnitte. 

4 ) Die Gleichung eines Kegelschnittes, der vier Geraden = 0, 
= 2/3 = 0: 2/4 = 0 bertihrt, lautet, falls 2/12^3 — 2/2 1/4 = = 0 

die Gleichung der Diagonalen des Yierseits ist, 

jiV— 2ft(^i3/s + ViVd + 0. 

Setzt man nacheinander die gleich Null, so erhalt man die Be- 
ruhrungspunkte der Seiten imd sieht, daB ihre Yerbindungslinien 
mit den Diagonalen ein harmonisches Biischel bilden (vgl. 3 ). Ein 
durch diese Beruhrungspunkte gehender Kegelschnitt hat eine Glei- 
chung von der Form 

(iV- + «■/+ O = 0, 

und die den Werten ft' und X' entsprechende Gleichung wird nut 
dieser identiseh fOr 1 = — A' — (ft' — ft) : (ft' -j- ft), 

Hiemach gibt es einen durch die acht Beriihrungspuntte von 
zwei solchen eingeschriebenen Kegelschnitten gehenden Kegelschnitt, 
der die Gleichung hat 

fl — (ft + /iO (^1^3 + + ^2^ = 0 . 

Wenn man das Diagonalendreieck des Yierseits zum Punda- 
mentaldreieck = 0 wShlt, wobei nun iCi a?3 -h == 0, x^ 

— ajg + = 0, a?! 4- ajg — ajg = 0, x^ — x^ — a?3 = 0 der Eeihe 

nach die Seiten 2/,.= 0 , (i « 1 , 2 , 3 , 4 ), des Yierseits darstellen, 
so erh'alt man die Gleichung des eingeschriebenen Kegelschnittes in 
der Form 

fi®*!®— fi(a;i® 4- V = 0- 

(Es ist + V)? a'lJ/s — ^22/4= 

— 2 a;i, -^2= Sajg). Dieses System von Kegelschnitten hat in der 
Tat zur Hiillkurve 

{Xx + ^2 ■“ ^ 3 ^)^ = 

(sBi + iCj + iCj) (a-2 + aij — ajj) (iBj + *1 — + aij — Xj) = 0. 

Die Gleichung des Systems kann mit Hilfe von cos® 9; = 1 : (l — ft} 
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in der Form geschrieben werden 


(vgl. Nr. 299). 

C08®9 8m“(p ° ^ 


5) Die Gleichung eines Kegelschnittes, der mit zwei durch die 
Normalformen = 0 , Aig = 0 ihrer Gleichungen gegebenen Ejreisen 
je eine doppelte Beruhrung hat/^) nimmt eine einfachere Form an, 
namlicb 


Die Beruhrungssehnen des Kegelschnittes mit den beiden Ki'eisen 
sind durch — Jfcg + ft = 0 , A ^ == 0 dargestellt tmd daher 

zueinander parallel nnd gleich entfemt von der Potenzlinie der 
Kreise. Da man die Gleichnng dieses doppelt beruhrenden Kegel- 
schnittes auch in der Form 

^/\ + y~k^ = Vi 


schreiben kann, so ist er der Ort eines Punktes, den die Summe 
Oder Differenz der Tangenten zu zwei gegebenen Kreisen konstant 
ist. Denken wir beide Kreise als iinendlich klein, so erhalten wir 
die Eigenschaft der Brennpnnkte des Kegelschnittes rticksiohtlich 
der Summe und Differenz der Brennstrahlen. Nehmen wir ft dem 
Quadrate des Abschnittes gleich, der zwischen den beiden l&eisen 
auf einer ihrer gemeinschaftlichen Tangenten liegt, so bezeiehnet 
die Gleichung ein Paar der gemeinschaftlichen Tangenten beider 
Kreise (Kr. 128). 

6 ) Nach dieser Methods sind die gemeinschaftlichen Tangenten 
der Kreise in 

*Nr. 117, l) V'^ + ]/X:j=4 oder =2, 

Nr. 118, l) + l/fta = 1 oder = ^-79. 

7) Drei Kreise sind gegeben durch = Ag=0; 

sind dann = 0, 0 die gemeinschaftlichen Tangenten zu 

Ajj= 0 ; ebenso ^ 3=0 die zu A^ 3 = 0 , A‘i= 0 , 

und a ?3 === 0 , ^3 — 0 die zu A-^ — 0 , A^ = 0 ; gehen femer 0 ^ 
ir 3 =« 0 , 0 : 3 =* 0 durch einen Punkt, so gehen auch ^ 0, 2/3 “ 
yj = 0 durch einen Punkt. 

Denn sind die Gleichungen der Paare gemeinsamer Tangenten 
9 v^z + Y^x ~ ^3 9 v^x + ““ h 9 

so ist die Bedingung, unter der sich 0, 0, rcg— 0 in 

einem Punkte schneiden, i ^ naan sieht, daB mit der 

Effhllung dieser Bedingung sich auch ~ 0, = 0 , in 

einem Punkte schneiden mussen. 
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8) Daran knupft sich die Losting des Problems von Malfatti: 
JDrei Kreise m bestimmen, die einander berilliren^ wid deren jeder 
zwei Seiten eines gegebenen Dreieclcs zu Tangenten hat. 

Steiner gab die Lbsung: Man zeicbne die eingeschriebenen 
Kreise der Dreiecke, die Yon je einer Seite des gegebenen Dreiecks 
und den Halbieningslinien der anliegenden Winkel gebildet werden; 
^a diese Kreise drei gemeinscbaftliche Tangenten baben, die durcb 
‘einen Pnnkt geben, so geben aueb ibre zngeborigen andem gemein- 
scbaftlicben Tangenten durcb einen Pnnkt. Diese sind die gemein- 
ecbaftlicben Tangenten der gesnchten Kreise.^). 

9) Der Satz von 8) lafit sicb anf Kegelscbnitte iibertragen, 
•die einen gegebenen Kegelscbnitt doppelt berlibren. 

Drei Kegelscbnitte f(x^ x) — 0^ f{x^ x) — = 0, 

f(x,x) — 0, die einen gegebenen Kegelscbnitt doppelt be- 

rnbren, werden von drei gemeinscbaftlicben Sehnen, die ein Dreieck 
bilden, wie % + ^2 + ^3 ~ == 0 in secbs Punkten 

gescbnitten, die anf einem Kegelscbnitt liegen. Denn es ist 

f(x, x) + 22 = (fix, «) - Zj^) + ( 5 i + 3 i)(Zi + 2*) . 

Liegen also von jenen Punkten drei in einer Geraden, so liegen die 
andem gleicbfaUs in einer Geraden. Die Deutung der Gleicbungen 
in Linienkoordinaten gibt einen weiteren Satz. Mit BGdfe dieser 
Satze kann das Malfattiscbe Problem und seine Lbsung von den 
Kreisen auf Kegelscbnitte iibertragen werden, die mit einem ge- 
gebenen Kegelscbnitt in doppelter Berubrung sind. 

313. Tangentenpaare, In gleicher Weise wie in Ifr. 147 
bei Benutzung von Oartesiscben Koordinaten gezeigt wurde^ 
folgt aucb bei Verwendung projektiver Dreieckskoordinaten, 
dafi das von einem Pnnkte an die Knrve zweiter Ordnung 
f(x, x) ^0 gelegte Tangentenpaar die Gleicbnng hat 

(29) f(y, y) • f(x, x) - f(x, y) = 0, 
wobei f{x, y) zur Abkiirzung gesetzt ist fiir 

(30) (yi)xj_ + \f(s)f)Xi + (ys)xs 

= if + if (‘>!s)ys- 

Die Gleichung (29) ist auch die Bedingung dafur, dafi 
zwei Pnnkte x^ und y. auf einer Tangente von f(Xy a?) — 0 
liegen. Die Ausdrueke 

(31) ~ 

stellen also die Koordinaten einer solchen Tangente dar, und 
es kann daher der Ausdruck (29) von der linken Seite der 
Gleichung (9), in der die u. durch ihre Werte (31) zu er- 
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setzen- sind, nur um einen Zahlenfaktor verscliieden sein. 
findet in der Tat 

f32) fin, y)fix, x) - fix, y) 

^Ai^{x,y^-Xsyiy-\--- + 2A,^{x^y^-x^y;){x^yi-x^y;} + 


Ubrigens laBt sich (29^ 

1 auch 

in ' 

der Form 

schreiben: 


Ax 

•^12 

^13 

yi 




; Ai 

-<4g2 

■^23 

Vi 

x^ 


(33) 

' Ai 

^32 

■^33 

ys 

x^ 

= 0. 


; vi 

?/2 

Vs 

0 

0 



'■ aji 

% 

% 

0 

0 



Dual folgt, daB 

(34) (p{v, v)(f {u, ui) — (p{Uj vy = 0 

die Gleichung des Schnittpunktepaares der Geraden v^x^-\-v, 
+ mit der Kurre zweiter Klasse = 0 d 

stellt. Vgl. auch (11) und (11a) in Nr. 309. 

B, l) Man soli durch Umformen und Entwickelung zeig 
daB die Diskriminante der Gleichung = 

Tersckwindet. 

2) Ort der Sclinittpnnkte der zueinander rechtwinkligen T 
genten eines Kegeischnittes (Hauptky^eis^ vgl. Nr. 167, 6). Norn 
koordinaten seien voransgesetzt. Man denke sick die Gleichung (! 
angeordnet in der Gestalt 

g(x, x) = H 1- + • • = 0 

und wende anf diese Gleichung die in Nr. 68 abgeleitete Bedingi 
(12) fur die Orthogonalitat eines Geradenpaares an. Zu dies 
Zweck hat man daselbst fliu/ zu ersetzen durch 

2&53 = ^(Ai^iyz + As2/i% - Alhys - AsS/i*)- 
So ergibt sich bei Anordnung nach Potenzen der laufenden ] 
ordinaten jf-: 

(A^ + ^ss + 2^23 cos + • • 

+ 2 (^u eos^i — ^ss — ^12 cos^a — cozA^y^y^ + • • = C 

1st die Gleichung des gegebenen Kegelschnitts auf Cartesis 
Koordinaten x, y bezogen, also von der Form 

a^iasS + 2 Oi2a;y + Osj + 2 Oiso: + 2 ajjy + fljj = 0, 

SO ist die Gleichung des vom Punkt 97 an die Kurve geleg 
Tangentenpaares 
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{y — '>0®+ — ^)®+ -^ss 2^ss(® — —yl) 

+ 2^13 (y — ij)(a;ij — Vi) — 2^ia(iB — l){y — '>]) = 0. 

Die Bedingung der OrthogonalitU-t ergibt daber insbesondere bei 
rechtwinldigen Koordinatm 1 1 als Gleichung des HaupiJcreises 

-<4^3 2.4231^ + -^11 4“ -^2 ~ 

-^33 — 0, d. b. fiir die Parabel, gebt der Hauptkreis in das 
aus Leitlinie und tmendlieb femer Geraden bestebende Geraden- 
paar uber. 

3) Die Hauptkreise der Eegelscbnitte einer Schar Wg, 

— ^2? %) = G bilden ein Biischel. 

Denn als lineare Punktion der Koeffizienten der Gleicbung in 
Linienkoordinaten wird die Gleichung des Hauptkreises durcb die 
Substitution von auf die Form 

G gebracbt. Die Direktorkreise eines Gewebes ^ , Wg) 

*+• ^21 ^s) 4“ ^21 ^s) “ G bilden ein Eetz 4" 

A3&3 ==* 0 (Nr. 122). Insbesondere ergibt sicb, daB die uber den 
dbei Diagonalen eines voUstandigen Vierseits als Durcbmessem be- 
scbriebenen Kreise eine gemeinsame Potenzlinie baben. Das um- 
gescbriebene Yierseit der Scbar liefert sie fur das Biiscbel der 
Hauptkreise. 

314. Satz von Carnot, Scbneiden die SeitenJLgjlg, A, A, 
eines Dreiecks einen Eegelscbnitt bez. in den Punkte- 
paaren B^B^-^ B^B^% so findet die Beziebung st 6 tt 

/qp:\ • -^2 -^8 ^2 * Aq Bg -^1-^3 ' ^9 1 

A, B,'' A, B,-A^ B,' ^ * 

Dieser von Camot gefundene Satz lafit sicb folgender- 
maBen leicbt beweisen. Haben die Ecken A^, A^, A^ des 
Dreiecks die Koordinaten x^, x.y, y^^ 2 / 3 ; 3^, ^^9 so 

haben die Scbnittpunkte JBg, B^' des Kegelscbnitts mit der 
Seite A^A^ Koordinaten von der Form y^-\- Xx^, (i = 1, 2, 3), 
und zwar sind die den Punkten Bg und Bg entsprecbenden 
Werte ylg und Xg' nacb (2) in Nr. 306 Wurzeln der quadra- 
tiscben Gleicbung 

y36) yg, 2/3) 4- ^ {f(yi)^i 4“ f 4” f (ys)^s } 

4" ^3) ^ 

Es ist dann femer Xg = A^Bgi BgA^, Xg ^ A^Bg : BgA^y 
daber 

2 2 ' -^1 -^8 ‘ -^1 -^3 
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Analog findet man 

"Si ^2} ^2'> ^s) _ A • A -^8 , 

f( 3 /l » Vi 1 Vs) * -^S ’ ^2 > ^s) ^5 • ^2 

Durch Multiplikation dieser drei Gleiclinngen ergibt sicb die 
gewunschte Gleiclinng ( 35 ). 

Dem Carnotsclien Satze entspricht dual der folgende Satz 
von GhasJes^^) : 

Sind a^, die Seiten eines Dreiseits und 

^2 ? ^s? h' seinen Ecken an einen Kegelschnitt ge- 

zogenen Tangenten, so findet die Beziehung statt: 

sin(a^t2) sinja^t^') 8in(a^ t ^) Qm(a^tj,') sin(ggt^) ^ 

sm{a^U)Bm{a^%') sm(aj^%) sm(a^tji') siii(agtj sin(a3i/) 

Diese Satze umfassen bemerkenswerte Sonderfalle, die in den 
Beispielen behandelt werden. 

B. 1') Wenn von den Seiten des Fundamentaldreiecks im ersten 
Satze eine, etwa den Kegelscbnitt beruhrt, so daB ihre 

Scbnittpunkte mit ibm (B3, Bg') zusanamenf alien, so erhSlt man 

A,B, A,B,’ _ 1 

A,B, A,B,' A,B, A,B,' A^By 

Dadnrch sind mit der Bestimmung des Verbaltnisses A^JB^ 

die Berubrungspunkte einer gegebenen Geraden mit einem durch 
vier Punkte gebenden Kegelscbnitt bestimmt, deren barmoniscbe 
Lage zu gewissen gegebenen Elementen offenbar ist. 

LaBt man die Ecken des Fundamentaldreiecks auf dem Kegel- 
sehnitt Hegen oder seine Seiten ihn beriibren, so kommt man auf 
bekannte Satze znruck (Nr. 302 ). Wenn einer der Punkte A^ un- 
endlicb entfernt gedacbt wird, z.B. Ag, so liefert die Gleichong ( 35 ) 

gleicbfalls bekannte Satze, namlicb ^ a^' 7 

aus denen die Satze von Nr. 161 bervorgeben; der anderen Be- 
ziebung entspringen dual entsprecbende Satze. 

2 ) Wenn von den Ecken des Fundamentaldreiecks im zweiten 
Satze eine, etwa A3 , dem Kegelscbnitt angebort, so fallen die beiden 
von ibr ausgebenden Tangenten und in eine zusammen, und 
man erbalt eine Gleicbung 

sin(q^ ^2) sin (^i t^) sin {a^ ^^) sin {a^ i/) sin*(a 2 ^s) -j 

siQ(a8 '^s) sin{a8 1 ^) sin(ag Bm{a^ sin®(aj^ ’ 

die zu den vier Tangenten ^ fg, und zum Punkte A3 durcb 
die Werte des Verbaltnisses sin^^agig) : sin(ai^3) die Eicbtung der 
Tangente in diesem Punkte bestimmt. 




Der Satz von Camot nnd seine Anwendnngen. 
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3) Der Satz von Carnot liefert anch eine Losung der Aufgabe, 
den Krummnngskreis in einem gegebenen Punkte eines Kegel- 
scbnittes zn bestimmen, wenn dieser dnrch die Tangente von 
und drei andere Punkte gegeben ist. 

Sind J?g, J?g', B^ drei Punkte des Kegelscbnittes, die wir 
SpSter in B^ zusammenriicken lassen, und sind B^ ^ jBj, B^ drei 
andere Punkte des Kegelscbnittes, so bestebt fiir den Scbnitt K 
des durcb B ^ , JBg', B^ gehenden Kreises mit der Geraden die 

Gleicbung 

A^B^- A^K = A^B^' • A^B^^ also A^K A^B^- A^B^' i A^B^^ 
daber ist nacb dem Satze von Carnot 


A^K^A^B' 


A^B. A^B/ A^B^ A, 




Beim Zusammenriicken von Bi 
Kurve zusammenfallen, 
es wird 


^8 -^8 A ^ -^8 

2 , JBg', ^ 3 , wobei A^ und B^ auf der 


gibt Bi^B^ 


die zugeborige Tangente und 


A TT- A T> * A^B^ 


A, A,- 




Der so gefundene Punkt K bestimmt den Krummungskreis. 

Ist der Punkt A^ unendlicb entfemt, so reduziert sicb dies auf 


A A ' Aj B^ A^ B ^ 

•^1-^ — > ^ 7, 


AjAi A^B^ 

und wenn Uberdies Ag, der Schnittpunkt der Sebnen A^B^\ 
die Mitte von beiden ist, so wird | | — 2 • A^Bj^z \ A^A^ . 

Hierbei deuten die senkrecbten Stricbe an, daB die absoluten Werte 
der Langen der Strecken A^K und A^A^ zu nebmen sind. Pfir q 
als den Halbmesser des Kreises und A^D als seinen zur Tangente 
in Ag recbtwinkligen Durcbmesser bat man A^K = 2^ • cosKA^Dy 
d. b. = .Ag B^^y wenn p die senkrecbte Entfemung des Punktes A^ 
von der Tangente in A^ ist. 

4) Die Vereinigung der Satze von Camot und Cbasles liefert 
ferner den Satz; Wenn die drei Seiten eines Dreiecks einen Kegel- 
scbnitt scbneiden, so sind die secbs Geraden, die die Scbnittpunkte 
mit den bez. Gegenecken verbinden, Tangenten eines Kegelscbnittes 
und als besonderen Fall : Die Geraden, die von zwei festen Punkten 
nacb den Ecken eines Dreiecks gezogen werden kSnnen, scbneiden 
die bez. Gegenseiten desselben in secbs Punkten eines Kegel- 
scbnittes.®®) 

5) Drei Paare von Punkten auf den Diagonalen eines Vier- 
seits, die zu den beziiglicben Endpunkten konjugiert barmoniscb 
liegen, sind secbs Punkte eines Kegelscbnittes (Nr. 304, 3). 

Die Geraden EAB und EDO seien das eine Paar von Gegen- 
seiten des Yierseits, EAD und FBC das andere Paar; die Dia- 



Strahlenbuschel durch die Schnittpunkte yon Kmrven. 141 


ziehen kann, hat man fiir u^== 0 nnr die Gleichung der unendlich 
femen Geraden zu nehmen (Nr. 317). 

2) Dreht sich ein rechter Winkel um seinen im Punkte Pq 
eines Kegelschnitts befindlichen Scheitel, so geht die Verbindnngs- 
linie der zwei anderen Punkte, in denen die Schenkel des Winkels 
die Kurve noch schneiden, durch einen Punkt Q der Normale von 
P (Satz von Fregier). 

Wir gebrauchen rechtwinklige Koordinaten x\g und bilden 
wie oben die Gleichung der Yerbindungslinien des gegebenen Punk- 
tes Po(i>?ol2/o) Schnittpunkten des Kegelschnittes und der 

G-eraden ux vy + 1 = 0. Diese Yerbindungslinien sind recht- 
winklig zueinander^ wenn (Nr. 68) in ihrer Gleichung die Summe 
der Koefdzienten von x^ und y^ verschwindet; daraus entspringt, falls 
die Gleichung des Kegelschnitts in der Porm a^^x^ + + %3 = G 

angenommen wird, die Bedingung 

(uxa + VT/^ + l)(aii + a^s) = 2(a,jUXg + 

Da w, in dieser Gleichung im ersten Grade vorkommen, so geht 
die Sehne immer durch einen festen Punkt nSmlich durch 

I ^0* 

-f «11 ® I ® 

Wenn der Punkt Pq die Kurve durchlauft, beschreibt Q einen neuen 
Kegelschnitt. 

1st der an dem gegebenen Punkt Pq gespannte Winkel kein 
rechter, Oder liegt der gegebene Punkt nicht in der Kurve, so um- 
hhllt die Sehne einen Kegelschnitt. (Nr. 292.) 

316. Sclmittpunkte mit einer Geraden. In Nr. 306 
nnd Nr. 132 wurde das Paar der Schnittpunkte eines Kegel- 
schnittes mit der Yerhindnngsgeraden zweier Punkte a;/, a?/' 
bestimmtj wir woUen nun die ScJinittpunlcte einer durch die 
aUgemeine Gleichmig gegeb&nm Geraden mit einem durch die 
allgemeine Gleichung hestimmten Kegelschnitt ermitteln und 
zwar auf andere Aid} als in Nr. 309. 

Bex Anwendung der Bezeichnung fiir (^= 13 2,3) 

ist 0 mit f{x, x)-=0 identisch, aus der Yerbindung 

dieser Gleichung mit der Gleichung der Geraden Kv^x^ = 0 
erhalt man 

(38) iPi : iCj : ajj = (f^v^ — fgV^) : (f^v^ - /i^s) •• Oi^s “ 

oder durch Einfuhrung eines zunachst unbestimmten Patters <J: 

— ffa?! + f-Wj — fsVg =0, — tfXg + fi®3 — /"s®! = 

-- exg + fgVj^ — fiVg=Q, 

PROPgRTY OF 

ftlRItFCIF nr TFnUi 
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d. h. in entwickelter Form nach den geordnet 

~ <^19^3 — <?) + ^ 3 (^ 23 ^ 22 ^ 3 ) 

+ X^(ci^^V^ ^32 ^s) ~ 

(39) . X^ (^ 11^8 ^13 ^ 1 ) + ^ 2(^2 ^3 ^28% 

+ iJ^aC^lS^S ~ %3^l) == 0, 

^^l(^12^1 ^ 11 ^ 2 ) “1“ ^2 (^22^1 ^ 12 ^ 2 ) 

4" ^ 3(^23 ^13^2 ®= 0. 

Man bestimmt somit bei bekanntem 6 die Verbaltn 
der Koordinaten der Scbnittpunkte aus drei linearen bo 
genen Gleicbnngen. 

Zur Berecbnung von 6 beacbte man, dafi Ax^^J 
+ -^f 2/2 + A's/s? alsdann folgt mit Rucksicbt anf (38): 

<y(Ai/i + ^ 21^2 + Aifs) + -^(^3/2 "" ^2/3) = 

( 40 ) (A2 A + A2A + A2/3) + Mhfs - ^^s/i) = 0 , 

^{Asfi + A^f^ + ^ssfs) + A^ifi - '^lA) = 0. 

woraus nach Elimination der Ay A ^ A Grleichung 
i tfA^^ (5 jLjji + Av^ 5^81 — Av^ 

'(41) 6A^^ — Av^ ^ J.82 + Avj^ 

I <y J.,3 + Av^ — Av^ dA^^ 
bervorgebt. Die Ansrecbnung dieser Determinante ergibt 
(42) dA^(d^ + jF(t7, v)) ^ 0 Oder d ± f/— JP(^;, v). 
Nnr bei negativem Werte von jP(z;, v ) sind die Scbnittpni 
reell nnd verscbieden; sie fallen zusammen fiir J^(v, v) ^ 
Um die Scbnittpunkte einer Greraden =» 0 mit eii 
Eegelschnitt zu finden, bestimmt man also die Quadratwu 
aus der mit den Linienkoordinaten 2 ?^. geranderten Diskrimim 
(nacb Gleicbting (10), S. 124); alsdann bat man nnr nocb 
Gleicbungen (39) nacb Xj^: X 2 : Xg aufzulosen.^) Im Falle d = 
A 0 ist die Gerade 0 eine Tangente des Kegelschi 
mit dem Berubrungspunkt x^l XglXg. 

Die vorstebenden Betracbtungen liefern nacb dem Dt 
tatsprinzip bei Vertauscbung der x^ mit den nnd der 
mit den (x,j^ die Gleicbungen zur Bestimmung der Koc 
naten der Tangenten, die man von einem gegebenen Pt 
an die Kurve zweiter Klasse g?(^^^, Wg, Ug) 
legen kann. An die Stelle von d tritt alsdann der Ausdi 
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y), vgl* Nr. 311. Will man diese Tangenten be- 
stimmen, wenn die Gleicbung der Kurre in Pnnktkoordi- 
naten f{x^ a?) = 0 gegeben ist, so bat man erst die Punktion 
%) 2511 bilden, die an Stelle von tritt, 

wabrend also y — ® («/, y)^ nnnmebr nacb (21), S. 130, 
durcb )/-“ Af{y, y) zu ersetzen ist. 

317. G-attimgskriterien. Dem Vorstebenden znfolge ist 
die Realitat der Losungen des Gleicbungssystems (39) von 
der Realitat der GroBe 0 abbangig. Fine reelle Gm^ade scJineidet 
daher den Kegelschnitt f(Xy x) = 0 in met reellen oder ima- 
gindren FunJcten, je naclidem das Ergeinis der Substitution 
ihrer Koordinaten in die linke Seite F(u^, Wg) der Tan- 
gentialgleicJmng negativ odeir' 2 ‘>ositiv ist 

Aus der Bemerkung am Ende von Nr. 316 folgt ferner: 
Das aus einem reellen Funkie y^ an einen Kegelschnitt f(Xj a;) = 0 
zu ziehende Tangentenpaar ist 7'eell oder imaginary je nachdem 
die Ergebnisse der Substitution seiner Koordinaten in f(x, x) 
und in die Diskriminante A enigegengesetzte oder gleiche Vor- 
zeicJien haben, Damit ist aucb das AuBere und Innere der 
Kurve definiert. 

Die Kriterien der Gattung des Kegelsebnittes /*(a?, a?) «= 0 
bilden nur den Sonderfall des ersten Satzes far die unendlicb 
feme Transversale. Sie bangen also davon ab, wie die Eo- 
ordinaten derselben in dem gegebenen System lauten. Ist 
f{x, a;) = 0 in trimetriscben Normalkoordinaten gegeben und 
bedeuten wieder I- die Langen der Seiten, die Winkel des 
Fundamentaldreieeks, so ist der Kegelschnitt eine Syperbdj 
Fardbd oder Ellipse, je nachdem die mit den 1. oder sin A^ 
gerdnderte Diskriminante positiv, NuU oder negativ ist, Sind 
aber allgemeine projektive Koordinaten gegeben mit dem Ein- 
beitspunkte E, dessen Abstande von den Seiten des Koor- 
dinatendreiecks gleicb e^ sind, so bat die unendHeb feme 
Gerade nacb (36) in Nr. 88 die Gleicbung 

c«) + 

bierbei bezeicbnen h^j \ die Hoben des Koordinatendrei- 
ecks. OfFenbar kann (43) aucb ersetzt werden *durcb 
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(43a) -f" 

man hat daher bei Anwendung des vorstehend erwahnten 
Kriteriums die Detenninante der mit den 6.1^ zu randern. 
Am einfachsten gestaltet sich dieser Ausdruck bei Flachen- 
koordinaten, da fiir diese die nnendlich feme Gerade nach 
ITr. 88 Einheitslinie ist; die Qleichung f{x, x) — 0 stellt als- 
dann im Falle J. + 0 eine JELyperld^ Farabel oder Ellipse dar, 
jenachdem die Koeffizientensumme + ^33 + 2-423 

+ 2 A31 + 2 Ai 2 negatiVy Null oder positiv ist 
B. 1) Die Gleichung 

(«i > Ojj “s + 0) i 

stellt, wenn X 2 , trimetrische Nonnalkoordinaten bedeuten, 
eine Farabel dar, falls 




0. 


2) Man soil den Ort des Brennpnnktes der Scbar von Parabeln 
bestimmen, die die Seiten des Fnndamentaldreiecks beruhren. 

Ist der Punkt der eine Brennpunkt irgend eines eingeschrie- 
benenKegelschnittes nnd siad daher — 2/3%— 0, 

^ « 0 die Gleichungen der Yerbindnngsgeraden desselben 

mit den Ecken des Fnndamentaldreiecks, so sind die Verbindnngs- 
geraden derselben Ecken mit dem andem Brennpunkte solche Ge- 
radec, die mit den Seiten des Dreiecks die namlichen Winkel bilden 
(Nr. 188). Ihre Gleichungen lauten also in Normalkoordinaten 
^2^ 3 2/1 ^’1 ““ 2 / 3^2 == 0 , nnd man kann 
daher fur die Koordinaten des andem Brennpnnktes die reziproken 
Werte der y^ nehmen,®^) Wenn also die Gleichung des Ortes ge- 
geben ist, den der eine Brennpunkt durchlauffc, so kann daraus so- 
fort die Gleichung des Ortes gebildet werden, den der zweite be- 
schreibt. 

Wenn insbesondere der eine in der nnendlich fernen Geraden 
+ /gajg -f ZgitJg — 0 bleibt, so durchlauffc der andere den dem 
Fundamentaldreieck umgeschriebenen Kreis (vgl. Nr. 302, 3 ) 




X, 




* 0 oder U 


sinAj 


0 . 


Die Normalkoordinaten des nnendlich entfemten Brennpnnktes 


der Parabel sind nach der Beziehung in 1 ) durch A 
gesteUt, weil diese Werte den beiden Gleichungen 




2lgX. « 0 , =*= 0 

geniigen; daher sind die Koordinaten des in endlicher Entfernung 
gelegenen Brehnpunktes die Eeziproken 1^^: fiir i — 1 , 2 , 3 
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3) Die Gleichung der Leitlinie dieser Parabel zu bestimmen. 
Wir finden nacb Nr. 307 als Gleichung der Polare des eben 

genannten Brennpunktes 

+ ag iCg (ZgS + 1 2 _ 1 ^ 2 ^ (7^2 + ^ q 

Oder 33^ Zg Zg cos + a^cc^ Zg Zj^ cos J-g + % ^ 3 \ \ cos -4.g = 0 . 

Wenn man fur Ug den aus l) entspringenden Wert eintriigt, 
so wird diese Gleicbung in 

^Z^ZgCa?! cos-i^ — iTg cos -^3) + cos Jig *— cos Jig) — 0 

iibergefulirt und dies zeigt, dafi die Leitlinie stets durcb den Hdbfen- 
scbnittpunkt des Dreiecks gebt. (Vgl. Nr. 65, 3 und Nr. 213, 1). 

4) Ort der Brennpunkte derKegelscbnitte einer Scliar(Nr. 300,8). 
Wenn wir die vier gemeinschaftlicben Tangenten durcb = 0 , 

jjg “ 0 , ajg = 0 , = 0 darstellen und zwar mit der idenilscben 
Beziehung (Nr. 304) Sx^ = 0 , so mu6 diese nicht nur durcb die 
Xoordinaten des einen Brennpunktes \ -s'a ! ^3 | ^4? sondem aucb 
durcb die des andem, d. b. ibre reziproken Werte, erfullt werden. 
Der fraglicbe Ort ist daber eine Kurve dritter Ordnung mit der 
Gleicbung 

i+^+^+i:=o- 

318. Mittelpunkt nnd Duxclimesser. Die projektiven 
Koordinaten | Cg | Cg des Mittelpunktes der Kurye f{Xy x)^Q 
lassen sich leiebt bestimmen, wenn man beachtet, daB dieser 
Punkt der Pol der unendlich fernen Geraden ist, die nacb 
(43a) die Gleicbung bat: 

(44) p^Xy = 0, wo i -= 1, 2, 3. 

Nacb (8), S. 123, folgt daber 

(45) Ci:Cj:C3 = (^n2)i+^isi)3 + ^„i>3) 

= + AsPi + AaPs) ■ (AiPi + AiPi + ^3sl>s)- 

Als Bedingung dafur, daB eine Gerade ein Durcbmesser des 
Kegelscbnittes sei, ergibt sicb ofifenbar 

(46) + AsPsy^i + + AsPi + 

+ (AiPi + AtPs + AaPaH = 0 - 
Die Gleicbung des zu der Ricbtung einer gegebenen Ge- 
raden 0 Iconjugiertm Durdmessers erbalt man als Polare 
des in der Ricbtung yon = 0 im Unendlicben gelegenen 
Pols. Als Scbnittpunkt yon ^ = 0 bat dieser Pol 

die Koordinaten — v^P 2 j v^Pi — v^p^ j v^p^ — v^Pi, die Glei- 

SalmoxL- Fie diet, anal. Geom. d. Kegelsclm. IE. 7. And. 10 
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Chung des gesuchten konjugierten Durchmessers ist daher in: 
laufenden Koordinaten x^: 

(47) - ^sPi) + f'M^sPi - ^'iPs) 

+ f(^s)(f’iPi-‘^tPi) = 0- 

Allgemein ergeben sicb die Bedingungen dafiir, dafi zwei 
Geraden Wi konjugierte Durchnoiesser seien, indem man 
ausdruckt, daB beide Geraden durcb den Mittelpunkt der 
Kurve geben und konjugierte Polaren sind; die gewiinscbten 
Bedingungen sind daber (vgl. Nr. 309) 

’ ^ 1^1 + 0, c^W 2 + 0 und 

(48) + lAlh + ^22^2 + A^qVs)w^ 

+ + ^ 2^2 + ^ 33 ^ 3)«^8 =* 0 . 

SoUen die Geraden v^=^0 und 14?^ =0 das Achsenpaar dar- 
stellen, so tritt zu den Gleicbungen (48) nocb die Bedingung 
der Ortbogonalitat. Fur die jetzt vorliegenden allgemeinen 
projektiyen Koordinaten ergibt sie sicb aus der in Gleicbung (12) 
yon Nr. 68 angegebenen Bedingung fiir Normalkoordinaten 
durcb Diyision der dort yorkommenden Koeffizienten und 
a- durcb die e^. Sie lautet also 


( 49 ) _ ( »’»y.+ . 3 .3) eos A 

_ cos A - fa +3 . 3) cos =. 0. 


« 8«1 


Die Gleicbung des Asymptotmpaares ergibt sicb aus der 
durcb (33); S. 136; gegebenen Gleicbung des TangentenpaareS; 
das aus einem Punkt an die Kurye gelegt werden kann, 
wenn man daselbst die y^ durcb die Koordinaten des 
Mittelpunktes der Kurye ersetzt. Man erbalt also zunacbst 


(50) 


At 

^12 

^^13 

Cl 


At 

-^22 

-^23 

Cj 

^3 

At 

^82 

•^83 

Cs 


3 

^2 

^3 

0 

0 

3 

^9 

4^3 

0 

0 


WO Cj. durcb + A^^Ps “1" A^^p^ zu ersetzen ist. Wenn man 
alsdann bei dieser Determinants die drei ersten Zeilen bez. 
mit Pi,P 22 Ps multipliziert und yon der yierten Zeile sub- 
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trahiert, und wenn man in gleicher Weise mit den drei ersten 
nnd mit der vierten Spalte Yerfahrt, so folgt 



-^12 

As 

0 

<^1 

; 

-^22 

As 

0 

Xi 

j Al 

■^32 

As 

0 

x^ 

0 

0 

0 - 

F{p,p) 

-Px 


^2 


-Px 

0 


Hier ist nun zu beachten, daB die TJnterdeterminante des Ele- 
mentes A, in der aus den gebildeten Determinante dritten 
Grades gleich Aa^j^ ist; die Bereclmung von (51) ergibt alsdann 
AF(jp, p)f{x, x) — + p^x^^ = 0 

Oder nach Wegbeben des Faktors A: 

(52) F{p, p)f{x, x) — A{p^Xi + p^x^ + jjjiCj)* = 0 . 

319. Kreisgleicliung tind imagin^es iELreispnnktepaar 
in trimetriselien Linienkoordinaten. Sind Sg die Ab- 

stande eines Punktes P von den Seiten des Fundamental- 
dreiecks, so kann nach Nr. 67 die Gleichung einer jeden Ge- 
raden der Ebene in die Form 0 gebracht 

werden, und der Abstand eines -beliebigen Punktes 
von dieser Geraden ist nach (15), S. 130 in Teil I: 

(53) (miS/ + MjSg' + Mass') : m*, m,), 

weim zur Abkiirzung gesetzt wird 

(54) ej(Mi , Ms, ttj) = Mj* + Mg* + Ms* 

— 2 u^Ug cos — • 2 ugU^ cosAg ~ 2u^U2 cos A3. 


Win man in (53) statt der s/ Zahlen einfuhren, die 
den s/ proportional sind, so muB dies nach Teil I, S. 133, 
mit Hilfe der Gleichungen 


(55) 


Si 


My, 

k Vi + 2/2 + ^8 ^ 


3), 


geschehen, in denen M den doppelten Inhalt des Fundamental- 
dreiecks bedeutet; l^, Ig sind die Langen seiner Seiten. 
Setzt man den Quotienten (53) gleich so ist 
(56) Q =- M{u^y^+u^y^ + u^y^) 

± (^1 Vi +hy± + ^3 2/s)1^®{Wx, «2, "a) 

der Ausdruck fiir den Abstand des Punktes von der Ge- 
raden u^j imd wenn man statt der Seitenlangen die Hohe des 
Dreiecks durch = AT : /z,- einfiihrt, geht aus (56) die Gleichxmg 

10* 
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(57) (Mi2/i+ « 2y2 + Msys)^ 

+ ?! + ) 

liervor. Dies ist in Linienkoordinaten die Qleicliung 

eines Kreises, der durck seinen Radius q und die trimetrischen 
Nonnalkoordinaten tj^ seines Mittelpunktes gegeben ist, denn 
sie druckt aus, da 6 das Quadrat des Abstandes des Punktes 
yon der Geraden w,. gleicb p- ist. Hierbei sind die Linien- 
koordinaten w. (i === 1 , 2, 3) proportional den Quotienten : Ji., 
falls die die Abstande der Geraden = 0 Ton den Ecken 
des Fundamentaldreiecks bedeuten. Nacb Nr. 87 sind nam- 
lich die proportional den Quotienten : s,., wenn man mit 
£. die Abstande der Einheitslinie x^ + x^ + 0 von den 

Ecken des Fundamentaldreiecks bezeichnet; fur diese findet 
man aber mit Hilfe von (56): 

( 58 ) ^ h ' h • h- 

Die Diskriminante der Funktion ii^, u^), namlich 

( 59 ) 1 — 2 cos cos ^2 cosAg — cos^A^ — cos^Ag — cos^Ag, 

verschwindet, weil ist 5 daber zerfallt m (u ^ , Wg) 

in zwei lineare Faktoren und deren jeder, gleich Null 
gesetzt, einen Punkt darstellt. Mit Riicksicbt auf S. 80 folgt 
also, dafi diese beiden Punkte die Bertibrungspunkte der voni 
Kreismittelpunkt y. an den Ereis gelegten Tangenten (Asym- 
ptoien), also die heiden imagindreii Kreispimlde sind. 

Die Zerlegung der Funktion o(%, ti^) in ihre beiden 
Faktoren ergibt 

(60) CO (til, « 2 > Ms) 

= (— Wj + (— -f = 0, 

fur die trimetrischen Normalkoordinaten 0 ^' 1 0 ^ 1 0 ^' und 0 ^" 1 0 ^" 1 0^' 
der beiden imaginaren Kreispunkte bestehen daber die Be- 
ziebungen 

(61) 0l\0^\z^ ^ — 1 : 

und 0 ^' : ^g" : .Tg" = — 1 : e"" : 6 *’^, 
wofur nacb Erweitenmg durcb sowie mit Riicksicbt auf 
A^ + A 2 + A^^ a und = — 1 aueb 

( 62 ) 0 ^' : 0 ^' : 0^' = : — 1 ; 

und 0 ^"i 5 g": 0 ^"^ ' 1 : 

gesetzt werden kann. 
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B. l) Eine Gleidning von der Form 

(“i “i + -r 1^3113 4 - Ps’^s) — Wj , Mj ) = 0 

stellt einen Kegelschnifct mit den Brennpunkten nnd dar; sie 
sagt iiberdies ans, daB bei jedem Kegelscbnitt das Produkt der Ab- 
stande irgend einer Tangente von den beiden Brennpunkten kon- 
stant ist. 

Da ca(wi, Uq, in das Produkt 0 ^ ‘ ^u" zei'legbar ist, sagt 
die gegebene Gleickung aus, daB der Kegelscbnitt dem durcb die 
Verbindungslinien nnd gebildeten Yierseit ein- 

gescbrieben ist. Die Punkte a und ^ sind daber als Scbnittpunkte 
der von den imaginaren Kreispunkten an den Kegelscbnitt gelegten 
Tangenten die Brennpunkte (vgl. Nr. 181), DaB das Produkt der 
AbstSnde einer Tangente von den beiden Brennpunkten konstant 
ist, folgt aus Form el (56) fiir den Abstand eines Punktes von einer 
Geraden 0. Ygl. bierzu aucb Nr. 188 und 299, 4. 

320. Die Gleietiung des Kreises in trimetrisclien Nor- 
malkoordinaten ergibt sicb sofort aus der Form el fur das 
Quadrat des Abstandes zweier Punkte, die durcb ibre tri- 
metriscbeu Normalkoordinaten gegeben sind (Gleicbung 28 in 
Nr. 74). Ersetzt man in ibr die s/ und s/' durcb die so^ und 
d durcb p, so driickt sie aus, daB der Abstand eines ver- 
^derlicben Punktes P mit den Koordinaten von einem 
festen Punkt konstant gleicb p sei. Die Gleicbung des 
Kreises vom Radius p und mit dem Mittelpunkt y,. lautet 


daber: 

, 1 

— COSAg 

— COS^J J/j, 

aji 


— cos A3 

1 

— cobAj^ t/g 

X3 

( 63 ) 

— cosAo 

— cosAj 

1 &3 

X3 


Vi 

2/2 

Vs 0 

0 


iTl 


ajj 0 

0 


_ ^2 (^1 3/1 + _ A 

^ ~ ■ 

Die bier auftretende Determinante fiinften Grades entstebt, 
indem man die Determinante dritten Grades, die der durcb 
(54) definierten Punktion co(u^j Wg, w^) zugebort, mit den y,. 
und den randert. Wir vrollen die KoefBzienten dieser Funk- 
tion mit bezeicbnen, so daB also £ 0 ii== 0333 = 1 , 

k> 2 s =* ”” cosAj, cl) 3 i = — cos Aj, = — cos As ist 5 femer soli 
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far die eben erwahnte Defcerminante faiiften Grades das 
Symbol 

(64) 

benutzt werden. 

Die Gleicbung 


(yA 

\y xJ 

\y xJ _ 


stellt dann offenbar einen Kreis vom Radius 0 und mit dem 
Mittelpunkt dar, oder, in anderer Auffassung, das durcR 
diesen Punkt gelegte sirhdare Geradenpaar (Nr. 103). Es 
folgt dies aueh daraus, daB sich die Gleicbung (64) aus der 
Gleicbung W 2 > ^ ^ imaginaren Kreispunktepaares 

ergibt, wenn man in ibr die durcbdieKoordinateni/girg— 

einer durcb den Punkt gebenden 

Geraden ersetzt. 

Bei atlgemeinen projektiven Koordinaten ist ubrigens 




1 : & 






(O. 


COS A, 


18 


cos 

321. 'Wann ist f(i3C^y Xg) == 0 die Gleicbung eines 
Kreises? Dies ist nacb Nr. 103 dann der Fall, wenn die 
Kurve f(x^, x^j x^) == 0 durcb die imaginaren Ereispunkte 
gebt, wenn also = 0 gleicbbedeutend ist mit dem 

Ausdruck fur die Scbnittpunkte der unendlicb femen Geraden 
0 und der Kurve. Dieses Scbnittpunktepaar bat nacb (11), 
S. 124 die Gleicbung 

( 65 ) S(Mi, Ms) = Oil Os Mg - i’sMs)* + • • 

+ 2aisiP3«i-jPi‘ih)(Pi»3 — p2»i) -1 0 . 

bei der der Koeffizient von durcb 


^ih bezeicbnet werden 


moge. Alsdann ist 

(66) f ~ ^ 

1®2S “ ^liPlPs + ®lsJPlPs ~ ^ilPiPs ~ 

wabrend die ^brigen aus den bier angegebenen durcb zy- 
klische Vertauscbung der Indizes bervorgeben. Infolge der 
Porderung, daB s(%, %) == 0 mit ©(w^, « 0 gleicb- 

bedeutend sein soU, ergeben sicb die Bedingungen far den 
Kreis sofort in der Gestalt 
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(67) 


hi. 

1 

t« 

1 


^*3 _ 

-IL 

©11 

«022 


t* 1 

1 



Diese GleichuDgeii sind nattirlich nictt voneinander ua- 
abhangig, da ja nur zwei Bedingtmgen zu erfdllen sind, wenn 
/(^ij ^2? ^s) 0 einen Kreis darstellen soli; Tielmehr besteheu 

■die drei Beziebnngen 

(68) + StsPi = 0, (i = 1, 2, 3), 

irgend zwei aus (67) entnommene Gleichungen haben also 

die drei iibrigen zur Polge. 

Insbesondere lei trimetrischm Normdlkoordinaten konnen 
die gleich den Langen 1^ der Seiten des Fnndamental- 
dreiecks gesetzt werden. 

Bei solcben Koordinaten stellt daker die Gleickung 

0>2S^3^3 “b ^31^3^1 “b ^12^1^9 ~ ® 

-ernes dem Fnndamentaldreieck umschriebenen Kegelsckoiits 
^inen Kreis dar, falls : 1 ^ 533 : 1 = 533 : 1 oder also 
^ ^3 li = GL 12 \ \ ist, d. h. man kat alsdann : a^i : 

in 'O'bereinstimmnng mit Nr. 302, 3. 

Bei Einfukrung der Abkiirzung 

'(60) ^3) ^i^2^3 “1“ ^2 ^3^1 “H 

Tind mit Benutzung eines Parameters X ist 

»{ 70 ) ^xPz~^ XK(x^^ x^ = 0 

■die Gleicknng eines beliebigen Kreises, der mit K{x^jX^,x^ = 0 

die Gerade cb^=^0 zur Potenzlinie kat. 

Zur Bestimmung der Potenz 77 eines Punktes P'(sc^\ ^ 37 ^ 3 ) 
in bezug auf einen Kreis x^, cc^) =* 0 beackte man, dab 
die Potenz nack Nr. 109 gleick der aus dem Quadrate c® der 
Zentraldistanz des Punktes P' und dem Quadrate des Blreis- 
radius gebildeten Differenz ist. Sind ] 2/2 1 

ordinaten des Kreismittelpunktes, so folgt 




\y x'r 

<^ih 


(71) , 

«daker wird 

02 ) W-iif 

Der Zahler dieses Ausdmcks kaam gleick. der linken Seite 
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f{x^y x^') der Gleichung des Kreises gesetzt werden, in die 
man die Koordinaten Ton P' eingetragen hat. Bei Einfubrung- 
eines noch zu bestimmenden, jedenfalls von den abhangigen 
Faktors m kann also II = ^ 2 ^ ^z) • gesetzt werden. 

Hier laBt sich m bestimmen, wenn man beachtet, daB die 
PoteDz des Kreismittelpunktes gleich — - ist; so folgt — 

= Vi, also p®?/: f^, y^, y^) und 

J7 = 1 ^3 1 ^8 ) . 

^ ^ V/‘(yi. 2^!. ys) 

Da die Koordinaten des Mittelpunktes y,*== 

+ + At^\ sind, wird F(l^, tmd f{y^, y^, y^ 

Jg), man hat also das Ergebnis: Die Fotern eines^ 
Punktes x( [ x^ ] x^ in hesug auf einen Kreis f{x^, x^j x^) = 0^ 
vom Radius q ist hei trimeirisclim NormaTkoordinalen gegehen 
dtircli die Formel: 


(74) 


J7=- 


1 1 ^ti)^ 1 Js) 

A-IJ' 


B. 1) Sind 

^z) ^ 0 iiad 6_,i),+ ajj, a^) = 0 

die GleichuDgen zweier Kreise, so ist — = 0 die Gleichung 

ihrer Potenzlinie. 


2) Pie drei Mittelpunkte der Seifen tmd die drei Fufipunkte 
der HOhen in eineni Dreiech liegen in demselben Kreise, dem Feuer- 
baehschen Kreise des Brelechs. 

Eine Knrve zweiten Grades dnrch diese sechs Punkte ist 
x^^smA^ cos 4- sin^ig cos sin-dg cos^g 

— {x^x^ sinA^ + x^Xj^ sin Jg + sin^dg) === O5 
denn fdr a?g ~ 0 erhSlt man aus ihr 

ajj-siiLdi cos^i+ajg® sin./d2 eos-4 g— (sin-dj^ cos^g+cos sin^g)^ 0 , 

Oder (a?! sin^d^ — x^ siuA^) (xj^ cosA^ — x^ cos-dg) = 0, 
tmd nnn beachte man, daB x^ sin — x^ sin-dg == 0 nnd x^ cos^j 
— x^ cos^g =* 0 nach Nr. 65, 4 tmd 65, 3 die dnrch den Scheitel 
des Winkels A^ gezogene Mittellinie bez. Hshe des Dreiecks dar- 
stellen. Die Kurve ist aber ein Kreis, weil man die Gleichung 
schreiben kann 

(x^ cos-dj ajg cos^dg “|- x^ cos-dg) (x^ sin-dj -p ^2 sm-dg -p sin.dg)' 
— ^(aTgirg sinudj + sin-dg + x^X2 sin-dg) == 0 , 

Oder (x^ cos^j + cosdlg + x^ cosA^)l^ — a?g, x^) = 0. 

Man siebt daraus, daB die Potenzlinie des nmgescbriebenen und.dea 
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FeuerbaciLschen Kreises die Gerade von der Gleicbung cosjdj^ 
+ iCg cos ^3 + iCg cos^dg = 0 ist. 

3) Potenzlinie des eingeschriebenen nnd des Feuerbachschen 
Kreises. Die Gleicbung des ersten (Nr. 303, 5) kann gescbrieben 
werden 


cos‘^-1-^^ , a?g cos* 4- A 
sin^^ 

_ 4 COS^jj.^ 008^ 4- -^2 C0B*|- J.3 
sin^i sin .4 2 sin ^3 


sin43 

A (a’j , Xi2 , ^3) • 


Also lautet die Gleicbung der Potenzlinie: 

2 cos^ -J'A '2' -^3 {^1 cosA-i -r cos A + cos Ag } 

. A * A • A { cos^-J-Ai . cos^A* , cos* 4 A, 1 

= sm A sin^s sin^3 { , 

Oder nacb Division durcb 2 cos-^-A^ cos -J-Jg cos-J Ag und mit Hilfe 
goniometriscber Umformung: 


CO84-A1 x^ C034-A2 j Xs cos 4 Ag ^ 

sin 4 (Ag — Ag) sin 4 (Ag — A) i (^i — -^a) 

Man erkennt nun (Nr. 303, 5), daJ diese Gerade den eingesebrie- 
benen Kreis in einem Punkte berilbrt, dessen Koordinaten 
sin®^(J3 — J.g) I — ^1) I — Jg) 

sind. In diesem Punkte berdbren sicb also der eingescbriebene und 
der Feuerbacbscbe Ereis; die Mittelpunkte dieser beiden Kurven 
baben die Koordinaten 1 1 1 ] 1 und 003(^3 — Ag) | cos(A.3 — Alj) 

1 cos(-4i — Ag). Man zeigt in gleicber Weise, daB sicb aucb die 
drei angescbriebenen Kreise und der Feuerbacbscbe Kreis berdbren. 
Nacb diesem Satze von Feuerbach fiibrt der Kreis seinen Namen."®) 
Der folgende Beweis debnt den Satz auf die acbt Kreise des 
Apolloniscben Problems aus, die in der Art in Gruppen von vier 
zerfallen, daB die Kreise jeder Gruppe von einem und demselben 
neuen Kreise beriibrt werden. (Nr. 123,) 

Sind Zj; Zg, Zg die nacb der GroBe geordneten Seitenl^ngen des 
Dreiecks, nennen wir die zugeborigen aufien berdbrenden Kreise 
1,2,3 und den eingescbiiebenen Kreis 4 , bezeicbnen wir femer 
die Langen der ‘auBeren und inneren gemeinsamen Tangenten 
der Kreise 1 und 2 mit 12, l'2', usw., so muB, weii die Seite 
den Kreis 1 auf der einen und die Kreise 2, 3, 4 auf der andern 
Seite bat, nacb Nr. 128 die Beziebung stattfinden l'3'‘24 = 
l'2 '' 34 + 1'4'* 23 und ebenso muB l'2'- 34 + 2'4'-l 3==2'3'-14, 
2' 3' • 1 4 = I'S' *24 + 3'4'* 1 2 sein. Durcb Addition folgt 2' 4'* 1 3- 
= 1'4'* 23 + 3'4'- 12, d. b. die vier Berubrungskreise des Drei- 
ecks werden von einem und demselben funften Kreise berubrt, der 
den Kreis 4 auf der einen und die Kreise 1,2,3 auf der andem 
Seite bat. Zu den acbt Kreisen des Apolloniscben Problems erbSlt 
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man so acht neue B[reise; das Verhaltnis beider Gruppen zueinander 
ist ein gegenseitiges, Zu denselben kommen noch sechs Kreise, die 
zwar je vier der Apollonischen berdbren, wahrend doch jeder von 
ibnen nnr durcb drei der letzten beriibrt wird. 

4) In dem Ausdmck II = fiir die Potenz 

eines Punktes in bezug anf einen Kreis (bei tiimetriscben Normal- 
koordinaten) bestimme man die Konstantew, wenn f(oo^^x^,x^)^Q 
die erste Gleicbung des Peuerbacbscben Kreises in 2) bedeutet. 

Weil der Kreis eine Seite iif 3 == 0 des Dreiecks in Punkten 
scbneidet, deren Entfemungen von der Ecke bez. gleicb und 
cosAi sind, so ist das Quadrat der Tangente von an diesen 
]&eis gleicb ^Jg^jCOsA^. Aus der Gleicbung des Kreises folgt 
/‘(a?/, Oj O) = sin A^ cos -4^; femer wird 
sin^.4j- wo B den Eadius des dem Eundamentaldreieck um- 
scbriebenen Kreises bedeutet. Baber folgt die gewdnscbte Kon- 
stante aus 

cosAi = namlicb m = 8 sinJg sinAlg. 

5) Die Konstante ?n ffir den Kreis 


X 2 Xg sin + XgX^ sin Ag + x^^x^ sin A^ =» 0 
ist m =« — sinA^ sinAg sin Ag, 

und far den eingescbriebenen Kreis 

x^^ eos*-^ Ai H f- ^3^ cos'^-^Ag — 2a?2% cos^^ cos^-^ 

— 2x^X2 cos^^ cos-^ 0 

erbalt man m = : (cos®|-Ai • cos^-J’-^s * ^ 

Elacbeninbalt des Eundamentaldreiecks bedeutet. 


6) Man bestimme die EntfernungB der Mittelpunkte des ein- 
gescbriebenen und des umgescbriebenen Kreises voneinander; B' 
bez. B seien die Kadien dieser beiden Kreise. 

Das Quadrat der Tangente vom Mittelpunkt des eingescbrie- 
benen Kreises an den umgescbriebenen Kreis (D^ — B^) findet man 

r f f w w .1 -I • 4 B^ sin A, sin A* sin A* 

wegen x^xx^^xx^ =1:1:1 gleicb — r— I — - - I - . — / oder 

^ ^ ° smAi + sinAg+smAa 

nacb bekannteu Pormeln der Trigonometrie gleicb — 2BB'‘^ da- 
ber ist 


7) Der Mittelpunkt des Kreises 

(aia?j^+a2^+^ai*^3)Gi%+^2^2+^3^3)+^(^ii*^3^+i2a?8%+?3a:iir2)=0 

bat Koordinaten j ^2 1 "S » Anwendung eines Proportionali- 

tStsfaktors c die Gleicbungen erfiUlen 
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^cosJ[g-~ agcosj^-h Acos^i, 

^ ^2 — cos-i^ — cos ^3 + X COS-^g, 

(y^fj = % — cos-ig — ag cos^j + X cosA^. 

8) Die FuBpunkte der von den Punkten y. und 1 : ^ . auf die 
Seiten des Fandamentaldreiecks ge^llten Lote liegen in einem 
Kreise. 

Mit Eiicksiclit auf Nr. 68, 6 wird seine Gleicbting in der Form 
gefunden 

(xgafs sin^i4- sin^i + ■ •) “ sin^ sinilj sin 

X (a?! sin^i + - .) f +y, cos^0(y, + y, cos A) ^ . 1 . 

322. PolaritSit in Kegelschnittsystemen. Da die Glei- 
iAmng der Polare eines Punktes die Koeffizienten der Knrveii- 
gleichung im ersten Grade enthalt, so geht eine tinbestinimte 
GroBe, die im ersten Grade in der Gleicbting eines Kegel- 
•scbnittes entbalten ist, aueb in diesem Grade in die Glei- 
•cliTing der Polare ein. Sind aber p = 0 und = 0 die Polaren 
eines Punktes y. in bezug auf zwei Kegelscbnitte f(jCf a?) = 0 
und g(x^ x) = 0, so ist die Polare desselben Punktes in bezug 
auf einen Kegelscbnitt des Buscbels f(x, x) — Xg(Xf x) 
durcb jp — ■ ~ 0 dargestellt. Denn es ist 

(75) (an — + • • = + • • - ^(&u2/i»i + • ■)• 

Die Polaren eines gegehenen PunTztes in "bezug auf aUe 
Kegelschnitte eines Buschels hUden daher ein StrahlenluscJielj 
schneiden sicJi also in einem zweiten festen PunMe.^^) 

Wenn ^ — 0 und q' ^ 0 die Polaren eines andem Punktes 
y^ in bezug auf die Kegelschnitte /* = 0 und g ^0 darstellen, 
so hat seine Polare in bezug auf die Kegelschnitte f^Xg^Q 
4ie Gleichung y — X 2 '= 0 . Wir erkennen damit (Nr. 250), 
die Polaren von zwei Punkten in bezug auf die Kegeh 
echniUe eines Buschels zwei projektive Strdhlenbuschel bUden. 

Ebenso liegen die Pole einer Geraden in bezug auf die 
Kegelschnitte einer Schar 9 ? — X% = 0 (Nr. 270) in einer Ge- 
raden, und die Pole von zwei Geraden in bezug auf eine 
solche Schar bilden zwei projektive gerade Punktreihen. 

Wir erinnern dabei an die Erzeugung der Kegelschnitte 
4urch projektive Biischel und Reihen, wie sie in Nr. 283 
entwickelt worden ist. Da der Schnittpunkt der Strahlen 
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j? — y—Aj'—O der in bezug auf f—lg^O ge- 
nommene Pol der Yerbindungslinie der beiden gegebenen 
Punkte ist, so erkennen wir, da^ der Ort des Pols einer ge- 
gebenen Geraden in lezug auf dlle Kegelschnitte eines Buschels 
ein KegeJschnitt ist Die Grleickung dieses Ortes isipg—pg = 0 
(vgl. Nr. 301, i). 

Ist eine iinhestimmte Grofie im zweiten Grade in der 
Gleicbnng eines Kegelschnittes enthalten^ so mu6 sie anch 
in demselben Grade in die Gleicknng der Polare irgend eines 
Punktes in bezug auf die Kurye eingehen; diese wird einen 
Kegelsehnitt umbullen, wenn jene GroBe veranderlich gedacht 
wird (Nr, 312). 

Wenn z. B. ein Kegelsehnitt mit zwei festen Kegeh 
schnitten je eine doppelte Beruhrung hat, so umhuUt die 
Polare eines festen Punktes einen von drei festen Kegel- 
schnitten; denn nach Nr. 312, 3 gibt es drei solche Systeme 
yon Kegelschnitten, und die Gleichung jedes Systems enthalt 
die 6r5Be /t im zweiten Grade. 

B. 1) Wenn der Pol^^ eine Gerade 0 durchlauft, so be- 
schreibt der Sehnitt seiner in bezug auf die Kurven eines Biischels 
f(x^ x) ^ 0 gewonnenen Polaren einen Kegelsehnitt N, 

der die Gleichung hat 


N = 


fipd f'(Ps) 

g{x^) g'(Xi) g'(xs) 


=» 0 . 


1 ^’2 1 

Der Kegelsehnitt entsteht aus projektiven Strahlenbuscheln, weil 
das Doppelyerhaltnis von yier Punkten in einer Geraden gleich dem 
Doppelverhaltnis ihrer yier Polaren in bezug auf einen Kegelsehnitt 
ist. Das Doppelverhaltnis der Punkte ' 


hyi—miVi, 

ist in der Tat identisch mit dem der vier Geraden 


2) Gldcliting des Paares der Tangenten eines Kegelsclmittes 
/•(*, ») = 0 in seinen Schnittpunkten mit der Geraden «= 0 . 

Die Gleichung der Polare irgend eines Punktes I ^2 1 0 ist 
(nach Nr. 307) Vif (xf) y^f {x^ ^ 0 . Die Schnittpunkte von 
^s=-0 mit derKurve erhalt man durch 
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ausgedruckt. Die Elimination von zwischen diesen beiden 

Gleichnngen liefert als Gleicbting des Tangentenpaares 

^ 11 /* (^2)*" 2 ^12/^ (^2)/* (^1) ^22/*^ 

Bei Cartesiscben Koordinaten oc^i x i y i 1 stellt diese 

Gleicbung das Asymptotenpaar des Kegelscbnittes dar, denn die 
Asymptoten sind die Tangent en der Kurve in ibren Scbnittpunkten 
mit der unendlicb femen Geraden. (Vgl. Nr. 76.) 

3) Wenn ein Kegelscbnitt drei feste Pimkte, z. B. die drei 
Fundamentalpunkte, enthalt und die eine seiner Asymptoten durch 
einen festen Punkt gebt, so umbnllt die andere einen Kegelscbnitt, 
der dem Dreieck der festen Pnnkte eingescbrieben ist. 

Sind ^ Asymptoten, nnd ist 1^=0 die un- 

endlich feme Gerade, so ist die Gleicbung des Kegelscbnittes = Z/. 
Da er durcb die Fundamentalpunkte gebt, darf seine Gleicbung die 
Glieder mit x^^ x^^ x^ nicbt entbalten; ist also von der Form 
so ist Zg von der Form 


~x. + —iCo + ~~x, 

n.. 1 * n.. * ' /»- • 


'8^ 


gebt also Zg — 0 durcb den Punkt y. bindureb, so beriibrt nacb 
Nr. 303 die andere Gerade t 


0 den Kegelscbnitt 


kVyi^i + 0 . 


« Dasselbe Argument beweist, daB, wenn ein Kegelscbnitt durcb 
drei feste Punkte gebt, und wenn eine seiner Scbnittsebnen mit 
irgend einem Kegelscimitt /(oj, a;) = 0 die Gleicbung bat a^x^ 
=* 0, der anderen die Gleicbung entspricbt 



4 ) Wenn ein in bezug auf einen Kegelscbnitt h sicb selbst kon- 
jugiertes Dreieck gegeben ist und eine der Scbnittsebnen von h mit 
dem Kegelscbnitt f(x^ a;) = 0 durcb einen festen Punkt gebt, so 
umbtillt die andere einen Kegelscbnitt. 

Da die Glieder x-^x^^ ^ Gleicbung des ersten 

Kegelscbnittes feblen, so entspricbt der Gleicbung der einen Be- 
rtibrungssebne a^x^ a^x^-\- a^x^^ 0 die der andem 

“t“ ^^12 ^l^s) “1“ ^1^23 ®2^is) 

+ % (®1 <3^23 "f” ^2^13 ^8^12) ” 

5 ) Die Berbbrungspunkte A\ A" der gemeinsamen Tangente t 
zweier Kegelscbnitte f{x^ a?) = 0 bez. ^(a:, a?) — 0 baben die Ko- 
ordinaten y! bez. 3 //'; femer seien Q' und Q" Punkte, die den Kegel- 
scbnitt f — 0 bez. g ^ 0 durcblaufen. Man bestimme den Ort des 
Punktes P, in dem sicb und scbneiden, unter der Voraus- 
setzung, daB Q'Q" durcb einen festen Punkt 0 in Z gebt.^®) 
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Sind zunaelist J.', -4" noch nicht die Bertihrungspunkte einer 
gemeinsamen Tangente der beiden Kegelscbnitte, sondern irgend 
welcbe Punkte von /* « 0 bez. g^O nnd sind f ^ 0, 0 die 

Gleicbungen ihrer Tangenten, so ergeben sich nach Nr. 306 aus 
den Koordinaten des Punktes P die des zweiten Scbnittpnnktes 
der Geraden A'P mit /*= 0 in der Form f{x^ x)g^— 2 1 ' (i = 1, 2, 3) 
nnd die Koordinaten von analog in der Form g{x^ x)yl ' — 

(i =*= 1, 2, 3). Hier ist t' ^ f analog. Gebt die Ver- 

bindungsgerade dieser Punkte durcb den festen Punkt 0, den wir 
als den Fundamentalpunkt x-^^x^^O annebmen kdnnen, so mu6 

(/■(a:, x)y{— 2t'x^ ; {t{x, x)yi— 2t'x^) 

. “(pc®, x)yj_" — 2 fxi) : (y(x, x)y^" — 2 t"x^) 

sein; der gesucbte Ort ist daber eine Kurve vierter Ordnung, so 
lange die Punkte A\ A'\ 0 beHebig gewablt werden konnen. 
Miissen dieselben jedoeh in dner Geraden liegen, so konnen wir 
diese als die Linie %== 0 wablen, und fur ^ 0, ^ 0 wird 

die vorige Gleicbung durcb x^ teilbar und stellt die Kurve dritter 
Ordnung f • g(x, x^y^" ^ t" • f(x, x)y^' dar. 

Wenn aber endlicb die gegebenen Punkte die Bertibrungs- 
punkte einer gemdnsamen Tangente t sind, so ist 0 dieselbe 
Gerade wie = 0 , und es laBt sicb die Gleicbung der Kurve durcb 
einen weiteren Faktor dividieren; sie wird von der Form /“(r, 

= l'g(x^ x) und stellt daber einen Kegelscbnitt dar, der durcb die 
Scbnittpunkte der gegebenen Kegelscbnitte bindurcbgebt. 

6) Man soil dem Kegelscbnitt /‘(r, r) ~ 0 ein Dreieck ein- 
scbreiben, dessen Seiten durcb die drei Fundamentalpunkte geben 
(Nr. 298). 

Die Verbindungslinie des Punktes P(x^ | ajg | x^) der Kurve mit 
dem Punkte Q(y^ ] y^ ] y^ ibrer Ebene bat noch einen Punkt mit 
der Kurve gemein, dessen Koordinaten den Ausdriicken f(y^ y^x^ 
2 ^/( 2 /, x)^ {i = 1, 2, 3) proportional sind. Ist der Punkt Q 
der Fundamentalpunkt 1 ] 0 | 0, so wird f{y^ y) gleich f(y^ x) 
(^1) Koordinaten des zweiten Scbnittpunktes der Geraden 

PQ und der Kurve baben die Werte — f(x^) | a^^x^ \ a^iX^* 
Ebenso scbneidet die Gerade von P nacb dem Punkte 0 | 1 | 0 die 
Kurve nocb in 022^1 1 ^22 — f (%) I ^22^8* Verbindungslinie 

dieser zwei Punkte gebt durcb den Punkt 0 | 0 ] 1 , wenn 

• ^11^2 ^ %2% • (^22^2 — f W) 

Oder + «^22^2/"(^i) 

ist. Dies ist die von den Koordinaten des Scbeitels P zu erfullende 
Bedingung. Setzt man in ihr 

^11^1 (^1) ^2% ^22^2 ~ 4'/' (^2) “ ^21^1 ^23 
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so wird sie in 

4 “ ^2/* (^ 2 ^) 4 “ ^zip‘%zf 4 " ^xzf ^ 

Tind, wegen Zx^f {x-^ = 0 in 

«ss/" (a=l) + («s) - = 0 

tlbergefulirt. Der Faktor x^ bat fiir die geometrische LSsung des 
Problems keinen Wert; denn obwobl jeder der Punkte, in denen 
iCg ==* 0 die Kurve scbneidet, die Bedingimg erfullfc, dafi seine Ver- 
bindungslinien mit den beiden anliegenden Pundamentalpunkten die 
Kurve femer in Punkten scbneiden, die mit dem gegeniiberliegenden 
0 I 0‘| 1 in einer Geraden liegen, so entsprecben sie dock der Anf- 
gabe insofem nicbt, als diese Verbindungslinien zusammenf alien nnd 
daber nicbt Seiten eines Dreiecks sein kSnnen. 

Die Spitze des gesucbten Dreiecks ist daber einer von den 
Punkten, in denen die Kurve durcb die Gerade (x^) + (x^} 

— cii^f lx^ == 0 gescbnitten wird. Man bestati^ nun direkt, daB 

(^s) (^ 2 ) “ (^ 1 ) ^ 21 /^(^s) “0? (^ 2 ) 

— (Xj) = 0 die Verbindungslinien der entsprecbenden Ecken 

der Dreiecke = 0, 0 ^ 2 =^ 0, x^=^ 0 und f (aJj) = 0, fXx^) = 0, 
f'C^s) ^ darstellen; daber ist nacb Nr. 67, 1 und 307, 1 die Ge^ 
rade a^^fix^ 4 “ ^izf (%) — (^ 3 ) 0 die nacb der Konstruk- 

tion von Nr. 298 erbaltene. 

7) Wenn zwei Kegelscbnitte eine doppelte Berubrung mit- 
einander baben, so wird jede Tangente des einen in ibrem Be- 
riibrungspunkte, in der Berubrungssebne beider Kegelscbnitte und 
in den Scbnittpunkten mit dem zweiten Kegelscbnitt barmoniscb 
geteilt (Nr. 289, 7). 

Wenn wir in dieGleicbung/'(ir,fl?)=^(r,fl;)+S3,^=0 des ersten 
Kegelscbnittes fur x. die Werte Ix^ + mr/' einsetzen, wo die Ko- 
ordinaten der Punkte a?/, x!' der Gleicbung s^. = 0 genugen, so er^ 
balten wir aus ibr 

Q,s^ + + Zw { x^f (iCi") + x^f (aij") + x^'f {x ^') } = 0, 

W enn nun die V erbindungslinie x-, x-' den Kegelsehnitt ^ (a: , a:) 4-s^®=0 
berubrt, so muB die zuvor angegebene Gleicbung ein vollstandiges 
Quadrat sein, d. b. es muB 

(%") + ih') = “ 

werden, so dafi die Gleicbung selbst in (Is^ — = 0 iibergeht. 

Dies beweist aber den Satz. 

323. Durct jeden von den Tier Grundpunkten des Kegel- 
scknittb-aschels f{x, x) — Xg{x, «) ■= 0 -Terscluedenen Pimkt 
Q(3fi i Vi I Ebene gebt ein einziger Kegelscbnitt des Bu- 

scbels (Nr. 249). Seine Gleicbung -wird offenbar g{y, y) fix, x) 

— f{y, y)g(x, x) = 0. Ebenso wird jede von den Tier Grund- 
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tangenten der Kegelschnittschar (p(u, u) — w) = 0 ver- 

schiedene Gerade von einer einzigen Kurve der Schar beriilirt. 

Dagegen wird in jenem Biiscliel jede durcli keinen der 
Gnindpunkte gehende Gerade % durcli mvei Kurveu desselben 
benihrt (Nr. 289, 8), fiii* die die entsprechenden Parameter A 
durch die Substitution von fiir a^j. in die Deter- 

minante (10) von Nr. 309 gefunden warden, so dafi man 
erbalt 

I ^11 ^^12 ^13 '^^18 I 

( 76 j D ^ ”” = 0‘ 

I ^31 “^^31 ^32 ^^32 ^33 ^^33 ^3 

I tl 2 W3 0 

dies ist eine in bezug auf X qiiadratische Gleichung. Ebenso 
geben durch jeden auf keiner Grundtangente liegenden Punkt 
X. zwei Kegelscbnitte der Schar u) — u) — 0. 

Die Schnittpunkte einer Geraden mit den Kurven des 
Systems f{x, x) — Xg(x, x')^0 findet man durch Zusammen- 
fassxmg der drei Gleichungen 



%- 

II 

r» 

= 0; fix, 

x) - Xg{x, 

«) = 

:0; 


also ist 

die 

Gleichun 

g eines solchen Schnittpunktepaares 



- ;. 5 n 

a ^2 ”” 2^22 

fljg X 

«i 

Ml 



^21 

■“ XT} 2 ^ 

^22 ^^22 

dgg ““ 2 

^’2 



(77) 

^31 


U33 2&32 

^SS 

^'3 

Ms 

= 0 




t^2 

^8 

0 

0 


1 

i 

Ml 

U2 

% 

0 

0 



eine in I linear e Gleichung, die wir in der Form y) 
— 2 V (%i, u) = 0 schreiben konnen. Setzt man fiir X die 
Wurzein 2^, Xo der Gleichung jD = 0 ein, so wird u) 
—’X'V(u,u) jedesmal ein voUstandiges Quadrat bez. Kg-, 
denn alsdann stellt (i>(u, u) — 2V(w, m) = 0 doppelt zahlend 
den einen oder den anderen der beiden Punkte dar, in denen 
die Gerade von je einem Kegelschnitt des Biischels 

beriihrt wird. 


Aus 0(2/,w)-2iY(w,2^)=Ki2und ^{u,u)-X 2 ^{u,u)^K 2 ^ 
folgt nun 

(78) 0(m, = 
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Buschel und Schar von Kegelsciinitten. 

Die Grleichung v) — u) = 0 fiir das Paar der 

Sclmittpiinkte der Geraden 0 mit der Biisclielkiirve 
/(a?, x) — lg{x, x) ^0 kann daher auck in der Form 
{79) (Ag - A) - (A, - A) Q 

gesckrieben werden, woraus hervorgeht, dafi die Paare der 
Sclinittpxinkte eine Involution bilden, die die Berdhnmgs- 
punkte der Geraden mit zwei Kegelschnitten des Biischels zu 
Doppelpunkten bat. (Nr. 289). 

Dual bestimmt ein Punkt mit der Schar (p(ii^ u) 
— it) = 0 ein mvolutorisches Biischel von Tangenten- 

paaren^ das die in ihm beriihrenden Tangenten der beiden 
diirch ihn hindurchgehenden Eegelschnitte der Schar zu Doppel- 
strahlen hat. 

Wenn insbesondere der eine der beiden festen Kegel- 
schnitte, etwa tlj(u, ti) =» 0, in das Paar der imaginaren Kreis- 
punkte co(u, tt) = 0 ausartet (Nr. 319), so sind die ihm mit 
dem andem festen Kegelschnitt g?(w, it) = 0 gemeinschaft- 
lichen Tangenten die vier Verbindungslinien der imaginaren 
Bjreispunkte mit den Brjeunpunkten von 9 ?(w, w) = 0 (vgl. 
Teil 1, Nr. 181), und q)(u, u) — Ig)(u^ w) = 0 ist dann eine 
Schar von honfokalen KegelscJmiUen (Nr. 232). Auch von dieser 
Schar gehen durch jeden Punkt zwei Eegelschnitte, wahrend 
jede Gerade von einer Scharkurve beruhrt wird. Die Involution 
der Tangentenpaare der Schar an irgend einem Punkte hat 
rechtwinklige Doppelstrahlen, da diese mit jedem Paare, also 
auch mit dem zirkularen Geradenpaar, eine harmonische Gruppe 
bilden (Nr. 289, 12). Da die Doppelstrahlen die Tangenten 
der beiden durch den Punkt gehenden Eegelschnitte des Sy- 
stems sind, schneiden sich konfokale Eegelschnitte recht- 
winklig. 

B. 1) Man bestimme die Koordinaten der BerOhrungspunkte 
einer Geraden 0 mit dem Biischel f(x^ x) — Xg(x^ x) ^ 0^ 

Ordnet man die Determinants D nach den Potenzen und Pro- 
dukten der Wg, 2 ^ 3 , so hat man fur die Koordinaten x^ der be- 
treffenden Beriihrungspunkte die Beziehungen 

a-i ; a;j : a;^ = D'(“i) * ("a) = ("s) • 

2) Die Tangenten der Eurven des Biischels in ihren Schnitt- 

Salmon-Fiedler, amaL Geom. d. Eegelschn. IL 7. And. 11 
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punkten mit einer Geraden umliulleii eine Kurve dritter Klasse^ 
die die gegebene Gerade zur Doppeltangente bat. 

Man bildet die Gleichung dieser Kurve for =* 0 als die 
Gleicbung der Geraden, 0 als die der Tangente und mit den 
drei Beziehungen pW; = f ioc^) — indem man in die durcb 

Elimination von p und 1 erbaltene Determinante dritten Grades 
fur die die Werte einsetzt, die aus der Gleicbung der Tangente 
und der Gleichung der gegebenen Geraden gewonnen werden. 

Stellt 0 die unendlich feme Gerade dar, so ist die zu- 
gebbrige Kurve dritter Klasse die Hlillkurve der Asymptoten aller 
Biischelkurven. 

324. Bestimmang der Kegelsclmitte dtircli lineare Be- 
dingungen. Ftlnf Bedingungen bestimmen einen Kegelschnitt, 
so dafi im aUgenieinen m Ftmlde iincl n Tangenten dessdbm 
gegeben sein Jconnen^ so fern m + w « 5 isi. Die besonderen 
Falle der Lage eines dieser Bestimmungs -Elemente oder 
mehrerer von ihnen erfordem nur sehr einfache TJmfonnungen 
der Konstruttion des entsprechenden aUgemeinen Falles. 

Wenn z. B. eine Parallele zu einer Asymptote gegeben 
ist, so vertritt dieselbe einen unendlich femen Piinkt, die An- 
gabe derEichtung einer Asymptote ist also gleichbedeutend mit 
emer Bedingung. Eine Asymptote der Kurve ist mit mei Be- 
dingungen gleichbedeutend, sowohl mit zwei unendlich nahen 
Tangenten wie mit zwei unendlich nahen Punkten, weil eine 
Tangente und ihr Beriihrungspunkt gegeben sind. Die Be- 
stimmnng, daB die Kurve eine Parabel sein soU, ist dne Be- 
dingung, denn es ist damit die unendlich feme Tangente ge- 
geben. Dagegen wiegt die Bezeichnung der Kurve als Kreis 
zwei Bedingungen auf, weil dann die Kurve durch zwei be- 
stimmte unendlich feme Punbte gehen muB. Die Angahe 
eines Brennpunktes ersetzt zwd Bedingungen, denn sie be- 
stimmt zwei Tangenten der Kurve (Nr. 300 und 181), in der 
Tat hestimmt ein Brennpunkt mit drei andern Bedingungen 
den Kegelschnitt. 

Die Angahe des Pols einer gegebenen Geraden in bezug 
auf den Kegelschnitt ist gleichbedeutend mit zwei JBedingungen, 
drei weitere Bedingungen bestimmen die Kurve. Denn (vgL 
Fig. 75 in Teil I, S. 280) fur P als den Pol von P'P" in 
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Bezng auf den Kegelsclinitt und T als Punkt desselben ist 
aucli T, der vierte harmonisclie Punkfc zu T in bezng auf 
das Punktepaar P, P, ein Punkt des Kegelscbnitts; und die 
Tangenten in T und P' scbneiden sich in einem Punkte 0 
der Polare P'P". So bestimmt man aus einem gegebenen 
Pol und seiner Polare zu drei Punkten oder Tangenten drei 
weitere Punkte oder Tangenten derselben Kur7e und damit 
diese selbst. Darum ist auch insbesondere die Angabe des 
Mittelpunktes als des Pols der unendlich fernen Geraden mit 
mei Bedingungen gleicbbedeutend. Brennpunkt und Leitlinie 
zablen fiir vier Bedingungen, weil zwei Tangenten und ihre 
Berubrungspunkte damit gegeben sind. (Vgl. Nr. 181.) 

Dagegen ist die Angabe zweier Punkte als barmoniscber 
Pole gleicbbedeutend mit eineir Bedingung. Hierber gebort 
aucb die Bestimmung der Kurve als gleicbseitige Hyperbel; 
denn sie sagt aus, dafi die unendlicb femen Kreispunkte bar- 
moniscbe Pole sind. Somit ist die Bestimmung eines sicb 
selbst konjugierten Dreiecks mit drei Bedingungen gleicb- 
bedeutend, wie aucb die auf dasselbe bezogene Gleicbung der 
Kurye nur zwei unabbangige Konstanten entbalt (Nr. 299). 
Wenn fur eine Parabel ein Tripel barmoniscber Pole gegeben 
ist, so sind durcb dasselbe drei endlicbe Tangenten der Kurve 
bestimmt und ist daber nur nocb einer Bedingung zu ge- 
nugen moglicb. Bedingungen, die Unea/r sind fur FunJdkoordir 
naten, sind quadratiscJi fur Linienkoordinateny insofem es sicb 
um die Bestimmung der Koeffizienten der allgemeinen Glei- 
cbung bandelt. Dual entsprecbendes gilt fur ein Paar barmo- 
niscber Polaren. Die Angabe eines Durcbmessers ist ein be- 
sonderer Pall biervon. Zwei konjugierte Durcbmesser zablen 
fiir drei und die Involution konjugierter Durcbmesser fiir vier 
Bedingungen; jede Involution barmoniscber Pole fiir zwei Be- 
dingungen, usw. 

1. Funf Funkte, Man bat zur Bestimmung der Koeffi- 
zienten von f{Xy a?) = 0 fiinf lineare Gleicbungen. Aus jenen 
Punkten konnen mit Hilfe des Lineals aUein bebebig viele 
andere Punkte der Kurve konstruiert werden. Aucb kann man 
durcb dieselbe Konstruktion die Polare eines Punktes in bezug 

11 * 
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auf den Kegelsclinitt ermitteln. Die Polaren von zwei Punkten 
einer Geraden liefern als ihren Schnittpunkt den Pol derselben, 
insbesondere z. B. den Mittelpunkt. Die Tangente eines Punktes 
der Kurve bestimmt sich als die Verbindungsgerade desselben 
mit dem unendiich nahen Punkte der Eurve. Ob die durcb 
funf Punkte bestimmte Kurve elliptiscb oder byperboliscb ist, 
entscheidet sich durch die sieh selbst entspreehenden Rich- 
tungen der Strahlenbuschel von zweien derselben nach den 
tbrigen (Nr. 284). 

2. Fiinf Tangenten, Die Koeffizienten von u) = 0 
bestimmen sich durch fiinf lineare Gleichimgen, daher alle 
andem Tangenten durch lineare Konstruktion, zugleich die 
Beruhrungspunkte als Schnitte unendlich naher Tangenten 
(Nr. 269). 

Der Pol einer Geraden g^ insbesondere der Mittelpunkt der 
Kurve als Pol der unendlich femen Geraden, bestimmt sich 
als der Schnittpunkt von zwei Geraden, die zu g polar-kon- 
jugiert sind (Nr. 318). 

3. Tier PtmJde nnd eim Tangmte fiihren durch eine qua- 
dratische Gleichung zur Bestimmung fur den Parameter der 
Kegelschnitte durch die vier gegebenen Punkte (Nr. 323). Man 
konstruiert nach der Eigenschaft des eingeschriebenen Vier- 
ecks durch seine Gegenseitenpaare auf jeder Geraden eine 
Involution, der auch die Schnittpunkte mit der Kurve an- 
gehoren; die Beruhrungspunkte der Tangente sind die Doppel- 
punkte (Nr. 289, s). 

Weil diese Aufgabe zwei Losnngen hat, so kann eine 
lineare Konstruktion derselben nicht erwartet werden. Auch 
der Satz von Gamot lafit sich zur Auflosung des Problems 
verwenden (B. 1 in Nr. 314), Indem man bemerkt, daB durch 
vier Punkte des Kegelschnittes in dem Diagonalendreiseit des 
durch sie bestimmten Vierecks drei Pole und ihre Polaren 
gegeben sind, leitet man aus der einen bekannten Tangente 
drei andere Tangenten ab und gelangt so zu vier Punkten 
und vier Tangenten. 

4. Vier Tangenten und ein PunM bestimmen den Kegel- 
schnitt durch die dualen Bedingungen und Konstruktionen. 
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5. Drei PunJcte a, 6, c und mei Tangenten. Man hat fOr 
die drei lineare und zwei quadratische Bedingnngen, und 
man schlieBt nach einem besonderen Palle des Satzes in 
]Sir. 289, daB die Grerade uh den Kegelschnitt und zwei seiner 
Tangenten in Punktepaaren a, J und B einer Involution 
schneidet, der der Scbnittpunkt mit der Beriihrungssehne der 
Tangenten als einer der Doppelpunkte der Involution angehort 
Jede der drei Geraden al>,hCjCa bestimmt so in denDoppel- 
punkten der durch ibre Enden und ibre Schnitte mit den 
gegebenen Tangenten gebildeten Involution Punkte der Be- 
riihrungssehne jener Tangenten; sie liegen viermal zu dreien 
in einer Geraden. Hierber gebort aucb die Bestimmung der 
Kegelscbnitte durcb drei Punkte und einen Brennpunkt. 

6. Drei Tangenten und zwei Punlcte, Man hat die dualen 
Gleicbungen und Konstruktionen; das Dreieek der drei Be- 
riibrungssebnen hat seine Ecken in den gegebenen Tan- 
genten und nach dem Vorigen gehen seine Seiten je durcb 
einen festen Punkt der Verbindungsgeraden der gegebenen 
Punkte. 

7. Die Angabe von zwei Punkten oder zwei Tangenten 
ist ein besonderer Pall der dqppdien BerUh/rung mit einem 
geg^enen Kegelschnitt*^ des allgemeineren Problems ist an ver- 
schiedenen Stellen des Vorigen gedacbt wordem Fiir die Be- 
stimmung durcb drei Tangenten oder drei Punkte und die 
doppelte Berubrung mit einem gegebenen Kegelschnitt sehe 
man Nr. 298, 4 ; fur die durcb Punkt oder Tangente und die 
doppelte Berubrung mit zwei gegebenenKegelschnittenNr.312,3; 
fiir die doppelte Berubrung mit einem gegebenen Kegelschnitt 
und die Berubrung mit drei andem Kegelsebnitten, die diesen 
selbst doppelt berubren, baben wir im ApoUoniscben Problem 
das elementare, aber voUgiiltige Analogon (vgl. Nr. 361 und 
Teil 1, Nr. 123). 

8. Zwei Punkte oder Tangenten sind ersetzbar durcb die 
dem Kegelschnitt entsprecbende Involution barmoniscber Pole 
bez. Polaren in ibrer Verbindungshnie bez. um ibren Schnitt- 
punkt. So werden die Fdlle Tcanjugiert imagindrer Paare be- 
stimmender Punkte oder Tangenten umfaBt. 
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Normalen als Bestimmungselemente gestatten keine Kon- 
struktionen mit Lineal nnd Zirkel, ebenso die von berdbren- 
den Kegelschnitten im allgemeinen oder von Kegelschnitten^ 
die iinter gegebenen Winkeln geschnitten werden; usw. 

Eine allgemeinere Art linearer Bedingtheit der Kegel- 
sclmitte, die alle bisher behandelten nnd noch weitere, z. B. 
die hannonische Teilung von Strecken und Winkeln, als 
Sonderfalle umfaBt, wird nns die Invariantentheorie kennen 
lehren. (Tgl. Nr. 349, 391 nnd 395, 6.) 



Achtzehntes KapiteL 

Inyariantentlieorie der binaren Fomen. 

325. Bin'are Grleiclmngen. Jede Kurve Ordnung be- 
stimmt mit einer beliebigen Geraden eine Gruppe von n Sobnitt- 
punkten (Nr. 27), jede Kurve Klasse mit einem beliebigen 
Punkte eine Gruppe von n Tangenten. Durcb Transformation 
der Koordinaten kann die Gerade stets zu einer Seite, der 
Punkt zu einer Ecke eines Fundamentaldreiecks gemacht wer- 
den. Dann liefert die Substitution von = 0 bez. — 0 in 
die ternare Gleichung der Kurve die binare Gleichung des 
w-strabligen, zur Scbnittpupktgruppe perspektiven Biiscbels 
n.us der Gegenecke, bez. die Gleichung der w-pimktigen^ zum 
TangentenbUschel perspektiven Reibe in der Gegenseite. 

Nun braucben wir zur Untersucbung der Punktreiben 
und Strablenbiiscbel iiberbaupt nur zv^ei bomogene Koordi- 
naten. Sind in einer Reibe zv7ei Fundamentalpunkte gegeben, 
so konnen als die Koordinaten Xj^ | x^ eines beliebigen Punktes 
seine durcb Konstanten | % dividierten Abstande von jenen 
genommen werden (Nr. 87). Ebenso sind die Koordinaten 
%|w 2 eines Strabls im Btiscbel in bezug auf zwei Funda- 
mentalstrablen die durcb Konstanten j dividierten Sinus 
seiner Winkel gegen diese. Definieren wir diese Konstanten 
als Koordinaten eines Einbeitspunktes und einer Einbeits- 
geraden (Nr. 87), so ist die Bedeutung der Koordinaten in 
Reibe und Buscbel dieselbe, d. b. eine Unterscbeidung von 
Punkt- und Linienkoordinaten ist gegenstandslos. 

Bei solcber Deutung sind die Schnittpunktreihen und 
Tangentenbiiscbel einer Kurve durcb bomogene Gleicbungen 
mit zwei Veranderlicben analytiscb ausgedriickt. Eine TJnter- 
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suchung soleher binarer Gleicliungen wird daher die Gxund- 
lage zu weiteren Ergebnissen des im vorigen Kapitel be- 
gonnenen Studxnms der tem^en Gleiebungen zweiten Grades^ 
bilden.^) 

Die lineare binare Form scbreiben wir 

( 1 ) 

und die Form Grades symboliscb als Potenz a/. Die- 
Traasformatioa der Koordinaten zu neuen Fundamentalele- 
menten wird vermittelt durcb 

^2^ QX-^ ** ^11^1 "j-" ^22^2 * 

Bei unveranderter Koordinatendeutung ist dies zugleicb der 
Ausdruck der projektiven Zuordnung zweier Eeihen (Biischel) 
X, mid a:/. 

Die allgemeine binare Gleicbung Grades hat n-^ 1 
Koeffizienten oder n voneinander unabhangige Eonstanten^ 
die 9 ^ Wurzeln oder Die 

Ausdriicke x^^x^ — x^^^'^x^ nennt man die Linearfaktoren der 
Form. 

326. Diskriminaiite. Projektiye Punktreihen oder Strahlen- 
buschel sind durch drei Paare homologer Elemente bestimmt^ 
denn die Koeffizienten der linearen Substitution sind dann. 
bis auf einen konstanten gemeinsamen Faktor zu berechnem 
Somit kann im ollgemeinen jede quadratische bez. kubische 
Gleichung in jede andere quadratische bez. kubische Gleichung- 
linear transformiert werden, da deren Koeffizientenzahl die 
der Substitution nicht ubersteigt, Dagegen konnen Gleichun- 
gen hoherer Grade im allgemeinen nicM ineinander linear trans- 
formiert werden. Zwei biquadratische Gleichungen stellen nur 
dann projektive Gruppen von je vier Punkten dar, wenn 
bei irgend einer Zuordnung derselben die Doppelverhaltnisse- 
gleich sind. 

Wir haben auch schon erkannt, welche quadratische 
Gleichungen oder welche Punktepaare nicht linear verwandt 
sind. Da jeder einzelne Linearfaktor wieder in einen Linear- 
faktor transformiert wird, kann ein voUstandiges Quadrat nur 
wieder in ein solches ubergehen. Wenn also die Diskrimi-- 
nante ^ einer gegebenen quadratischen Gleichung Null ist;^ 
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so verschwinden auch. die Diskiiiniiiaiiten aller ihrer linear 
transform ierten Grleiclinngen. Daher kann die Diskriminante 
durch die Transformation nur durck den Zutritt eines von 
dieser abhangigen Paktors geandert werden. In der Tat wird 
+ 0 dnrch. die Transformation 

(2) mit 9 = 1 ubergefiihrt in 

aj = 

= { aji® + 2 ai3 + 022 “si® } -^i' ® 

"i” { ^3® "i~ 2 Oj2 “l2 ^2 "i" “22 ®^2"* } ^2 ” 

+ 2{auauai2+ «i2(“n“s2+ “is^si) + a^ai^a^]xiX^ = 0, 
nnd nach. dem Multiplikationsgesetz der Determinanten er- 
balt man 

( S ) /d = 0/22 ^13 ^= (^1 ^22 ^ 12 *^ 2 l )^(^ 11^22 ^ 12 ”) ^ 

Die Disicriminante A der transformiertm Form ist das 
ProduU avs der Disicriminante J der ^irspriinglicken Form in 
das Quadrat des Substitutionsmoduls A. 

Allgemein verstekt man nnter der Disicriminante einer 
dnrck 


(4) U= ^x^ + ® • * • + 

dargestellten binaren Form n^^ Grrades diejenige Fnnktion 
der Eoeffizienten a^, ^ 2 , . - • % von (4), deren Versckwin- 
den notwendig ist, wenn zwei Elemente der dnrck Z7 = 0 
bestimmten Gruppe von n Elementen zusammenfallen sollen. 
Im folgenden werden wir zeigen, dafi man die Diskriminante 
dnrck Elimination von Xj^ nnd x^ ans 

(5) K = 0 rind K = - = 0 

^ ^ ^ n dx^ - n dx^ 

erkalt. 

Zum Beweise dieser Bekanptnng beackte man, daB ein 
in U doppeU entkaltener linearer Faktor cc^^X^ + ojgiTj in 
nnd U 2 als einfaclier Faktor anftritt; denn wenn TJ von der 
Form {a^x^+ ' u ist, so wird 

=ss 2 (off iCj 4" cc^x^u 4- 4“ ^ 2 ^ 2 ) 

6) ■ =(aia;2 + agars) {2aiM + (aia:2+a2<’^s)^|j 

= («!«! + ag^s) { 2a2M + (a^ari + “s^s) ^ ) • 
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Fiir verschwindeii also neben XJ auch 

Ui mid ZJg. 

Umgekebrt kann man zeigen, daB die Form TJ durch 
{a^x^+cc^x^^ teilbar ist^ wenn nnd XJ^ den gemein- 
samen Faktor (x^x^ haben. In diesem FaUe ist nam- 

licb aucb XJ zunacbst durcb {a^x^ + (x^x^"^ obne Rest teil- 
bar, deim anf Grand des Eulerscben Satzes dber bomogene 
Funktionen ist 

(7) nU =‘ TJ =‘ XiV^. 


Bin in XJ^ und XJ^ enthaltener Faktor ist daber aucb Faktor 
von XJj man kann also XI^ cc2X2)v setzen, imd bier- 

ans folgt 

... I 




ZTq — 


IE 

ox. 


(cc^Xi^jr ®^2^2)| 


ov 


+ 


Ofj V 

Xi ^ 

oc. i' 


dx^ cCiXj^ + a^Xs, 


!■ 


Da nun XJ^ nnd XJ^ game Funktionen von x^ und x^ mit 
dem Faktor a^x^ + (x^x^ sind, muB v durcb a^x^ + 012^2 
Rest teilbar sein, es ist etwa a^x^u, somit in 

der Tat XI = {a^x^ + (x^x^^ • u.^^) 

Da man das Ergebnis der Elimination von x^ und x^ aus 
zwei in x^, x^ bomogenen Gleicbungen als JResultante dieser 
Gleichungen bezeichnet, isi also die Dishriminante irgend einer 
Undren Form allgemein die Besultante ihrer •partidlen Alh 
leitungen. 

Die Diskrimmante einer quadratischen Form ist daber 
die Determinante ihrer linearen Ableitungen 

"{“ ^12^2 ~ G, a >^ 2 ^i ^22^2 ~ Gj 

als Funktion der Wurzeln ctg lautet sie dann, wegen 


CCg — ^^22 • ^ “f" ^2 — 2 j j 

(9) ^ 4^ — as)®- 

Die Ableitungen der transformierten quadratiscben Form 
geben aus den vorigen nicbt einfacb dadurcb bervor, daB 
man die ursprungbcben Ableitungen transformiert, sondern 
es bestebt die Identitat 


%'< + <ii2'a:s'= au(«iia;i+ + a3i(ai2a;i+ aas^s), 

®18 % "t" ®2S *2 = OlsC®!!®! + ®18®s) "H ass(®12®l "I" 
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sobald die linear durcli die ansgedrfickt werden. Die 
neuen Ableitungen entsteben daher aus den nrspriinglichen 
so, wie wenn diese als Elemente einer Transformation unter- 
worfen wiirden, die zu der auf die x^ angewandten als die 
transponierte (Nr. 91) gehort. 

327. Invarianten. Die Diskriminante gebort zn der Gat- 
tung wicbtiger Funktionen, die man Invarianten nennt (Nr. 91). 
JEine algeiraische FunMion 1(a) der Koeffkienten a einer Form 
heip^t Invariante^ wenn nach linearer Transformation der Form 
dieseV)e, in den transformierten Koeffi^ienten a gelildete Funlc^ 
tion i(a') ein ProduJct von J(a) in eine Potenz des Substitu-- 
tionsmodids ist: 

(10) J(a')- A".i(a). 

Man bezeicbnet eine solcbe Funktion als unveranderlicb oder 
invariant bis auf einen Faktor A^, und insbesondere als absolute 
Invariants^ wenn dieser Faktor Eins (J (a'') = J (a)) ist. 

Die Bildung soicber Invarianten ist von groBter Wicbtig- 
keit fur die analytiscbe Geometrie, denn das Verschwinden 
einer Invariants drucM eine ^grojeMive Eigenschaft des durch 
die Gleichung da/rgesteUten GebUdes aus. In der Tat ver- 
scbwindet dieselbe Koeffizientenfunktion fdr alle projektiven 
Gebilde gleicbzeitig. Wir konnen dafur aucb gleicbbedeutend 
sagen, daB die definierte Eigenscbaffc des gegebenen Gebildes 
vom Koordinatensystem unabbangig ist, denn eine Koordi- 
naten-Transformation ist eine lineare Transformation. 

In dem Teil der Algebra, den man als Invariantentbeorie 
oder Algebra der linearen Transformationen bezeicbnet, wird 
gezeigt, wie man Invarianten bildet. 

Hat eine Form mebr als eine Invariante, so bat sie 
aucb absolute Invarianten, z. B. : J 2 ^, wenn zwei Invarianten 
li(a) == A'* • Ji(a), = A* • J 2 (a) vorbanden sind. Damit 
zwei Formen linear verwandt seien^ rniissen aucTi ihre ahsoluten 
Invarianten iliereinstimmen. Nun konnen die Substitutions- 
koeffizienten stets so bestimmt werden, daB vier transformierte 
Koeffizienten gegebene Werte baben, also mussen im FaUe 
einer binaren Form Grades nocb w — 3 Beziehungen 
zwiscben den Koeffizienten der beiden Formen erfiiUt sein. 
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Diese Beziehungen lassen sicli aber stets durch Gleicbheitert 
absolute!- Invarianten ersetzen.®-) Demnacb bat eine binare 
Form Grades n — 3 unabhangige absolute Invarianten^ 
die biquadratische Form z. B. eine. Eine quadratiscbe oder 
kubische Form kann daber uberhaupt nicbt mehr als eine 
Invariante haben, namlich ibre Diskriminante. 

Die Definition der Invarianteneigenschaft durcb die Glei- 
cbung (10) ist nicbt an Funktionen von Koeffizienten nur 
einer Form gebunden. Eine algebraische Fwiktion J der Koeffi- 
zienten a, 6, . . . mehrerer Formen, die bei gleichzeitiger Trans- 
formation derselben invariant ist^ heifit eine Simultaninvarianie 
derselben (Invariante des Systems simultaner Formen): 

( 11 ) 

Das Versebwinden einer Simtiltaninvai-iante definiert eine 
projektive Beziebung der gleicbzeitig untersucbten Gebilde. 

Zwei lineare Formen haben nur eine SimuUan- 

invariantSy thre Eeterrninante a^b^—a^b^. Derm es ist 
a^b^ a^b^ — * (a-^ b^ a^ bf^ , 

und es kann keine zweite Invariante geben, weil zwei ge- 
trennten Punkten irgend zwei andere getrennte Punkte pro- 
jektiv zugeordnet werden konnen. 

Ganz aUgemein gilt der Satz: Gleicbungen oder Glei- 
cbungssysteme derselben Grade sind Equivalent oder steUen 
projektive Gebilde dar, wenn gleicbgebildete Invarianten gleicb- 
zeitig Null und alle gleichgebildeten absoluten Invarianten 
gleicbwertig sind. 

328. Harmonisch.e Invariante. Zwei quadratiscbe Glei- 
cbungen konnen nicbt simultan in zwei be- 

liebige andere lijieaj;. transformiert werden; 

als geometrische Bedingung bierfiir ist notwendig und bin- 
reicbend die Gleicbbeit der Doppelverbaltnisse der Elementen- 
paare. Bildet man aus den Wurzelpaaren cq, cfg; 
gegebenen Gleicbungen das Doppelverbaltnis 

( 12 ) 

so ist 

n 3'\ ^ ^ (Ot + gg) (ft + fe) 2(0;^ g, 4- Ptfe) 

^ ^ 1 — d («i ~ ag) ft) 
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und in den Koeffizienten ansgedrUckt 

/I “T ^ ~ * 

\1 d) 4 ajj ^ 12 ') (^11 ^22 ^12 ^ 

Somit ist die reelite Seite liier eine absolute Simultaninvariante 
des Grleicbungspaares. 

Der Nenner ist das Produkt der beiden Diskriminanten 
^ 2 , andert sicb also um bei der Transformation. 

Daber ist aucb die Quadratwurzel aus dem Zahler eine In- 
Tariante, die sich um andert. Das Verschwinden des 
Nenners zeigt, daB zwei Elementenpaare nur dann 5 « 1 
ergeben, wenn das eine von ihnen aus zusammenfallenden 
Elementen bestebt (Nr. 83). Der Zabler dagegen verscbwindet, 
wenn d « — 1 ist, d. b. die Bedingung fiir die harmonische 
Trennung der heiden Elementenpaare ist 

(15) 0 ^ ^ 11^22 "b ^22^11 ^^12^12 ~ 

in der Tat die scbon in Nr. 16 gefundene Beziebung. 

Die linke Seite dieser Gleicbung mag daber als die Jiar- 
monische Simultaninvariante & bezeiebnet werden. "Algebraiscb 
folgt ihre Invarianteneigenscbaft unmittelbar daraus, daB sicb 
@ in der sjmboliseben Form {a^i^-^ schreiben laBt, 

<L b. als das Quadrat der Simultaninvariante der linearen 
Pormen (Nr. 327), 

329. Resultante. Aus der absoluten Simultaninvariante 
(14) sind weitere Invarianten abzuleiten. Sowohl = 0 als 
== 00 ergibt z. B. die Beziebung 

(16) 

als Bedingung dafiir, daB die Gleicbungen aJ^O, 
eine. gemeinsame Wurzel baben, d. b. als ibre BesuUante, In 
der Tat lautet die linke Seite, in den Wurzein geschrieben, 

{(«! + i?,) - 2(cc,a,+ ^M^- (a,- 

Oder 4(cfi - /Sj) («! - /Sj) — ft) (kj - ft) - 
Nun ist aber 0^ — 4^^ eine Invariante, denn jede rationale 
FunTction von 0 hat die Invarianteneigenschaft. Ab- 

solute Invarianten sind unter den rational gebrocbenen Punk- 
tionen offenbar diejenigen, die bezuglicb der Koeffizienten 
die nuUte Dimension baben, Umgekebrt lehrt die Invarianten- 
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tlieorie; da^ sick iiberJimtpt aUe Invarianten des qtiadratisckm 
FoTmenjpaaves durch z/g, S rational ausdriicken lassen. 

Die Resultante insbesondere kann man aucb in Deter- 
niiiiantenforni bilden. Multipliziert man namlich die beiden 
Formen a/, hj mit den linearen Binomen bez. die die 
nicht gemeinsamen in bez. aj entbaltenen linearen Fak- 
toren darstellen, so mussen die Produkte ajp^ und 
identisch sein. Die viergliedrige Identitat 

Kefert somit die in ofg, li^iearen Gleichungen 

^ 11^1 = 0 , 

2 4 “ ^2 2 ^11 ^2 “ 

^23^1 2 ^ 12^2 ^23^ 263 ^ 2^2 ~ 

Die Resultante ist die Bedingung dafur, daB diese in ^19 P 27 
homogenen und linearen Gleicbungen nebeneinander 
besteben, sie lautet also 


^11 

0 

hx 

0 

1 2ai2 

flu 

2612 

hi 

1 ^22 

2«is 

^22 

2&22 

1 0 

«22 

0 

^22 


die man leicbt umformt in 

18 ) j ^12^11)9 ^1^22 %2^11 

j ^ 1^23 ■“ ^22^11 7 2 (% 2^22 ^22^12) 


= 0 Oder 


( 19 ) 4 (aiibig — c^i 2 ^ii)(<^i 2 ^ 23 '” ^2^12) (^11^22"” ^22^11)^— 0 . 

B. 1 ) Das Doppelverbaltnis zweier Elementenpaare, als Funk- 
tion der livarianten ausgedruckt, ist 

@±2y^ 

<9 + 2]/^^ * 0— 2]/]^^* 

2 ) Man soil den Ort eines Pimktes so bestimmen, dafi die 
von ihm an zwei feste Kegelscbnitte gezogenen Tangenten ein bar- 
moniscbes B^cbel bilden. 

Wir denken die beiden Kegelscbnitte anf ibr gemeinsames 
Polardreieck bezogen: 

= 0 , + ^22 ^2* + ^ 

Dann wird das vom Punkte y an den ersten Kegelscbnitt gebende 
Tangentenpaar nacb Nr. 313 ansgedriickt durcb 
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{•hiVi + • V + • •) — + 033^3%)®= 0 

und fOr die Sclinittpunkte des Tangentenpaares in der Fundamental- 
linie Xg^ 0 folgt 

«1i(« 233/2®+ «3S%®)^1® + as!2(«'33%®+ 

— 2ajia2j2/iy2^ia^3= 0- 

Indem man die Bedingung bildet, unter der das so bestimmte 
Punktepaar mit dem ebenso aus der Gleicbung des zweiten Kegel- 
scbnittes abgeleiteten Paare eine barmonische Teilnng gibt, erMlt 
man die Gleicbung des fraglicben Ortes in der Form 

(hi ^22 (®22 (^33 “1“ ^11 2^1“) 

+ a32^l(®88J's®+ “n2'l®)(&222/2®+ &33^3®) — 2011022 ^'u^222/i®S' 2®=0» 
woraus nacb Abscbeidung des Faktors und nacb Yertauscbung 
der 2/i mit laufenden Koordinaten die Gleicbung 

%l^ll(^22^33 ^ 33 ^ 22 )^ 1 ^ “1“ ^22 ^22 (%3 ^11 "t" ^11^33)^2* 

4“ ^33 ^83 (%1 ^22 4” ^22 ^ 11 )^ 8 ^ ~ ^ 

bervorgebt. 

Die wicbtigen Beziebungen dieses Kegelscbnittes 2Tc(x^i3G) — 0^ 
der sogenannten harmoniscJien Kurve 2, Ordnung^ zu den gegebenen 
werden wir in Nr. 354 und 356 kennen lemen. 

3) Wenn in die Gleicbungen von zwei Kegelscbnitten f{x^ si) = 0, 
^(ajjOj) = 0 fiir die Ausdrdcke liC|+ (ly^ eingesetzt werden, so 
folgt aus den in der Form 

X^f{x, x) + 2ifif(a:, y) + y) = 0, 

X^ff(x, x) + SAfi^r^a;, y) + ftVCy, y) = 0 
(Nr. 306) gescbriebenen Substitutionsergebnissen nacb den vor- 
stehenden Betracbtungen, da6 giv-ty^fioc^x) 4- 

^ durcb den Punkt y^ gebende Geradenpaar 
darstellt, das von den beiden Kegelscbnitten in barmoniscben Punk- 
ten gescbnitten wird. In demselben Falle ist die Gleicbung des 
Systems der vier vom Punkte y^ nacb den Scbnittpunkten der Kegel- 
scbnitte gezogenen Geraden: 

4 - f{y,y)9{3:,x) — ^f{x,y)gix,y)]^ 

— 4 : { f{y, y)f{x, x) — f(x, y ) } {g{y, y)g{x,x) — g%x,y ) } = 0 , 

'“id fiy, y)f{^i ») — y) = o> 9(.y,y)9Qo, <») — ^®(®t s') = o 

sind die Paare der von y^ an die Kegelscbnitte gezogenen Tangenten. 

4) Welches ist die Hullkurve der Kegelscbnitte, die durcb drei 
gegebene Punkte geben und eine feste Strecke barmoniscb teilen? 

Wir nebmen die drei Punkte als Fundamentalpunkte, der 
Kegelscbnitt bat alsdann die Gleicbung 

^28^2^3 4“ 4" (hs^l^ 

und 0^ seien die Koordinaten der Streckenendpunkte. Dann haben 



176 XVin. Invariantentheorie der binaren Pormen. 330, 


die dem Doppelverhaltnis a entsprecbenden Teilpunkte Koordinaten 
von der Form y^ + bez. y^ + wobei ft = ict ist nnd X einen 
veranderlicben Parameter bedeutet. Die Gleiebung des durcli diese 
Punkte und die Ecken des Fundamentaldreiecks gehenden Kegel- 
schnittes wird 

x^x^ x-^x^ ! 

(3^2 + ^^2) fe + ^--3) (2/3 + ^%) (2/3 + ^^1) (2/1+ (2/2 + ^'^'2') 

(^2 + {y^ -f- ( 2/3 + {yi + (Hi + ( 2/2 + ^^^ 2 ) j 

Oder, wenn man = y^Z;. — y^^Zj setzt: 

+ X^k{z^^\x^x^ + z^H'^x^x^ + 

Demnacb ist die Gleicbnng der Hullknrve 

(1 + a)®{2/i^iZ:ii»2a;g + + y^hh^iOk } * 

— 4c:(2^i*AiiB3a:j + + y^k^x^x^ 

{s^^\XiX^ + g^^k^x^x^ = 0 

Oder 

(1 — ay{y^e^\x^x^ + + y^^zk^x^x ^ } * 

— 4o!&i7fj7ij(fci!Ci + k^x^ -1- \x^XiX^x^ == 0. 

Diese ist also eine Kurve vierter Ordnung, die die Ecken des Fun- 
damentaldreiecks zu Doppelpunkten hat und von der Geraden der 
Strecke in ihren beiden Endpunkten beriihrt wird. Fur die harmo- 
nische Teilung insbesondere geht die Gleichung uber in das Produkt 
der Kegelsohnittgleichungen 

y-^k^x^x^ -J yz\x^x^ = 0 und s^^-\x^x^ H 1- z^^k^x^x^ = 0, 

d. h. die Htlllkurve ist der vierte Punkt, der diesen beiden Kegel- 
schnitten gemeinsam ist. Alle emem festen Dreiech umgeschriehenen 
KegelschniMe^ die eine feste Strecke harmonisch teilen^ gehen durcli 
einen vierten festen Funkt- (Vgl. Nr. 349, Sf.) 

330. Kovarianten. In der Form (18) auf Seite 174 er- 
scheint die Resultante zweier quadratischer Formen als die 
Diskriminante einer dritten quadratisclien Gleichung 

(20) I + {^11^2 %2^1l)^1^2 

1 + (%2^22 %9^12)^2^ ~ 

Diese definiert nach Nr. 17 das zu den beiden gegebenen 
gleichzeitig harmonisch konjugierte Elementenpaar. 

Nun sind in der Projektivitat, die 0, 0 den 

Paaren =*0, bj = 0 zuordnet, auch die gemeinsamen har- 
monischen Paare homolog. Also muB der Ausdruck (20) dnrch 
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lineare Transformation gleichbedeutend werden mit dem Aus- 
druck, der ebenso ans dem transformierten Gleicbxingspaar 
€[^^=>0, gebildet ist. Wirklich ist die linke Seite 

des letztgenannten Ansdruckes gleicb der mit A multiplizier- 
ten linken Seite von (20). 

Man beweist dies durcb die Darstellung der Gleiehung (20) 
in Gestalt der FunUionaldeierminante: 

(21) ^ ^11^1 ^12^2; ®12^1 “t” ^23^2 , ^ Q 

deren Elemente die mit ^ multiplizierten partiellen Ableitun- 
gen von 1)^ nacb sind. Sofern x ^ und x ^ , 

dnrch die Substitution (2), wobei p = 1 sei, identiscb ver- 
bunden sind, bestehen zwischen den Ableitungen einer Form S 
beliebigen Grades die Identitaten (Nr. 325): 

ds _ ^ 4 _ M - M. a. 

dx^' dx^ dx^' dx^ dx^' dx^ ‘ ^21 ? 

__ dS_ 1 _ Mo. 

dx/ dxj^ * dx/ ‘ dx^ dx/ dx^ • 

Da somit die Ableitungen invers transformiert werden, gilt 
^Ugemein fiir zwei binare Pormen die Determinanten* 

beziebung 

^ \ dx^' dx^ dx^' dx^ dx^ cx^ dxj ^ 

z. B. auch F' = A * F. 

Kovariante einer Form oder mehrerer simultaner Formm 
heifit eine FunTdion Z{x, a) der Yerdnderliclien und der Koeffi- 
denten^ wenn naeh linearer Transformation dieselbe^ in den 
transformierten Verdnderlichen x' und Koeffizienten a gebildete 
Funktion G(x', a') ein ProduM von Z{Xj a) in dne Potent A'* 
des Suistitutionsmoduls ist, Somit ist die Funktionaldeter- 
minante zweier binarer Formen eine simultane Kovariante 
derselben; man nennt sie die Jacoiische Kovariante. Die De- 
dnition der Kovarianten umfafit die Invarianten als Sonderfail. 

Aus der definierenden Identitat folgt aucb die weitere 
(23) C(^»,a') = A"-C(a?',a). 

Das Verscbwinden einer Kovariante oder eine kovariante Glei-^ 
ehting driickt daher ein geometrisches Qebtlde aus, dessen Be- 
mehung m dem gegeienen odet' den gegeienen prcjelctiv ist. 

’ Salmon-Eiedler, anal. Geom, d. K€gelsclm..IL 7 . Aufl. 12 
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Also haben die^e und das koTariaiite Gebilde notwendig ge- 
wisse Tersehwindende Simiiltaiiinvariaiiten, z. B. eines der 
Punktepaare mit jP ==* 0 die harnionische 0 — 0. Eme In- 
variajite einer Kovarianie ist nach der Definition auch eine 
Intariante der Originalform, z. B. ist die Diskriminante von 
F die Resultante von a/, hj. 

Die Invariantentheorie lehrt^ daB eine binare quadratisehe 
Form keine voa ihr selbst verschiedene, sivei solche Formen 
S, S' auBer F und rationalen Funktionen von S, S'j F keine 
anderen simultanen Kovarianten haben. 

331. Invariantentheorie der Involution. Zwei Elementen- 
paare «/= 0, IJ— 0 bestimmen nach Nr. 17 eine Involution^ 
deren Paare in der Gleiehung 

(24) aJ^+Xh,^^0 

enthalten sind. Wir betrachien also eine Parameterverbin- 
dung von zwei quadratischen Formen wiederum als eine 
solche Form. 

Setzt man die Diskriminante dieser Form gleich NuU^ 
so bestimmt die so entstehende Gleiehung 

(25) (flii -f -f ^^22) (<^12 T- A 612)^==' 0 

die Parameter zweier je in einen Punkt zusammenfallenden 
Paare, der beiden Doppelelemente (Nr. 17). Diese Funktion. 
hat ihre Invarianteneigenschaft fiir jeden beliebigen Wert 
des Parameters, also unabhangig von X. Daher sind schon 
die Koeffizienten der nach Potenzen von X geordneten Dis- 
kriminante Invarianten. In der Tat lautet die Entwickelung^ 

(26) ^ 1+10 4-12^,, 

fiihrt also ausschlieBlich auf die Diskriminanten der einzelnen 
und die harmonische Siraultaninvariante beider Paare*). 

Die Parameter der Doppelelemente sind absolute Invari- 
anten, namlich 

. _ — 0 ^ — 0 — 1/0- — "4 

Deshalb haben die Doppelelemente eine projektive Beziehung; 

•) Ebenso ist die hannonisebe Invariante der Paare JL": 

+ (^' + 0 ^ 4 - 
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zu den gegebenen Elementenpaaren. Das axis ihnen gebildete, 
der Involution nicbt angehorige Elementenpaar ist also durch 
eine kovariante Gleichung darzustellen. Das Quadrat derselben 
lafit sicb unmittelbar als das Produkt der die Doppelelemente 
einzeln definierenden Gleichungen bilden, als 

fofj) I ^2 ^ hj) (aj + ^ b/) 

^ ^ 1 ^ « 0 . 

Man bestatigt leicht, da6 diese biquadratische Kovariante 
gleich — ist, wo F die fruhere quadratische Kovariante 
ist. Also bilden die Doppelelemente das gemeinsame hax- 
monische Paar zn den Involntionspaaren, in Ubereinstimmung 
mit Nr. 17. 

In einer Involution konnen die im allgemeinen getrennten 
Doppelelemente zu Fundamentalelementen gewahlt werden. 
Bezeichnen wir sie als mit aj+ 

~ ^ Ig), so kann die Gleichxmg der Involution in der 

Gestalt 
(28) 

geschrieben werden, aus der die harmonische Trennung der 
Paare durch die Doppelelemente sofort hervorgeht. 

Die Doppelelemente fallen zusammen » Jig), die In- 
volution ist parabolisch, wenn die Invariante O* — 
verschwindet. Denn fur + Xb^^} (Og, + Abjg) — (a^ + 

~ (Pi + erlaubt zu setzen 

«u + ^ &11 = m { (Ois + A6a) + o, + Aft) } , 

fljj + A6g, = — { (oig + A6i,) — (Pi + Apj) } - 

Dann geht die Gleichung der Involution fiber in 

(Oig 4- Aigg) (ffliiCg* + 2a:ift + i ft*) + (Pg + Apg) (wft*— ^ ft*) — 0 

Oder 

(wa?! + iCg) { (a^ + Xb^s) (mx^ + x^) + (Pi + Aft) (mXi-x^)}^Q. 

Somit lost sich die parabolische Involution in einen Punkt 
und eine einfache Punktreihe, bez. in einen Strahl und ein 
einfaches Strahlenbiischel auf (Nr. 18). 


12 
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B. 1) Nach Gleichung (80) in Nr. 17 ist 

— (cfj + Oj) cf, 

’1 + ft/j. =<■' 

1 (/l J’s) 3'l /’i 


die Bedingung dafur, dafi die Elementenpaare a.,; yu Ts 

einer Involution angehoren. Die Multiplikation dieser Bedingung mit 


! ^1* 

“t 

1 

; ’ d- 6 1 



1 

i bez. 1 ‘ 

> 1 * 

7i 

1 

‘ : ^' 2 “ ^^2 1 . 

Oder mit — (^1 — 

t) (yt 

— 

«=i) (<n — bez. mit — (c-i — «j) 


(a,— dj(d — aj liefert Gleichungen, die Doppelverhaltnis- 
gleichheiten 

(-^1 ^*2) ~ (-^2 ^2 ^1) 9 (*^1 ^1) ~ (-^ -^1 -^2 ^2 ‘ 


imd die durch die Vertauschung von unter sieh, 

bez. von A^A^ mit oder CjCj darans liervorgehenden aussprechen. 
^ 2) Man bestimme in zwei involutoriscben Reihen anf derselben 

Geraden das beiden gemeinsame Paar entsprecbender Punkte. 

Sind jene durcb die Punktepaare a/=*= 0, bj= 0^ 

6,'*= 0 gegeben, so sind nacb (74^ in Nr. 17 die Paare ibrer sicb 
selbst konjugierten Punkte: 

(^12^^11 (^22^11 ^11^22)^1 *^2 "I* 1^22^12 ^12^22)^2”®“ ^9 

(^12^11“” ^ 11 ^ 12 )^ 1 ^+ («22^U— ^ 11 ^ 22 )^ 1 ^ 2 + 1^2^12 — ^ 12 ^ 22 )^ 2 ^= 
Das gemeinsame Paar muB mit beiden zngleich barmonisch sein, 
d. h. seine Gleichung muB aus den beiden letzten Gleichungen 
ebenso gebildet sein, wie diese aus den Paaren der gegebenen. 
Wann rst es nicht reell? (Nr. 18.) 

332. Projektivitat. Wemi vier Paare von Elementen 


A, B,, JBg; C^, C^; Dg, die wir durch die Wurzel- 
paare Oj, A; ^29 ^2 Gleichungen zwei- 

ten Grades dargestellt denken, die beiden Gruppen yi, 

^7 ^27 727 ^2 gleichem Doppelverhaltnis bestimmen, so 
folgt aus der Parametergleichung der Projektivitat in Nr. 93 
die schon dort aufgesteilte Bedmgimg der Projektivitat von 
acht Elementen 

1111 ! 

^ Vi 

^2 72 ^2 

« l<^2 ^ 1^2 7 x 72 ^ 1^2 


(29) 


- 0 . 
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Wenn man in der Determinante die mit --- di? 

bez. multiplizierten ersten Zeilen zur letzten addiert, nach den 
Elementen der letzten Zeile entwickelt^ die Detarminanteii* 
faktoren zu Determinanten zweiter Ordnung nmformt, so lantet 
die Bedingung einfacber 

/ao'l '■“S ~ (y* ~ “ ®i) 

zum direbten Ausdruck der Doppelverhaltnij^leicliheit 


(31) 


aB. an, as. c . d * 

A,B, * A,I), “ MB, ' 


entsprecbender Elemente. 

Auf dieselbe Weise kann die Projektivitdi sweier BeUien 
von ielkhig viden Elementen ansgedrQckt werden. Denn die 
Doppelverhaltnisgleichlieit aller homologen Elementenqnadrupel 
kann dnrch das Verscbwinden der Matrix 


1 

1 

1 

1 

1 . . ii 

1 

ft 

yi 

ft 

fi . . 

i Cj 

ft 

Yi 

ft 

«, . . 

i 

ftft 

YiYi 

ftft 



angezeigt werden, wenn dies bedeutet, daB jede der ans vier 
Spalten derselben Matrix gebildeten Determinanten verscbwindet 
DaB zwei projektive Systeme durch das eine und drei Paare 
entsprecbender Punkte ans beiden Tollkommen nnd anf lineare 
Weise bestimmt sind (Nr. 93, 288), ist daraus ersicbtlicb, daB 
alle Determinanten, die die zwei ersten Spalten entbalten, in 
den feblenden Elementen Knear sini 

Ebenso sind beliebige Paare usw. desselben 

Timers in IwvdktHon, wenn die Beziehangen 


!! 1 1 1 . 

(33) I % + Cg + ft yi 4- y* • • j “ 0 

1! «i«* ftft yiy* • • i 

erfiillt sind, denn jede der ans drei Spalten diosee Systems 
gebildeten Determinanten gibt dnrch ihr Yerschwindmi die 
involutorische Beziehung (80) in Nr. 17 der drei in sie ein- 


tretenden Paare. 

Die Gleichung, die bei BerQcksichtignng der drei ersten 
Spalten Ton (33) enteteht, ist aber aucb eine einfacbe Um- 
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formung der Beziehung der Pr&jekiivitai zwischen den beiden 
dnrch und bestimmten Gruppen. 

Han hat namlich 

1111 I ft ccg . 

/'i ^ 1 1 1 1 

«s ft ^2 ft + ft ' 

ftft «1^2: ' ftft yiJ's I 

und durch Subtrafction der Elemente der letzten Spalte von 
den entsprechenden Elementen der ersten folgt 

1 1 1 


0 = (aj — Ojj) + ^2 ft + ft ^1 + ^2;- 

ftft ri?2 ; 

Involution der Paare 0 : 2 ' ft? ft? I'l; ^2 Projektivitat 
der aus vier Elementen derselben gebildeten Quadrupel ci^,ft, 
^1, fifg; Oj, ft, j/g, sind daher geometrisch gleichbedeutende 
Bedingungen. 


B, 1) Doppelelemente von zwei vereinigten projektivenReilien. 
Sind ccitCj; ft, ft; die zur Bestimmung hinreichenden 
Paare homologer Punlrte, und ist durch 6 einer der Doppelpunkte 
bestimint, so hat man fur d die quadratische Gleichung 


1 

6 

d 

d* 


^2 

«1«2 


1 

ft 

ft 

ftft 


1 

n 

7i 

7172 


Ehe Doppelelemente einer Involution sind in Nr. 331 gegeben. 

2) Sind irgend sechs Elemente 1, 2, . . ., 6 eines Elemental'- 
gebildes gegeben und konstruiert man die drei Elementenpaare, die 
bez. zu 12 und 45, 23 und 56, 34 und 61 gleichzeitig harmonisch 
konjugiert sind, so bilden diese Paare eine Involution. 


333. Polaren. Die durch aj === 0 bestimmten Elemente 
konnen als Doppelelemente einer Involution aufgefaBt werden. 
In dieser sind und j 3 ^ homologe Elemente, wenn die 
Doppelelemente durch ± | m^y^ ± darstellbar 

aind. Die Einsetzung dieser Werte in = 0 ergibt zur Be- 
atimmung von 

+ ± 0. 



Doppelelemente. Die Polaren als Ko^amnten von Pol und Form, 


Dazu ist Botwendig und liinreicheud das Versehwinden der 
Differenz dieser Gleichungen oder 

(34) - ^2-1 } -r • 

Man erkennt in ihr einerseits die Parametergleichung der 
InYolution wieder (Nr. IT und 94), andrerseits die sogenannte 
Pclarform oder Polare von a/ « 0. In der symbolischen Schreib- 
weise erscheint sie als ein Produkt das fiir y = j «= z 

mit aj identiscb wird. 

Auch die Polare muB gemaB ihrer projektiven Bedeutung 
Invarianteneigeuscbaffc besitzen. In der Tat zeigt dies die 
ALnordnxmg 

(35) -r -r « 2 *“s) = 

da die KlammergroBen die transponierte Substitution erleiden, 
wenn \ y, und gleicbzeitig und gleichartig transfor- 

miert werden (Nr. 330). 

Somit miissen wir die Definition in Nr. 330 dadurcb er- 
weitem, daB wir auch Kovarionim mit mehreren Beihen ton 
Jioyredienten VerdnderUcken zulassen. Die Polarentheorie bietet 
die wichtigsten Beispiele mit zweierlei Veranderlichen. 

Die Polare der Gleichung enthalt den 

Parameter ebenfaUs linear: 

(36) 

Einem Elemente oder Pole y entspricht also eine Eeihe kon- 
jugierter Pole und diese Reihen sind projektiv, wenn sich y 
andert. Man nennt diese Reihen auch zu der Involution pro- 
jektiv, weU in jeder die Zuordnung der Elemente und der Paare 
eindeutig ist. Indessen ist der Satz in voUer AUgemeinheit 
nur wahr, wenn der Fall singularer Projektivitat mit einge- 
schlossen vrird. Denn ffir einen Doppelpunkt reduziert sich 
die Reihe konjugierler Pole offenbar auf den anderen Doppel- 
punkt. 

B. 1) Um 2 U finden, fdr welche y^ \y^ die konjugierten Pole 
in einen jsfj j znsammenfallen, ist nur auszudrucken, daB die Polare 
unabhSngig von k in ein Produkt 

— ^2) { (<^12 + + (^'22 + ^*^ 22)-^2 1 ==== ^ 

zerfalle. Man erhSlt als Bedingung 
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Hh ^i 2 ^^22) ~ ^ ^12 "i" (*^22X^11 9^12)' 

deren Identitat mit der Kovariante (20) von Xr. 330 offenbar ist. 

2) Weun die Elementenpaare Gri,Cg; 7ii72? ^i>^2 

Involution bilden, so haben die in bezug auf die einzelnen Paare 
konjugiert barmoniscben Elemente a, b, c, b eines beliebigen Ele- 
mentes © ein von © unabbangiges Doppelverbaltnis d, d. b. die zu 
einem anderen Elemente ©' in gleieher Weise geborigen a', b^, C, 
baben dasselbe Doppelverhiiltnis d. Nacb Nr. 332 ist also 


1 1 1 

a b c 

a' h' c' 

aa' bb' cc' 


1 

b 

b' 

bb' 


= 0 . 


Zum Beweise beacbte man, daB die Giiltigkeit dieser Gleicbnng 
durcb Koordinatentransformation nicbt gestort wird, man kann da* 
ber © = 0, — oc setzen und arbSlt (Nr. 328) 


a = 


-ft ft 
ft+ft’ 


“i + «i 


a = 


+ 


b'- 


ft+ft 


usw. 


Die vorausgesetzte Gleiebung gebt fiber in die neue 


1 

1 

1 

1 



Vtn 

ft^s 

«l+«3 

ft + ft 

7i + Vs 

ft 4“ ft 



/’i + ys 

ft 4" ft 



7x7% 

ft ft 


die, nacb den Elementen der zweiten Zeile entwickelt, tatsacblich 
nacb (80) in Nr. 17 nur eine Edge der involutoriscben Beziebung 
der Paare ist.®®} 


334. Holiere Polaren. Wir verfolgen diese Betracbtungen 
wenigstens in einigen Hauptzfigen auf das Gebiet der binaren 
Formen hoheren Grades.®^) Es sei 

/on) ( ^r=a,*=«o«i"+ 

^ ^ 1 h 

eine allgemeine Form Grades; alsdann bestimmt 
eine Gruppe von n Elementen x, Wir konnen nun das Er- 
gebnis der Einsetzung von statt in die Glei- 

chnug nacb dem Taylorscben Theorem angeben. Es soil hier* 
bei die symbolische Schreibweise (Nr. 325) aueh auf die 
Biidung der hoheren Ableitungen ausgedehnt werden, so daB 
die f*® Potenz des Differentiationszeichens das Symbol der 
Differentiation ist, z. B. 
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al + fi) “ 2'‘*Lv + c%z, - 

Danu hat das Ergebnis die gleichbedeutenden Formen 


n(w — 1) 


*■"’”'•’('>5: + 'iA)’f.+ • • • + 


Y% 


n(n — 1) 


■‘"■(i'-s, 




Notwendig sind die Entwickelungskoeffizienten beidemal die- 
selben; man nennt sie Pdarformen von nnd sieht, daB es 
n — 1 solche gibt. 1st r < «, so gibt es eine Polarfonn, die 
in js^ von der und zugleich in von der (n — r)^ Ord- 
nung ist. 

Demnach ordnet die Gleichung 

('4 + * 4 )'®-- “ (» 4 . » 

jedem Elemente r Elemente 0 ^ und jedem Elemente um- 
gekehrt n — r "Elemente zu. Jenachdem ein Element y oder 
0 gegeben ist, definiert die Gleichung die Pdare Ordnung 
des Pols y oder die Pdare (n — r)^ Ordnung des Pds s in 
bezug auf die Gruppe TJ^ = 0. Gdiort also e mr Pdare 
Ordnung von y, so gehort aucli y sur Pdare (« Ord- 


nung von z. 

Nun bestimmt die Taylorsche Entwickelung durch ihre 
Wurzeln m^im^ die w Teilverh^tnisse’*') der einzelnen Ele- 
mente von iTg = 0 mit angenommenen Elementen y und j?, also 
zx' zx" , sin^a?' sin^ic'" 

yx ^ yx ^ smyx ^ sinyar ^ ' 

jenachdem = 0 als Gruppe von Punkten oder von Strahlen 
gedeutet wird. Wenn der Koeffizient von verschwindet, 

so hat die Summe aUer ProduJcte von je r TeUverhaUnissen 
zxiyx der n Elemente x mit zwei Polen y den Wert NuU: 
diese Zuordnung von r Elementen z ist die geometrische Be- 
deutung der Polare Ordnung von y. So ist fdr den 


*) Ixn allgeineinen ein konstantes Yielfache derselben. 
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Punkt s der Polare erster Ordnung von y die Summe der 
Teilverhaltnisse 


2X' ZX" 

yx yx^ 


+ •• = 0 . 


Die entwickelten Ausdriicke jener Polaren lassen sick, 
durch Symbole von der Form 
( 41 ) 

darstellen, wenn in dem ansgefiilirten Prodnkt der Polynome 
jedes symboliscke Glied durck ersetzt wird. Gekt 

man von (hy ans und bildet nacheinander 
USW.J so nennt man die Polare (n — 1)*®^, {n — 2)^^, . . . Ordnung 
von g auck bez. die erste^ zweite, . . . , also die 

Polare von e. Weil nun ist, gilt der 

Satz: Bildet man die (f und die (g + Bolare von z in 
iezug auf die gegebene Gruppe^ so ist die letzte zugleich die 
Bolare von z in bezug auf die erste, Dagegen erkalt man 
a^a^aj’ als r*® Polare eines neuen Elementes u in bezug auf 
die ^ Polare aj^a^ von z oder als die ^ Polare von z in 
bezug auf die r*® Polare aj^aj von u. So liest man uber- 
kaupt eine Reike von Eigenschaften daraus ab, dafi die sym- 
bolische Darstellung cL^a^aJ . . . ungeandert bleibt, wenn die 
Elemente y^z^u , , . und zugleick die Ordnungszahlen^?; 3 ; r . , . 
der fur sie gebildeten Polare vertausckt werden. 

Denkt man die gegebene Gruppe aus einem Elemente 
0 und einer Gruppe von (w — 1) Elementen 
gebildet, so ist ^ ^ + (w — 1) fur 

by^O und ist also auck d. k. die 

(n — 2)*® Polare einer Gruppe von {n — 1 ) Elementen ist auck 
die (n — 1)*® Polare der Gruppe, die aus jenen {n — 1) Ele- 
menten und ikm selbst gebildet wird. 

Fallen p Elemente der gegebenen Gruppe zusammen, so 
enth^t die Polare eines beliebigen Elementes a^^^a^ ^ 0 
das betreffende Element {jp — r) mal. Ist das vielfacke Ele- 
ment zugleick der Pol, so folgt aus durck 

Bildung der Polare a^’‘^af ^ d. k. die 

Pciare des vielfachen Memefdes selbst besteht am diesem 
Element als einem p-facJien und aus der r^ Bolare desselben 
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in hesug auf die iihrigen (n — p) Elemente der Gruppe, so 
lange p + r <in ist. 

335. Jacobisclie nnd Hessesclie Beterxninante. Alle Po- 
laren sind Kovarianten mit mehreren Paaren kogredienter 

Veranderlicher, da die durch + 2 / 2 ^ angedentete Ope- 
ration Invarianteneigenscliafb hat (Nr. 333). Die Betrachtung 
der Polaren erster nnd zweiter Ordnung fuhrt zn .einigen 
wichtigen Kovarianten nait nnr einem Paar von Verander- 
lichen. Wenn die ersten nnd zweiten Ableitungen einer Form 
dnreli Indizes bezeichnet werden, so daB®®) 

jj 1 C Tjy j~r 1 

n dVi^ n{n — l)dyidyi,' 

so lantet die lineare nnd die guadratische Polare von y 

(43) -f ?72^2 = 0 nnd + 2 V^^z^z^ TJ^z^ = 0 . 
Nekmen wir gleiebzeitig die lineare Polare eines Pnnfctes 

y in bezug auf zwei Gruppen von n nnd m 

Punkten, so konnen die durch U^Zj^ + XJ^z ^ « 0, V^z^ -h V^z^ = 0 
bestiminten Elemente z nur dann zusammenfallen, wenn y 
die Bedingnng erfitllt 

(44) d;f,-j7,f, = 0. 

Die Jacobische Determinante J der FunMionen 

TJ und V ist erne Kovariante (w + w — 2)*^ Ordmmg dersShen^ 
denn sie ist die Determinante von Ausdriicken, die sich wie 
die Koeffizienten linearer Formen transformieren. 

Die quadratische Polare von y kann zwei vereinigte 
Elemente oder ein Doppelelement z bestimmen, wenn ihre 
Diskriminante 

(45) 

verschwindet, Diese Funktion S der zweiten Ableitungen 
einer Form heiBt die Messesche Determinante der Form und 
ist erne Ktroariarde (2n — 4)*^ Ordnung dersethen, da sie eine 
Invariants einer Kovariante ist (Nr. 327). Fiir eine quadratisehe 
Form U sind die zweiten Ableitungen die Koeffizienten, H ist 
in diesem Fall die Diskriminante von U\ wie fOr diese, so gilt' 
aUgemein der Satz, dafi analog die Dessesche Determinante sich 
bei einer linearen Transformation um den Faktor A“ andert. 
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Die 2w — 4 Elemenie y der Itovarianten Gnippe H = 
deren qmdratische Polaren Doppelelemmte sind, geMren sel 
als Doppeldemente za den ersten Polar en von 2n —4 PunTcten 
Denn soil zu einem z zwei vereinigte E 

mente y liefeni; so ist notwendig und hinreichend, daB ( 
Ableitungen gleiciizeitig verschwinden : 

+ Also ist die JSessesche Determinante eif 

Form einfach die JacoUsche Determinants Hirer ersten A 
leitungen, 

Man kann mm neue Kovarianten von TJ bilden als E 
varianten von H oder von TJ und H, So ist die Jacobisc 
Kovariante von U und S 

(46) 

von der (pn — 6)^®^ Ordnung. Sie ist das Ergebnis der E 
mination von z zwisehen TJ-^z^ + TJ^z^ = 0 und S^z^ + H^z^ = 
Also gibt es 3w — 6 Elemente z, deren erste Polaren in bezi 
auf i7 = 0 und ff = 0 ein gemeinsames Element taben, u. 
T = 0 ist die Gleichung dieser gemeinsamen Elemente. 

336. Involutionen libheren Grades. Denken wir dur 
Z7 = a/ = 0; F = &/ = 0 zTrei Gruppen von je n Element 
im Gebilde erster Stufe bestimmt; so gibt die Gleichung 

(47) -f- 0 

fur X als einen veranderlicken Parameter eine Reihe vi 
Gruppeu; die je aus n Elementen bestehen*, jede dieser Gro 
pen ist durch eines ihrer Elemente bestimmt, •wakrend offe 
bar das ganze System durch irgend zwei seiner Gruppen V' 
n Elementen bestimmt wird. Man nennt es eine Involuti 
n^ Grades. (Unter Involution schlechtweg verstehen wir d 
jenige zweiten Grades.) So bilden die ersten Polaren 
einer gegebenen Gruppe 0 von n + 1 Elementen ei 

Involution Grades. 

Unter den Gruppen der Involution n^^ Grades gibt 
solche, die Doppelelemente enthalten; mit der Indexbezeic 
nung (42) der Ableitungen entsprechen jene der gleichzeitigi 
ErfuUung der beiden Gleichungen Ui + AF^ == 0, + AF^ = 

Also sind sie bestimmt durch die Gleichung (2w — 2)^^^ Grad 

(48) u,r,-u,v,^o. 
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Biese Gleichung der Doppelelemente ist die gleich Null gesetzte 
Jacobische Komriante der Funkti&nm U iind V: die Bestim- 
mung der Doppelelemente in der quadratischen Involution 
(Nr. 331) ist der einfachste Fall iiiervon. 

Man nennt zwei Involutionen projeMv^ wenn derselbe 
veranderliche Parameter X in beiden die homologen Grmppen 
bestimmt: 

(49) 0^/ + A6/ ^ 0, + Xi ;^^ - 0. 

So bilden die ersten Polaren irgend zweier Systeme projek- 
tive Involutionen, in denen zwei homologe Gruppen demselben 
Pol entsprecben. AUgemeiner gilt der Satz: Wenn man fur 
aHe Gruppen einer Involution, eine beliebige Zabl fester Pole 
benutzend, die Polaren derselben Ordnung bildet, so sind aUe 
Reiben dieser Systeme involutoriscb imd diese Involutionen 
zueinander projektiv. Da die {n — 1)*"^ Polarsysteme insbe- 
sondere einfacbe Punktreihen (Strablenbuscbel) sind, so soU 
das Doppelverhaltnis von irgend vier Elementen dieser Reibe 
aucb das der entsprecbenden Gruppen der gegebenen Involu- 
tion Oder der fur ein beliebiges Element gebildeten Polaren 
beifien (Nr. 334). Da dasselbe nur von den Werten der X 
abbangig ist, erbalt man den Satz: Das BoppelverMltnis einer 
Involution von vier Gruppei^i, die durch Polarenbildimg oder 
Polarisierung ms vier Gruppen einer gegebenen Involution ent- 
standen sind, ist gleich dem Doppelverhaltnis dieser Gruppen 
und von dem dls Pol benutzten Element unabhdngig. 

Tr» projektiven Involutionen gibt es bomologe Gruppen, 
die ein Element gemein baben. Sie werden durcb die Glei- 
cbung a/ - <”*=0 bestimmt, die aus der Elimina- 

tion des Parameters zwiscben den Gleicbungen der Involu- 
tionen entspringt. Also ist ibre Anzabl fiir zwei Involutionen 
von den Graden ni bez. n gleicb (m + n), 

Man darf dies aucb so aussprecben: Wenn sich in einem 
Elementargebilde md Beihen von Elementen gegenseitig so ent- 
sprechen, dap jedem Element der ersten Beihe n Elemente der 
meiten und jedem Element der meiten m Elmente der ersten 
entsprechen, so gibt es (m + n) Elemente, die mit ihren jedes 
maligen entsprecbenden zusammenf alien. Denn fiir 1, X als die 
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Teilverhaltnisse entsprechender Elemente in bezug anf zwei 
feste Elemente des Systems ist der algebraische Ansdruck 
der ausgesprochenen Beziebung von der Form 

+ nsw.) 1” + nsw. = 0 

nnd liefert fur X' eine Gleichung vom Grade (m + n) zur 
Bestimmung von X. 

Haben die Formen nnd 6/ einen Faktor vom Grade jp 
gemeinsam, so geboren dessen p Elemente jeder Gruppe der 
Involution an, so dafi diese aus p festen Elementen und einer 
Involution vom {n — Grade bestebt. Wenn das namliche 
mit den Formen a/”* und far einen Faktor vom Grade p' 
der Fall ist, so zerKUt die Gleicbung der beiden Involutionen 
der gemeinsebaftlicben Elemente a/ • — 6/ • = 0 in 

die Faktoren von den Graden _p und p und einen Faktor 
vom Grade w — (jp + jpO, der die gemeinsamen Elemente 
liefert. 

Entbalt eine bestimmte Gruppe der einen involutorischen 
Reibe einen Faktor ^facb, die entsprecbende Gruppe der an- 
dem denselbm Faktor ^facb, so tritt das betreffende Element 
mit der Vielfacbheit der kleineren von diesen beiden Zahlen 
in die Gruppe der gemeinsamen Elemente der Involutionen 
ein.««) 

337. Diskriminante der fcubisclien Form. Eine hubische 
Gldchung zwiscben den Veranderlicben 
(50) 17= a^x^^ Zo^x^^x^+ 3a^x^X2^+ 0 

ist der algebraiscbe Ausdruck eines Punktetripels x\ x'\ od'' 
in einer Geraden oder eines Strablentripels x^ x'\ od*' aus 
einem Punkte. 

Zwei Elemente des Tripels fallen nach Nr. 326 zusammen^ 
wenn die Diskriminante ^ von (50), also die Resultante der 
zwei Gleicbungen 

^ ^ \ + 2 a2X^x^+ a^x^ « 0 

verscbwindet. Man findet 

(52) J = (ooOs — Oiaj)®— 4(aoa8 — ai*)(aia8 - Oj*) = 0, 
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Oder entwickelt 


Fur “ A 

9 Tin.. ^o; 


-11^— A 
6 da^ ~ 


— -^2» 


wird 2z/ — ^ 0*^0 ”i“ ^^ai '^2 “J” ^s-^s* 

Im Falle ^ = 0 finden die Beziehongen statt 
AqA^^ AqA^ — Aj^A^f A^Aq A^^j 

fur das Doppelelement | ^2 ergibt sich dalier 
^5B) I ^^2 = Aq I Aj^ = Aj^ 2 -..‘I 2 “ A 2 2 A^ • 

In den Koordinaten x{ | X 2 ', oc^" : X 2 \ ' X 2 ' der durch 

die kubische Gleichung dargestellten Elemente wird die Dis- 
kriminante, da 

(54) TJ = (a?j X 2 — x^x ^ — x^'x^{x^x{' — 

I z/ = - Kx,y{x''xr- 'xrx^y 

^ ’ 1 {x^"x,:-x,'xn^. 


In der Tkeorie der kubiseben Gleicbungen wird ge- 
zeigt, daB die WurzeLa Ton (50) reeU. und verscbieden, reeH 
und paarweise gleich. Oder endlicb paarweise imaginar sind, 
jenacbdem die Diskriminante negatiy, gleich Null oder positiv 
ist. Die Dislcriminante ist eine Invariante der kubischen Form 


und ^war die einsige (Nr. 327). 

Die Gleichheit alter Wurzeln fordert die gleichzeitige Er- 
fuUung der Beziehungen 

TJ^x’^aQX^+ayX2^0y TJ^2^a^x^+a2X2=^0, 112 ^^ 02 X^+ 02 X 2 ^ 0 , 
Oder der durch Elimination von x^\x 2 entstehenden Bedinguii^en 
(56) ^oag— a^ag^* 0, ajag — ag^=0, 

von denen je zwei die dritte nach sich ziehen; man kann 
hierfur auch : otg =« Ug : ag schreiben. 


338. Kovarianten der kubischen Form. Die lineare 
Polare von y in bezug auf eine durch (50) bestimmte Gruppe 
von drei Elementen hat die Gleichung 

Kyj* + ’^’hViVi + + i^hVi + = 0, 

und die quadratische Polare ist 

(aoyi + <hyW + 2(01^1 + <hy^^A + (fl%yi + «s2/9)«’2*= O- 
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Jedem Element y ordnet die erste ein einziges die letzte 
zwei Elemente ^ zu, so daB die Teilverhaltnisbeziehungen 


stattfinden: 


zx , zx_^ 
yx' yx'" 


+ 


zx 


yx 


^ r zx zx , 

= 0 bez. — 7} — >7“/ "{~ 

yx yx yx 


zx 

yx' 


yx yx 


Wenn also y mit einem der Elemente x zusammenfallt, so 
ist mit ibm auch ein z Yereinigt. 

Die quadratische Polare liefert ein Doppelelement z fiir 
zwei Pole y, die dnrch die Hessesche Kovariante 
(57) (ttoffla - + {a^ = 0 

bestimmt sind. 

Nacb Nr. 335 gibt es fenier drei Elemente, deren erste 
Polaren in bezug auf Z7 = 0 und jff 0 ein gemeinsames 
Element baben, und die Gleicbung dieser gemeinsamen Ele- 
mente ist U^Si) = 0 Oder 

I T=(ao2a3-i.2ai®-3aoOia3)2/i®+3(ai^«2+ao«i«s— 2*0 

Wenn man die Elemente der Hessescben Kovariante 
zn den fundamentalen wablt, so daB sicb S auf das Pro- 
dnkt 2/i ^2 reduziert, so muB % = ag = 0 sein und man erbalt 
die einfacberen Ausdriicke der kubiscben Form, ibrer Diskri- 
minante und ibrer Kovarianten 


(59) 




z/ = aJai 


2 /y 2 

'8 J 


^ = «o2/i* ■ 

T = a^Osiaoyi^- -ff- 
aus ibnen aber die allgemeingiiltige Beziebung 
<60) ' 


Mit T und TJ ist die Bildung von Kovarianten bier abzu- 
scblieBen, denn es gilt der Satz: Jecle Kovariante der Tcubischen 
Form ist eine ganze FiinMon von zJj U, H, T mit numerischen 
Koeffizienten. 

Zugleicb liefert jene reduzierte Form eine geometriscbe 
Beziebung der beiden Elemente der Hessescben Kovariante 
zu denen der urspriinglicb gegebenen Form. Denn fur 

% •c^o^ cc und €y als die beiden komplexen Kubikwurzeln 
der Einbeit sind y^ — ay^ = 0, - asy^ = 0, j/i — « 0 

die Elemente des gegebenen Tripels, und die drei fundamen- 
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)n DoppelverL'altnisse, die das Tripel mit bez. be- 
amt, sind samtlich gleich — s bez. — 6®. Die Elemente der 
ssescJien Kovariante bilden dalier mit denen des Tripels 
'ieme von gleiclien fundamentalen Doppelverlidltnissm, Da 
Zeicbenanderung von a die Elemente der kubischen Ko- 
iante T liefert, wie aus (59) folgt, so bilden die Elmnenie 
JcubiscTien Form und die Hirer huhiscliefn Kovariante drei 
are von Elementen, die in bezug aiif das Paar der quadra- 
hen Kovariante einander harmonisch Jconjugie>i sind, Jene 
hs Elemente bilden also eine Involution, die diese letzten 
Doppelelementen hat. Und iiberdies erkennt man, dafi die 
mche Kovariante die drei Elemente darstellt, von denen jedes 
einem Elemente des Tripels in hezug auf seine heiden an- 
*n Elemente Iconjugiert harmonisch ist. Denn das Element, 
5 zu — ay^ = 0 konjugiert harmonisch ist in bezug auf 
und Vi — cc6^y^=^ 0, ist yi + ccy^^O. 

Die Diskriminante von E ist, wie (57) zeigt, zugleich 
I Diskriminante von U, Im Falle zJ = 0 haben die 
men U und H einen zweifachen linearen Faktor, und zwar 
on man zeigen, dafi dieser fiir beide derselbe ist; nach (60) 
alsdann T die dritte Potenz des linearen Faktors. 

Das identische* Verschwinden von R hat das identische 
rschwinden von ^ und T zur Folge; dann ist TJ eine dritte 
tenz, 

B. l) Wenn ein Eegelschnitt einem Dreieck so umgesehrieben 
, daB die drei Geraden, die den Tangenten desselben in den 
ken des Dreiecks in bezug auf die anstoBenden Seiten harmonisch 
ijugiert sind, in einem Punkte zusammentreffen, so bestimmen 
von diesem Punkte ausgehenden Tangenten des Eegelsehnittes 
b jenen zwei Systeme von gleiehen fondamentalen Doppelverhalt- 
sen. 

Fiir den Eegelschnitt ^ 0 sind die den 

ngenten in den Ecken harmonisch konjugierten Geraden; x^ — x^^ 0, 
— Xi—X2=0] diese gehen durch den Punkt 

i ihre Schnitte mit 0 sind durch X^x^{x^ — jTg) == 0 darge- 
llt. Das Tangentenpaar von jenem Punkte an den Eegelschnitt 
(Er: 313) 

(ail + *8 + ajg)® — 3 (xjaJj + 3^*% 4- = 0, 

He Schnitte mit aij = 0 sind also durch arj* — + *3* = 0 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. KegelscHn. H. 7. Anfl. V6 
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ausgedriickt. Dies ist aber die Hessescbe Kovariante einer kubi- 
schen Form fur = <23 = 0, 3 =» 1 , 3 ag == — 1 ; also gerade der 
Form Der dual eutsi^rechende Satz kann ebenso be- 

wiesen werden. 

2) Wenn zwei projektive Gruppen von Elementen desselben 
Gmndgebildes , von denen die eine aus einfacben Elementen, die 
andere aus Paaren in Involution bestebt, so gelegen sind, daB die 
Doppelelemente des involutoriscben Systems mit den drei gemein- 
scbaftlicben Elementen beider Gruppen Systeme von gleicben fun- 
damentalen Doppelverbaltnissen bilden, so entspricbt jedes der 
Doppelelemente als Element der zweiten Gruppe dem anderen Ele- 
ment der ersten Gruppe. 

Die Gruppen sind darstellbar durcb 

Xi (^1 “f" ^^2)2^1 (^1 

die gemeinscbaftlicben Elemente also durcb 

Vi — %%^^2+ 0. 

Damit ibre Hessescbe Kovariante 
(3aj6g— + (<h\— + {Za^b^ — 0 

sicb auf x^x^=^ 0 reduziere, mtLssen die Bedingimgen 

erfullt sein, was nur durcb = 0, bg ~ 0 gescbeben 
kann, wabrend und b^ von Null verscbieden sein miissen. Dann 
wird aber die Gleicbung der gemeinscbaftlicben Elemente 

OjV— ^ 1^2®= 0, 

und diese beweist den Satz. 

3) Die Jacobiscbe Determinants der beiden Hessesoben Ko- 
varianten zweier kubiscber Formen ist eine Kovariante derselben, 
durcb deren Verscbwinden das Elementenpaar bestimmt ist, das 
zu beiden Paaren der Hessescben Kovarianten barmoniscb konju- 
giert ist, oder deren jedes mit den Elementen der kubiscben Formen 
selbst Systeme von gleicben fundamentalen Doppelverbaltnissen 
bildet. 

Folgt aus Nr. 330 und Nr. 338. 

4) Sind 17, F, W drei kubiscbe Formen in Involution, und 
werden die Koeffizienten derselben bez. durcb a, b, c bezeicbnet, so 
verscbwinden die Determinanten der Matrix 


«0 

% 

ag 

«3 

bo 

h 

^2 

63 

.^0 

Cl 

^2 

C3 


339. Invarianten der biqnadratischen Form 
(61) U = OqXj* + 4aiX.j^x^ + + a^x^*. 

Die Gleiekung U=0 besfcimmt vier Elemente einer Reihe 
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Oder eines Buschels, ein Quadmpel P^, P^, P^ von den 
Koordinaten | . . rr/'" ; x^"\ Fiir 

(>/' - x-x '' ) « xr- ) = A , 

~ x; xn « xr - ) -= A, 

« - ir/' x^ ) (rr/"irs"" - <"'0 - P 3 

ist Pi + Pg + Pg = 0 . Die Quotienten — - Pg : P^ , — Pg : Pg , 
— Pj : Pg drucken die drei fundamentalen Doppelverhaltnisse 
des Qnadrupels, namlich (P^ Pg Pg PJ, (Pg Pg P^ PJ, (Pg P^ P, PJ 
aus. Die drei Wurzeln 6^, 0^, 6^ der Gleichung 
^(PgPg + PsPi -r PiPg)^ 

1 ~ (A ~ A)(A - A)(A - A) = 0 

sind die Grofien P^— Pg, Pg— Pg, Pg — P^, die Koeffi- 
zienten sind aber symmetrisclie Fnnktionen der Wurzeln, also 
aucli ganze Fnnktionen der Koeffizienten von TJ, Mit den 
abkiirzenden Bezeicbnungen 

/0g'\ I <^2 =* — 4^1 ttg + Sag", 

^ I Js=“ Saiagag — ag^ 

erbalt (62) die Gestalt 

(64) ^3 _ 36 _ 432 _ 0. 

Die GroBen e7^ und sind, da die Doppelverhaltnisse durch 
lineare Transformationen ihre Werte nieht andem, Invariantm 
der 'biquadraiischen Form und zwar ist Jg die qnadratische 
und J’g die kubische Invariante. Fur J’g = 0 werden notwendig 
zwei der Grofien P einander gleich, so dafi eines der drei 
fundamentalen Doppelverhaltnisse den Wert — 1 hat; die 
Gleichung stellt eine Jiarmonische Qruppe dar, Fiir === 0 
ist notwendig Pg : Pg = Pg : P^ = Pi : P 3 , so dafi aUe drei 
fundamentalen Doppelverhaltnisse den namlichen Wert haben: 
die Gleichung stellt eine dquianJiarmoniscJie Gnippe dar (vgL 
Teil 1, S. 160). 

Der Gleichheit zweier Werte von 0 endlich entspricht 
nach Nr. 337 die Beziehimg 

27 J3^= 0 , d. i. ^Pi^P 2 ^A^== 0 
und das Zusammenfallen zweier Wurzeln' der biquadratischen 
Gleichung P = 0; daher ist die zusammengesetzte Invariante 

13 * 
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(65) 

die Biskrimimnie der Form U. Ihr entwickelter Ausdruck ist 

^ + 108 ^ 0 d^ + SI a.^ a^ — 54 d^^ ~ 27 d^ 
+ 10Sa^a^a.a^ — , 

Man erhiilt auch J. 2 ^:J^^^ 

- i08(A^)s + Ai>i+ A A'/: CA- A)-(A~ A)XA- A)-^ 

und fur s als die Summe eines Paares 0 :^-+ ccf^ der rezipro- 
ken fundamentalen DoppelverMltnisse der Gruppe der P.: 

(67) 108 / 3^(3 - 1 )^- P/(3+ 2)(23~- 5)3=« 0. 

Bei Emfiihrung von Ic = sich diese Glei- 

chung auch in der Form schreiben: 

( 68 ) — 3s^ + is + 5 — 2fe = 0 . 

Also hangen die Boppelverlialtnisse der Gruppe nur von dem 
VerTidUnis de$ Kvbus md des Qmdrdts der heiden Invaridnten, 
d, i, der ahsoliiten Invaridnte der higiiddratischen Form ah (vgL 
Nr. 327). Die seeks verschiedenen Doppelverbaltnisse^ die nach 
Nr. 83 den vier Elementen P^, P*, P 3 , P^ zugeboren, sind 
Wurzeki der Gleicbung 6 . Grades: 

(69) cc®— 3a^+ m(c^+ (5 — 2»?)cc®+ mce ^ — So: + 1 =* 0, 


wobei 

W 3 . I - 4^^7jrV_ J-^S) • 

Man siekt sofort, da/i die Smnme der seeks Boppdverhalt- 
nisse gleich 3 isi*), so lange = Jg3_ 21J^^ 0. 

Die Gleicbung (67) gebt iibrigens bei Einfubrung von 
cj 4- -i- an S telle von s uber in: 


(69a) 10873^(0.^ +Vf{2a-- iy{cc - 2)® - 0. 


*) Diese elementare Tats ache, die man sofort dnreh Addieren der 
Becks Werte X, 1 : 1 i, 1 : (1 — Z), (1 — 1) a, X : 1) der Doppel- 

verhaltnisse (vgl. Teil 1, S. 158) bestatigen kann, scheint nock kaum 
bemerkt worden zn sein; jcdenfalls wird sie in den Lekrbuckem det 
Geometrie nickt erp^knt. 
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340.* Kovarianten der biqnadratischen Form* In bezug 
auf ein Quadrupel 0 gibt es eine lineare, eine quadra- 
tische und eine kubiscbe Polare, namlich bez. 

+ {"’iVi + + ^(hyiVt + «42/s®)^2 = 

(«o2/i^+ ajyj®)5j2+ 2{aiyj^+ Sajt/iys + 

+ («s2/i* + 2a32/i2/2 + a'iy2^W = 0, 

(ao^'i + 0'iyiW+ 3(Oi2?i + o-iytW^i + 3(a2?/i + a3?2)«i«s® 

+ («'s2/i + a4y2K®=0- 

Die Diskriminante der quadratiscben Polare ist zugleich 
die Hessesche Kovariante 

H = (a^ag — “ «ia2)2/i^2/2 

(70) • + (oj -f- 2 tti Oj — 3 Oj*) 2/i®2/2* + 2 («! — ^2 “s)^! ^2® 

+ (®2®4— O^2*=0 

der gegebenen biquadratiscben Form TJ. Die Diskriminante 
der kubiscben Polare ist gleicb J^S — J^V. 

Die Jacobiscbe Kovariante T von U und H (Nr. 335j 
lautet in entwickelter Form: 

(ao^^s - Sao^iaj + 

+ (a(,®a4+ 2aoaias — OcoagH 6ai*aj)yi5yg 
+ (pa^a^a^— 15aoagag+ 10^1*03)2/1^2/2® 

(71) 1 + (lOVffli- 10aoas*)yi*2/2® 

+ (ISoiOga^— da^agU^— 10 Oj 03*) 2/1 *2/2^ 

+ (Bog^a^— a^aj— Ba^Oga^— 6 agOj®) 2/12/2^ 

L “i" (SogOgO^ OiOg"* = 0. 

Fill- Oi = 03*= 0 reduzieren sich die Form ZJ und ihre 
Invarianten tmd KoTarianten auf: 

= ao2Zi‘ + Oag2/i®y2® + ®42/2*> 

Jg — Oj04 + 3og* Jg = OgflgO^ fflg®, 

M = Oo®22/i^+ (®o® 4— 3a2*)2/i®2/2®+ ®2®43/2^ 

r = K®4- 9®2 ®)(®o!/i*- 0'^yt)y\yi- 
Man findet aus diesen reduzierten Formen die allgemein giiltige 
BezieFung 

(73) T^=JgHV^- Jg - 4iZ* 

Die reduzierten Formen von U und S zeigen, daB diese Aus- 
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drueke ia Fattoren von der Gestalt 0, 0 

zerlegbar sind^ wahrend zugleich die Kovariante T drei Paare 
— darstellt. Dies gibt 

den Satz: Die vier Elemente einer higuadratischen Form und 
ebenso die Hirer Hesseschen Kovariante bestimmen je drei In- 
voliitionm, und die drei Paare Hirer Doppelelemente — die .filr 
beide dieselben, T — 0, sind — stehen in solcher gegenseitiger 
Be^iehungj dafi jedes von ihnen fur die Involution der beiden 
anderen das Paar der Doppelelemente ist. 

Mit den zwei Invarianten nnd den zwei Kovarianten 
Hj T ist die Invariantentheorie der biquadratischen Foian itn 
Sinne von Nr. 339 erledigt. Uberhaupt aber ist der Nach- 
weis erbracht worden,®®) da/i jede bindre Form ein endliches 
Formensystem hat: Alle Invarianten und Kovarianten einer 
Form (oder simultaner Formen), sind als ganze Funldionen 
einer endlichen Anzahl von solchen, mit numerischen Koeffi- 
zienten, darsteMbar. 



Neunzelintes KapiteL 

InYariaEtentlieorie der Kegelschnitte. 

341. Invarianten temarer Formen, Die Begriffe imd Be- 
nennungen des vorigen Kapitels lassen sich anmittelbar auf 
das Gebiet der temaren Formen nnd bomogenen Gleichungen 
libertragen. Die ternare lineare Substitution 
deren Modul A nicbt NuE ist, driickt einerseits die allge- 
meine Koordinatentransformation, andrerseits die kollineare 
Zuordnung ebener Gebilde aus (Nr. 92). Transformieren wir 
eine oder gleicbzeitig mebrere gegebene ternare Formen linear, 
so kann eine gleicb NuU gesetzte Koeffizientenfunktion J(a) 
nur dann eine projektive Eigenschaft des GebEdes oder der 
Gebilde ausdriicken, wenn dieselbe Funktion der transfor- 
mierten Koeffizienten e7’(a') gleicbzeitig verscbwindet. Alsdann 
zeigt sicb, dafi dies Invarianten, d. b, wieder Funktionen der 
Koeffizienten einer oder mebrerer Formen sind, die sicb bei 
linearer Transformation derselben nur um eine Potenz des 
Substitutionsmoduls als Faktor andern: 

(1) J(a') = A" - J'Ca) Oder J{a\ . .) = A"- J(a, 6, . .). 

SoU insbesondere ein gegebenes Formensystem, das von 
S Konstanten abbangt, in ein anderes System von Formen 
derselben Grade transformiert werden konnen, so muB natur- 
licb die Zabl der zu erfullenden Bedingungen kleiner als die 
der verfiigbaren Konstanten der Substitution sein. Also muB 
entweder Z? ^ 8 sein, oder falls i Koeffizientenbeziebungen 
stattfinden, muB ft — i sein. Demnacb bat das Formen- 
system mindestens ft — 8 absolute Invarianten, eine Form 

j^ter Ordnung also deren — 8 . Untet* den temSren aU- 

gemeinm Formen hahen (au^ den linearen) nur die guadra- 
tiscJien (ft = 5) keine absolute, also nickt mehr als eine gewohn- 
liche Invariante (Nr. 327). 
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Man pflegt den Namen Invarianten vorzugsweise auf die 
allgemeinm linearen Umforinimgen zu beziehen. Jedocb kann 
man offenbar auch relative Invarianten bilden, die nnr gegen- 
iiber Substitutionen besonderen Charakters die Invarianten- 
eigenscbaft baben. So gibt es z. B Transformationen, bei 
denen die unendlich feme Gerade in sicb selbst iibergefuhi*t 
wird nnd im Endlicben gelegene Elemente (Pnnkte oder 
Geraden) wieder in solche derselben Ai*t iibergeben. Parallele 
Geraden werden hierbei wieder in Parallelen iibergefuhrt, niebt 
parallele Geraden bleiben solcbe mit Scbnittpunkt im End- 
licben. Man bezeicbnet Transformationen dieser Art als affin. 

Piir zwei auf Cartesiscbe Koordinaten bezogene Geraden 
a^x -h a^y + a^z = 0 und \x + \y ^0 ist 

eine „Affinitats- oder Farallelinvariante^^. Ebenso ist das durcb 
das Vorzeicben von a^^a^^— a^^^ bestimmte Verbalten 

eines Kegelscbnitts fix, y, 2 ) =^0 zur unendlicb fernen Gera- 
den = 0 eine affine Eigenscbaft (vgl. Teil 1, S. 299). 

Binen besonderen Fall der affinen Substitutionen bilden 
die JJmlicMeHstramfm-mationen , also die orthogonalen Sub- 
stiiutionefi, Bei ibnen werden Paare recbtwinkliger Geraden 
wieder in solcbe iibergefiihrt, irgend welcbe Figuren in 
abnlicbe Figuren. Auf die entsprecbenden metrisehen oder 
Orihogonalinvarianten wird spater besonders einzugeben sein 
(Nr. 370). 

Aus der allgemeinen Invariantentbeorie der ternaren 
Formen beben wir bier nur die Grundzuge derjenigen der 
cjuadratisclien Formen beraus 

342. Biskriminante. Bine quadratiscbe Form TJ bat nur 
eine Invariante^ namlicb ibre Diskriminante A. Diese ist in- 
variant, da ibr Verscbwinden eine projektive Bedingung, das 
Zerfallen in ein Geradenpaar ausdruckt. In der Tat sind alle 
nicbtzerfallenden Kegelscbnitte untereinander kollinear, d. b. 
ibre Gleicbungen konnen durcb lineare Transformationen in- 
einander ubergefiibrt werden. 

Den Invariantencbarakter der Diskriminante A erkennen 
wir rein analytiseh, da 
( 2 ) 
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ist, wenn A' dieselbe Determinante der Koefiizienteii der 


transformierten Form V' 

ist, wie die aus den a.,, gebildete 

Determinante A. Man hat namlich zuerst 




: 

«21 «St 

«u 

C & J2 

^13 

^11 %2 

^1.1 

<1 

= 1 ^12 

^22 ^32 

^21 

0^2 

%3 = , 


^23 


1 ^13 

«23 «33 

« S1 

^82 

%3 

^31 ^32 

^33 

fur 0,4 = 


“ f ” ^ 2;.' ^12 "T 

(vgl. Teii I, 

S. 176/7) und 

sodann 


«21 «31 

«!! 


^St 

^21 

^81 

A^-A 

! ^12 

«22 «32 

; ■ ®12 

^22 

Qgg = ; 

^^12 ^22 

Q 2', 


’ “18 

0^23 «33 

i ®18 

^23 

0S3 I 

^13 ^23 

® 3S 

fiir 



. Durcb die Determinanten- 


multiplikation erhalt man so 

I I TJi I, in 

d. h. genau dasselbe, wie fiir den Koeffizienten x!Xj! in der 
Entwicbelnng 

Ijin l,m k i 

Diese konnen wir ancli durch Benutzung der symbolisclien 
Methode ersetzen, wonack TJ = ist^ falls das Produkt der 
Symbole and den Koeffizienten a.j^ nor vertritt. Denn 
die Symbole werden, verglicben mit den Verandeiiichen x., 
invers transformiert; also ist 
(o) «= 

Offenbar hegyiindet derselbe Beweisgang die Invmianienelgemchaft 
der analog gebildeten Dishiminante fiir quadrafisclie Fonnen von 
beliebig vielen Verdnderlichen. 

Die Bedingung -4 = 0 wnrde in Nr. 137 als diejenige 
erbalten, die ausdruckt^ da6 die Polaren von vrillkiirlicben 
Punkten in bezug auf U =0 dnrch einen Punkt geken. Nun 
ist die Buscbelbildung dreier Geraden b^=0, 

eine projektive Eigenscbaft; also ist die Koeffizientendeter- 
minante dreier linearer Formen eine Simultaninvariante der- 
selben. Wirklicb ist 



202 


XIX. Invariantentheorie der Kegelschnitte. 343. 


! ^2 ^3 I } ^ 11^1 ^ 21^2 ^ 31^3 * • ! I ^2 ^3 ‘ 

^1 ^ j ^3 * * I “ ^ * I ^1 ^2 ^3 ' • 

: Cl' c/ Cj' j j «„ Cl + cai Cj + ttsi Cj . . j I Cl c^ Cg | 

Die Diskriminante andert sich dagegen um das Quadrat des 
Moduls, weil die Determinante der transformierten Koeffi- 
zienten nicht eiufacli die Resiiltante der transformierten Ab- 
leitungen ist, sondern diejenige der Ableitungen der trans- 
formierten Form; diese sind lineare Aggregrate der ersten, 
und zwar beweist man nach Nr. 330 allgemein: Die Ablei- 
tungen einer Form von beliehig vielen Verdnderlichen warden 
liontragredient zu diesen iransformiert (Nr. 91). 

343. Simultane Invarianten zweier Kegelsclmitte. Alls 
der Diskriminante ent^rmgen aucli die Simultaninvarianfen 
zwaier und dreier Kegelschnitte, wie in Nr. 328 fur Elementen- 
paare. 

Es seien 

fix, x) = 2a^^x^x^ 

g{x, x) = 6ij x^^ + 2 \^Xj,x^ + b^^x^^ + 2 b^^x^ x^ 

die Gleichungen zweier auf dasselbe Koordinatendreieck be- 
zogenen Kurven zweiter Ordnung. Durcb sie ist mit Hilfe 
des Parameters I das Kegelschnittbiischel 

I f(x, x) Igix, a;) = 0 oder 

^ik 

bestimmt, dessen Diskriminante schon in Nr. 251 aufgestellt 
wurde. Sie ist 

j a^x ^12 ^^12 %3 ‘^‘'^13 ! 

( 8 ) = I ^21 ^^21 ®22 -^^22 %S *^^23 { 

I ^81 -^^31 ^82 ^^32 ^33 ^^33 ! 

oder bei Entwicklung nach Potenzen you X: 

(9) - G{1) = A 3HX + 30P- J?A«, 

wo A und B die Diskriminanten von f(x, x) und g(x, x) be- 

deuten^ wahrend H und 0 dui-ch 
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(10) 3H — + - 622-^22■^2 ^18^13“!"^ ^23 ^^23'r ^33 

(1 1) 3 © = 0.^^ 2 <^12 ■®12“1“ ®22 ‘®22“t" 2 ^3S ^13"}" ^ ^23 ^23“!“ ®83 ^33 
bestimmt sind; hierbei sind die und B-j die Unterdeter- 
minanten der Elemente bez. h^j, in den Determinanten ^4 
und B. 

Die Gleichung (7(A) = 0 bestimmt, wie scbon in Jn'r. 251 
erwahnt wurde, die Parameter A^, A3, Ag der di-ei in dem 
Biiscbel (7) enthaltenen Geradenpaare.®^) 

Dnrcb Elimination von A mit Hilfe der Gleichung f — A <7 = 0 
erhalt man die GJidclun'j dieser drei Geradenpaare: 

n 9^ \ a;) - 3 H f(x, x) ■ g\x, ar) + 3 Qf-{x, xj ■ g(x, a'i 

^ ^ \ -Bf\x,x)^0. 

Nun sind aber die drei Wurzeln der kubischen Glei- 
chungen von KoUineationen des Biischels unabhdngig^ d. h. 
geht durch Transformation f{x^ so), g(x, x) m f {x, x) bez. 
g\x, x) Tiber, so sind auch fiir jeden Wert von A die Kegel- 
schnitte f — ^g /" — Ay = 0 kollinear. Wenn also unter 
den Koeffizienten der kubischen Gleichung zwei nur durch 
den vortretenden Faktor geandert werden, so miissen auch 
die heiden andern dieselbe Anderung erfahren. Somit ist 
H'= A^- H, 0'= A^-© und H, © sind zwd Simultaninva- 
rianten der Formen f, g oder Kegelschnitte f{x, x) = 0, g{x, x) = 0 
(nicht aber Invarianten des Biischels). Die Bedeutung ihres 
Verschwindens wird in Nr. 348 n'aher erlauterfc. 

B. Man soli den Ort des Schnittpunktes derjenigen Normalen 
eines Kegelschnittes finden, die in den Enden einer durch den 
Pnnkt Cl I gehenden Sehne errichtet werden. 

Sei g3(^, y = ^ + |-2 — 1 = 0 die Gleichung der gegebenen 

Knrve in rechtwinkligen Parallelkoordinaten. Alsdann liegen nach 
Nr. 178 die FuBpunkte der durch einen gegebenen Pnnkt i ' lq 
gehenden Normalen in den Schnittpunkten von 9? (a?, ?/) = 0 mit der 
Hyperbel ^(tr, 1/) ^ 2(^c^xy -(- h^Tix — 0. Man bildet dann 

nach dem Texte die Gleichung der sechs Yerbindnngsgeraden dieser 
FuBpunkte und driickt aus, daB diese Gleichung durch die Koordi- 
naten a | ^ erfdllt werde. Im gegenwartigen Falle ist 

A = H-0, 30 = -(a®|*+Z)2^“-c*), 

J5 = — 
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die Gleichung des Ortes T^ird also in laufenden Koordinaten ^1?/: 


c®a(3)®+ + 



und er ist daher im allgemeinen eine Kurve dritter Ordnung* 

Fur a 0, d. h. wenn der gegebene Punkt in der y-Achse 
liegt, zerfallt die Kurve in diese Acbse und einen Kegelscbnitt; 
analog ist es fur |3 = 0. Wenti der gegebene Punkt unendlich ent- 
femt ist; d. h. wenn der Scbnittpunkt der Normalen in Punkten zu 
bestimmen ist, die in den Enden paralleler Sebnen liegen, zerfallt 
die Kurve in die unendlich feme Gerade und einen Kegelscbnitt. 

344. Da das Biiscbel nur eine. Ton Z abbangige, Invari- 
ante hat, liegt der SchluB nahe, daB das Kurvenpaar x) = 0, 
= 0 keine Invarianten bat, die sicb nicbt auf -4,15, H,0 
zuruckfiibren lieBen. In der Tat wird in der Invarianten- 
tbeorie bewiesen, daB alle Invarianten des KegelscJmittpaares 
rationale F%inktionen von J., H,0 mit numerischen Koeffi- 

$ienkn sind. 

Offenbar sind umgekebrt nur solcbe rationale Funktionen 
der Tier GroBen, die sie bomogen enthalten, Invarianten. 
Denn nur solcbe andern sicb um eine Potenz des Moduls, 
da sicb J., J?, H, 0 ganz gleicbartig andern. Ferner mufi jede 
Invanante in den Koeffisienten jeder ein^elnen Grundform ho- 
niogen sem, wabrend J., H,0, 15 in denen von f{x,x) bez. 
vom dritten, zweiten, ersten, nuUten Grade sind. Diese beiden 
Anforderungen erleicbtern die AufsteUung des Invarianten- 
ausdrucks einer projektivenBeziebung der beiden Kegelscbnitte, 
denn eine leicbte Uberlegung zeigt, daB eine ganze Funktion 
von bestiminten Graden in den und 6^.^ nur eine endlicbe 
Anzabl von Produkten jener vier fundamentalen Invarianten 
enthalten kann. 

Diese Gradverbaltnisse in den Koeffizienten werden un- 
Jcennilich, wenn wir die Invarianten fur Formen mit numeri- 
schen Koeffizienten bilden, bleiben aber stets zu beriicksicb- 
tigen. Piir besondere Beziehungen der Kegelscbnitte zum 
Koordinatensystem geben die vier Invarianten in einfacbere 
Ausdrucke fiber. Gerade diese erleicbtern es oft sebr, ge- 
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gebenenfalls honiogene Beziehungen zwischen den Invarianten, 
d. h. projektive Beziehungen zu erkennen. Eine jede solche 
Beziehung gilt dann, ihrer analytischen Natur gem^, nicht 
nur fur die besondere Abhangigkeit vom Koordinatensystem, 
sondern fur jede Koordinatenwahl. 

Zwei Kegelschnitte haben nach Nr. 253 ein gemeinsames 
Poiardreieck und ihre Gleichungen konnen in den Normal- 
formen angenommen werden (Nr. 301): 

(13) /"(^j ^ “ 0 . 

Alsdann sind die vier Invarianten 

f -A = = ^22^88“!” ^35^11 "i" ^11^22? 

I 30 == «!!+ ^22+ Uas, 

einfach die elementarsymmetrischen Funktionen der Als 
Parameter der drei Geradenpaare folgen also 
(Nr. 343). 

B. 1) Wenn p(x,x)=^0 so wie in (13) vorausgesetzt vrird, aber 
f(x,x) = 0 die allgemeine Gleichung bedeutet, so ist 

3 H = (^*22^88 %8^ j "f“ (®88%1 %!*") "t" (^11 ®22 ^is”) 

30 = aii+ a22+ «S3- 

2) Fiir zwei Kreise, die durch 

q,(x,y) = 3^ + if— 0, If) = (.<»! — «)*+ (if— 0 

dargestellt sind, ist 

A = — 3 H = Of- + 2^1^ — ^2^ 

3 0 = + (3^ -* — 2^2-, J5 — ^2^- 

Ist daher d = +]/a'® -b die Entfemung der iSIittelpunkte beider 
Kreise voneinander, so stellt (p{x^yj — Geradenpaare dar 

fur diejenigen Werte 1, die wir aus 

- 9i*+ (2?!- + ^)>- - (?!*+ 0 

erhalten. Da mm wie bekannt qj(x,y) — ®“ 0-die Potenz- 

linie znsammen mit der unendlich femen Geraden darstellt, so ist 
1 eine Wurzel dieser Gleichung, und die Gleichung ist daher durch 
X — 1 teilbar; der Quotient ist — (p^- + — fZ®)l + = 0. 

3) Wenn 

z(®>y) = (if — “)*+ (if - 9*“ 0) 


so ist 
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A 


1 





4) Fiir die Parabel q>(x^y) = — 4:mx = 0 und '^{x^ = 0 

als die allgemeine Gleichrmg des Kreises wie vorher ist 

— 3H == — 4m(a + »0? 30 = j3^— 4w4cf — = 

5) Berechne die Invarianten fiir zwei Kegelschnitte, die dem- 
selben Dreieck bez. ein- und umgescbrieben sind. Fur 


f(x,x) = H 0, 

g{x,x) ^ = 0 

ist A = 4 3H = ^ 3 (^ 1^28 ^ 2^81 ^ 3 ^ 12)7 

3 — 2 523^31 ^12 5 3 0 = (^2S<*1 H“ ^81^2 H” ^12 ^s)^* 

345. TaktinYariante. Wenn von den vier Schnittpunkten 
A, By Cy JD der Kegelschnitte zwei, A nnd B, zusammen- 
fallen, so ist oifenbar das Geradenpaar ACy BID mit dem 
Paar BG, AD identisch, und die kubische Gleichung 
(15) G{1) = A- 3HA + 30P- BJL^^ 0 

inuB ein Paar gleiche Wurzeln baben. Man findet die Be- 
dingung dafiar im Verscliwinden der Diskriminante der kubi- 
scben Gleichung (Nr. 337), namlich 

f (H0~-^B)2-4(:BH-.02)(.40-H^) = O Oder 

^ ^ ( ^*5H4^0*+4BH®-3H30®-6^J5H0 = O. 


Dies ist die invariante Bedingung der Beruhrung zwischen devt 
heidm Kegelschiitten, 

Man beweist in der Theorie der Gleichungen, daB die 
mit entgegengesetztem Yorzeichen genommene linke Seite von 
(16), die sog. TaMinvarianiey zu dem Produkt der Quadrate 
der Dififerenzen der Wurzeln proportional ist, die die Glei- 
chung (15) hat: ist die linke Seite von (16) negativ, so sind 
diese Wurzeln samtlich reell, ist sie positiv, so sind zwei 
von ihnen komplex. Im letzten Palle schneiden sich (vgl. 
Nr. 254) die beiden Kegelschnitte in zwei reellen und zwei 
imaginaren Punkten, im ersten Palle schneiden sie einander 
entweder in vier reellen oder in vier imaginaren Punkten. 
Diese beiden letzten Unterfalle unterscheiden sich nicht durch 
ein einfaches Kenuzeichen.*^®) 
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Wenn die drei Schnittpuiikte JB, C zusammenrucken 
oder die ICegelsclmitte eiDander oskuliereiij so sind die Geradeu- 
paare A£, CDj JBC, AD* GA, BD identisch. Also muB die 
linke Seite der kubischen Gleicbimg fl6) ein rollstandiger 
Kubus sein, und dies erfordert nach Nr. 337^ daB die drei 
eingeklammerten GroBen der Taktinvariante gleichzeitig ver- 
scbwinden. Die InvaHantenbedingungen der Oshddtion sifui 
daJier 

(17) A:H^H:Q=^e:B. 

Die Bedingung der Doppelberiilirnng ist anderer Art und 
wird spater erhalten (Nr. 356 und 362, s). 

B. 1) Man soil nach der Methods des Textes die Bedingung 
finden, unter der sich zwei Kreise beruhren. 

Soli die reduzierte SchluBgleichung von Nr. 344, 2 gleiche 
Wurzeln haben, so muB ± oder = 

sein, wie es geometrisch offenbar ist. 

2 ) Die Beriihrungsbedingungen fur zwei Kegelschnitte mit 
dreigliedrigen Gleichungen 

a) ^23^2^3 ^31^8^1 "f* ^12^1^2 0, 

b) l/6i iCi + = 0 , 

c) = 0 

lauten fur Beruhmng zwischen a) und b), b) und c), c) und a) hez. 

(«2S = 0 , (^£f + = 0, 

(«ia2s*)^+ (a8a3i*/+ («sO^ = 0- 
i Sie kdnnen natdrlich auch erhalten werden durch Identifikation 
der Gleichungen der Tangenten in einem Punkte (Nr. 299, 302, 
303 und 344, 6). 

3) Man bestimme den Ort des Mitteljpunlcks fur einen Ereis 
von Jconstantem Badius, der steis einen gegebenen EegdsdmiU berukrt 

Dazu setzen wir in den gleich Null gesetzten Ausdruck fhr 
die Taktinvariante die Werte von A, B, H, 0 ein, die in Nr. 344, s) 
und 4 ) gegeben warden, und betrachten sodann a | j3 als die laufen- 
den Koordinaten. Der .Ort ist im allgemeinen eine Kurve acMer 
Ordnung, im Balle der Parabel eine Kurve sechster Ordnung. Die- 
selbe Kurve erhalt man als den Ort der Endpunkte, wenn man auf 
alien Normalen der Kurve von dieser aus eine konstante LSnge ^ 
nach beiden Seiten abtragt. Man nennt sie die JParallclkurve des 
Kegelschnittes, Sie hat mit dem Kegelschnitt selhst die nSmliche 
Evolute (Nr. 245). Ihre Gleichung liefert auch die Bestimmung 
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der normalen Entfeniungen, die von einem beliebigen Punkte aus 
zum Kegelschnitt gemessen werden. In voller Entwickelung ist sie 
fiir die Parabel 4:mx: 

Smx— 

I 2mx+ 20m-) + 8mx^+87n^x^— 32m^x-j-16m^ j 

— 4mcey(i/^-i- (x — »»)®}= 0 ; 

and far die Ellipse , --3 + |a = 1, wenn man b® setzt: 

+ (a"- + (2a^ - 

+ 4a^b^+ b^) - 2c^(a^-a^b^+ 3b^Y 

+ 2c^(3a^- a^b^+b^Y+ (a^- 6a^b^+ 6b^)x^ 

- 1 - ( 6 a^— 6a^b^+ (6a^— 10a^b^+ 6b^)x^^^) 

4 .^ 2 {_ 2a-b^c^(a^+b-) + 2b^c^ (3a^— a^b^ + b^)x^ 

- 2 aV(a^-a 2 & 2 + 3 54)^2 _ 2 , 2 ( 0 ^4 _ ^Oa^b^+ 8¥)x^ 

— a^{i6a^—10aH^+ 6 b^)/+ (4a6~ 8a^h^ + 4b^)x^y^ 

+ 2b^{a^— 2b'^)x^— 2{a^ — a®b^+ 3b^)xY 
— 2(3a^- a^b"--\-b^)x\/+ 2a\h^-- 2a^)y^] 

4 - (bV+ aV— aHY{{p — cy+y^] {(a? + c)^ 4 - 2/2}==: 0. 
Hiemacb ist der Ort eines Punktes, fur den die Summe der 
Quadrate seiner senkrecbten Abstande von der Parabel bez. Ellipse 
konstant gleicb sein soli, ein Kegelschnitt, dargestellt durch 
x^ + 3y^ + 8m(a? — m) ^ 

bez. (a^ — 2 b^)x^ + ( 2 a® -- b^)y^ + — b^= Jc^, 

Auch bei diesem Orte haben die FSlle = b^, = — b*, 

2 b®— 2c®== a® (die besondere Ellipse von Nr. 187, 3 ) Interesse. 
Wenn wir die Bedingung bilden, unter der die Grieicbang in 
gleiehe Wurzeln hat, so erhalten wir das Produkt aus den Qua- 
draten der linken Seiten der Gleichungen der Acbsen und der un- 
endlich femen Geraden in den Kubus der linken Seite der Gleichung 
der Evolute. Fur 9 = 0 finden wir die Kurve selbst doppelt gezahlt, 
und auBerdem 

(a; — Mi)®= 0 bez. {(a: — c)® + 2 ^®} {(» + c)® + 0, 

also die Yerbindungsgeraden der beiden imaginaren Breispunkte 
mit dem Brennpunkt der Parabel bez. mit den reellen Brennpunkten 
der Ellipse (Yerbindungsgeraden je einer reellen und eines imagi- 
nSren Brennpunktes der Ellipse). Der Yoraussetzung a — b ent- 
spricht als Parallelkurve des Kreises ein Paar von konzentrischen 
Kreisen a:* + j/* - (a ± = 0 

nnd (a;* -f-y®)®— 1 0, also doppelt zahlend das imaginSre Asymptoten- 
j)aar (vgl. Nr. 103). 
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Endlich lehrt die allgemeine Form der Gleichung (IBj, daS 
die Parallelkurve von den Kurven vierter Ordnung .BH — 0-, 
AQ — lanfende Koordinaten) in den Punkten beruhrt 

wird, in denen sie die Kiirve vierter Ordnung H0 — 
schneidet (Nr. 258), d. h. in den Punkten, die zu den Punkten der 
Krummungshalbmesser ^ gehoren. 

4) Bestimmung der KriimmungsJcreise q des Ergelschnittes. 

Setzen wir in die Bedingungen (17) der Oskulation dieselben 

Werte ein wie in 3), so bestimmen zwei derselben die vier Krum- 
mungsmittelpunkte c | (3 zu dem gegebenen Kriimmungsradius 
Man erbalt sie aus H = 0 (J.^-)"^ als die Scbnitt- 

punkte von 

^ («5^)^ und 

5^05^ + — 3 (ab^)- (vgl. 3). 

Fur die Parabel findet man die zwei Scbnittpunkte von 
4cm{x + m) = 3(4m®^)^, y^— 4:mx — — 3(2w^®)^. 

5) Gleichung der Evolute der Ellipse. 

Man bat die Bedingung auszudriicken , unter der sicb die 
Kurven g>(x,y) ^ 0^ Nr. 343, B. beriibren. Fur 

H = 0 geht aber die Bedingung <16) fur ein Paar gleicher Wur- 
zeln von .4 — 3Hl + 301^— Bl^^ 0 ilber in AB^+ 40^= 0, 
d. b. die Gleichung der Evolute ist (vgl. Nr. 222) 

6) Gleichung der Evolute der Barabel. 

Weil 

(p{x,y)^y^— 4w^^r, %{x,y) = 2xy + 2(2w? — |)j/ — 4?»>/, 

— 4m^, Hs=0, 0 = 4m(§ — 2m), B ^ Amn] 

ist, so wird die Gleichung der Evolute 27 = 4(§ — 2m)^ Es ist 

zu bemerken, daB die Scbnittpunkte von (p{x,y) = 0, %{x^y) 0 

niebt nur die FuBpunkte der drei Normalen liefem, die von einem 
beliebigen Punkte § 1 ausgeben (Nr, 205), sondem aucb den un- 
endlicb fernen Punkt der Acbse ^ == 0. Die sechs Sebnen zwiseben 
diesen Sebnittpunkten sind also die Seiten des Dreiecks der FuB- 
punkte und die drei Parallelen zur Acbse durcb diese Punkte. 
Darum ist die in Nr. 343 B. angewendete Metbode fiir die Losung 
des entspreebenden Problems bei der Parabel niebt die einfaebste; 
man erbalt zwar die Gleichung (Nr. 213, 9, in der natiirlicb nun 
X, y durcb t? und x\ y durcb x^y zm ersetzen ist), aber multipli- 
ziert mit dem Faktor 

4m(§ — 2m)y— Sm^riy 

der gleicb Null gesetzt jene drei Parallelen darstellt. 

Balmon-Fiedler, anal. Geom d. Kegelsdin. H. 7. Anfl. 14 
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346. Kegelsclinitt tind Geradenpaar. Wenn von den 
beiden Kegelschnitten f{x, x) = 0y^g{x, x) = 0 der zweite in 
ein Geradenpaar ansartet, so ist = 0, und wir diirfen den 
Kegelschnitt g{x, x)^0 durcb x^x^^O nnd das Biischel da- 
her durch f{Xy x) — 2?,x^X2 = 0 dargestellt anseben. Die Dis- 
kriminante des Buschels findet man, indem man in A den 
Koeffizienten durcb ^12““^ ersetzt, in der Form 

A 2A(aj3%3 ^ 12 ^ 83 ) ^33^^* 

Es ist also 

3 H = ^12^33) “ ^-^12? 30 = ^33, 

d. b. 0 verscbwindet zugleicb mit ^33 und H fur ai3a23 ^12^33 
oder J-ig = 0; jenes bedingt, daB der Punkt x^=^ x^^ 0 in 
der Kurve f(x, a?) = 0 liegt, dieses, daB die beiden Geraden 
a?i=»0, x^^O in bezug auf f{XyX)^0 konjugiert siniL 
(Nr. 137 B.) 

Nun gilt aber diese Invariantenbeziebung aucb bei all- 
gemeiner Koordinatenwabl. Also ergibt sicb: Wenn g{x,x) =* 0 
ein Geradenpaar darstellt (B = 0), 50 0 = 0 die Bedingung, 

unter der der ScknitfpunJct der beiden Geraden in der Kurve 
/(ae, = 0 liegt; H = 0 dber die Bedingung^ unier der diese 

beiden Geraden in hemg auf f{x, a?) = 0 harmonische Pola- 
ren sind. 

Die Diskriminante 9H^— 12J.0 der Gleicbung A — 3HX 
4-30A^=«O gib4 durcb ibr Verschwinden nacb Nr. 345 die 
Bedingung dafur, daB eine der Geraden des Geradenpaares 
g{x, x)^0 den Kegelschnitt f(x, a:) = 0 beiubrt. In dem 
obenTgewablten Beispiel bestatigt man dies leicht, da dann 

9H^- 12 A0 = 4C-4i2* + ^a33) 4^1^22 ist. 

Sind 9(w, u) = + • — 1- 0 und 

^ Ai ^1* + H Gleichungen 

zweier Kegelschnitte in Linienkoordinaten und artet ^(ti, m) = 0 
in ein Punktepaar aus (B = 0), so ist analog zum vorher- 

gebenden cciiB^i + k 0^3838 = 0 die Bedingung, 

unter der die Verbindungslinie des Punktepaares eine Tangente 
TOD 9)(«, m) = 0 ist, und + SftjAjg + • • • + Psahs = ^ 

druckt aus, daB die beiden Punkte ^(w, w) =■ 0 barmoniecbe 
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le in bezng auf w)«*0 sind. Die 

rbei die Unterdeterminanten von und in den Deter- 

nanten A bez. B von q>(u,u) nnd 7 lf{u,u), 

347, 1st insbesondere g{XyX) ein vollstandiges Quadrat, 
kann man das Buschel transformieren zu f{x, x) — 0. 

e Diskriminante desselben wird J.— ^^4^, also ist 3H= 
i Bedingung der Beriihrung des Kegelscbnittes f(x, a?) =« 0 
t der Geraden g(x, x) = 0. Dies weist auf einen Zusammen- 
Dg der Invariante H mit der Tangentialform von /‘(oj, x) kin. 

Wir konnen leicht die Gleicbung der Tangenten des Kegel- 
ini ties f(x, x) = 0 in seinen Schnittpunkten mit der Geraden 
=* 0 bestimmen. Diese Tangenten bilden unter den den Kegel- 
jnitt f{x, a;) == 0 in diesen Punkten doppelt berukrenden 
‘gelscknitten f(x,x) — XtiJ^0 denjenigen, der in ein 
radenpaar ausartet. Man kat in diesem Falle wegen g{XyX 
^kt nur = 0, sondern es versckw'inden auck aUe Unter- 
berminanten von B, also ist nack Nr. 343 auck 6 == 0. Man 
det so fiir die kubiscke Gleickung — 3HA =* 0; d. k. 
Ber der doppelt zu zaklenden Wurzel X = oo, die der Geraden 
= 0 selbst entsprickt, liefert sie nur einen Wert von A, 
r eben die gesuckten Tangenten bestimmen muB. Nun hat 
ji aber also 3H 

■^11^1* “I" -^2^2^ -^33^3^ “1“ 2-^2S^2% "b ^“^31% ^ ^-^12 ^^3 f 

h. 3 H ist mit dem Ausdruch F(u, tt), der gleich Null^ ge- 
d die Tangeniialgleichung des Kegetschniites f{x, x)=^0 
^erty identisch (Nr. 309). Aus -4 — 3HA==»0 ergibt sick 
ber die Gleickung des Tangentenpaares: 

3) F{u, u)f{x, x) — « 0. 

Wenn 0 den Kegelschnitt f{Xy a;) = 0 beruhrt, faUt 
s Tangentenpaar mit dieser Geraden selbst zusanmien, 
d die Bedingung kierfur ist eben 3H = 0 oder = 0. 

ad insbesondere die die Koordinaten der unendlick fer- 
u Geraden vgl. Nr. 317 und 318), so ist (18) die 

eichung des Asymptotenpaares des Kegelschnittes f(Xy x) == 0 
L projektiven Koordinaten. Vgl. kierzu die andere Ableitung 
iser Gleickung am Ende von Nr. 318. , 
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B. 1) re) = 0, £p) ^ 0, . . . als Gleicliiingen 

von funf festen Kegelschnitten ist es immer auf unendlicli viele 
Arten moglicb, funf Konstanten AJj, Aig, . . . so zu bestimmen, daB 
die Summe 

x) + x) \ x) = 0 

entweder ein vollstandiges Quadrat L% oder das Produkt von zwei 
linearen Faktoren MN ist. Man soli zeigen, dafi die Gerade X = 0 
einen festen Kegelschnitt }i{x^x) ^0 umhilllt, imd da§ die Geraden 
Af — 0, JV = 0 m hezug auf diesen einander Jeonjugiert sind. 

Wir kdnnen a?) = 0 so bestimmen, dafi die fiir }i{x^ x) 
imd jeden der funf Kegelscbnitte gebildeten Invarianten H ver- 
sebwinden, weil dies fur als die Koeffizienten der zu h(x^x) 
gebdrigen Gleicbung in Linienkoordinaten durcb fiinf Gleiebungen 
von der Form bedingt wird 

-^33^3^^^ H" 2-^23^23^*^ ”1" ^-^31 ~ G, 

(i = 1 , 2, 3, 4, 5), 

die zur Bestimmung der Yerbaltnisse der seebs der Koffizienten 
der Tangentialgleiebung von h(x^x)^ binreicben. 

Aus der Erfiillung dieser Gleiebungen foigt aber zugleicb 

= 0> 

d. b. H versebwindet fur a?) = 0 und einen beliebigen Kegel- 
sebnitt des Systems Ek^f^^{x^ a;) = 0, womit der Satz bewiesen ist. 
Wenn die Gerade Af ~ 0 gegeben ist, so gebt AT = 0 durcb einen 
festen Punkt, namlicb durcb den Pol von M = 0 in bezug auf 
h{x^ x) = 0. 

2) Wenn seebs Geraden a?j = 0, . . ., a;g= 0 Tangenten des- 
selben Kegelscbnittes sind, so sind die Quadrate der linken Seiten 
ibrer Gleiebungen durcb eine lineare Beziebung 

fci V + + k^x^^ + k^x^* + k^Xf^^ = 0 

verbunden.^*) Dies ist ein Sonderfall des vorigen, ergibt sicb aber 
direkt, wie foigt: 

Man sebreibt nacb (9) in Nr. 309 die seeks Bedingungen fiir 
die Berubrung der seeks Geraden mit dem Kegelschnitt und elimi- 
niert die unbekannten Koeffizienten seiner Gleicbung; die Be- 
dingung des Satzes ist das Versebwinden der Determinants aus den 
seeks Zeilen (i = 1 6) 

Ml®*, Mj®*, Mg®*, Mg®Mg®, M3 ®Mi®, Mi® M g®, 

und dies ist aucb die Bedingung, unter der die seeks Quadrate der 
durcb eine lineare Beziebung verbun- 

den sind. 

3) Sind nur vier Kegelscbnitte a;) == 0, . f^^\x^ x)=^0 

gegeben und soli der Kegelscbnitt h(x^ a?) ~ 0 so bestimmt werden, 
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daB die Beziehung H = 0 fur ihn und jeden der vier erfidllt wird, 
so bleibt einer der Koeffizienten A^j. unbestimmt, aber alle anderu 
kSnnen durcb ibn ausgedruckt werden. Also ist die zu 72(ar,^) = 0 
geborige Gleicbung in Linienkoordinaten von der Form (p{ii 

= 0, d. b. der Kegelscbnitt berubi‘t vier feste Geraden. 
Wir zeigen spater direkt (Nr. 368, BcbluB), daB Konstanten 7*^, 

\ auf vier Arten so bestimmt werden konrien, daB x) 

+ \ ein voUstandiges Quadrat 

ist. Indem wir Jf = 0 als die unendlicb feme Gerade auffassen, 
erkennen wir ferner, daB die Aufgabe eine bestimmte und eine 
lineare ist, fiir eine gegebene Gerade ilT = 0 die Konstanten so zu 
bestimmen, dafi os) + • • + x) von der Form MIT 

wird. Nacb l) ist N= 0 der Ort des Pols von AT — 0 in bezug auf 

u) — w) — 0. (Vgl. Nr. 304, l.) 

348. Bedeutung der Bezielningen H 0 und 0 = 0 . 
Aucb im Falle der ailgemeinen Kegelscbnitte f(x^ x) = 0 , 
g(x, x)=^Q liegt es nun nahe, das Verscbwinden einer ihrer 
Simultaninvarianten auf binare barmonische Beziebungen zu- 
rucbzufiibren. Den Weg dazu bietet die Betracbtung der 
Tangentenpaare aus einem Punkte oder der Scbnittpnnktpaare 
in einer Geraden. 

Nebmen wir irgend einen Punkt von g(Xy x) = 0 als Ecke 
^^=^2 = 0 des Koordinatendreiecks und seine Polare in bezug 
auf f(Xy ic) = 0 als x^ = 0, so bedingt dies 633 = 0, = 0 

und A^i = ^22^38? ^^22 “ ^33 f -^23 ^ -^81 ~ ^7 -^^12 ^ 33 ^ 2 * 

Also ist daun der Wert der Invariante 

3 H = = ^33(^11^22"!" ^ 82^11 ” ^^12^12)? 

und dieser wird, solange der gewailte Fundamentalpunkt Ag 
keiner der Scbnittpunkte der Kurven ist (a^g ^ 0 ), nur dann 
Null, wenn die hindre Invariante Ciith2~^ ^22^11"“ ^ ^12^12 
sebwindet. Daber bestelit — und zwar offenbar aueh noch fur die 
Scbnittpunkte giiltig — mit Riicksicbt auf Nr. 328 der Satz: 
Wenn H = 0 so schneidet die Polare eines jeden Punlctes von 
g(x, x) == 0 in iemg auf f{Xj x )^0 beide Kegelschniite har^ 
monisch. Bei 0 =« 0 gilt dasselbe fur die Polaren der Punkte 
von f{Xy x) ^0 beziiglicb g{x, x) = 0. 

Sind A^ und A^ die Scbnittpunkte der Polare von Ag 
mit g(x, X) = 0 , so ist A^AgAg ein Polardreieck in bezug auf 
f{Xj a;) = 0 , falls H = 0 ist. Zu jedem Punkt von g{x, x) ^ 0 
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gibt es ein solches Polardreieck, d. k. es gibt unendlich viele 
solche, wenn eines vorhanden ist. TJmgelcehrt hat die Invari- 
ante H den Wert Null, ivenn ein Polardreiech von f{x, a:) =* 0 
in g(x, x) ^0 eingeschrieben ist. Denn die beiden Gleicbungen 
haben daim die Formen 

^'11 ^ ^22 ^ 2 ^ “ f “ ^83 ^ 3 ^ ~ ^ » ^28 ^2 ^3 “ 1 “ ^31 ^3 ^12 

nnd bei = a^^ = = 0 , = 622 = J 33 *= 0 

yerschwindet H. 

Das Verschwinden der Simultaninvariante H ist notwen-’ 
dig und hinreichend, damit unendlich vide PolardreiecJce von 
f(x,x) ^0 in g(x, a;) == 0 eingeschrieben werden Jconnen. 

Der dual entsprecbende Satz lautet: Das Verschwinden 
der Simultaninvariante 0 ist notwefndig und hinreichend, damit 
unendlich viele Polardreiecke von f{x, a;) =* 0 um g(x, x) ^0 
umgeschrieben werden hbnnen. In der Tafc kann man die ganze 
Entwickelnng dual deuten, wenn man statt x., a^j., b^^ setzt 
Alsdann gehen aber die friiberen A^j^, uber 
in Bb^j^, also in ABa^j^B^j^, d. h. H in J. • 0 

nnd ebenso 0 in JB • H, ein wohl zu beachtender Wechsel. 
In der Tat bestatigt man sofort, daB H =** 0 ist, wenn A^^ = A^^ 
= Jlgg = 0 und &25 = &g^ « = 0 ist. 

Wir konnen daher die Bedeutnng der Bedingungen H «= 0 
bez. 0 = 0 foIgendermaBen zusammenfassen: 

Sind f{x, x) = Ba^j^x^Xj^^ 0 und g{x, x) = 0 

die Gleichungen sweier Kegdschnitte in BunMkoordinaten, 
F {u, u) = ZA^j^u^Uj, = 0 bez. G{u,u)^ BB.j.u^Uj^ = 0 ihre 
Gleichungen in Linierikoordinatm, so sagt die Bedingung 
3H = ^n&ii H — + 2A^^b^^ H — == 0 aus, da/i unendlich viele 
Poldreieche von f{x, a;) = 0 der Kurve g(x, a;) = 0 einge- 
schrieben und unendlich viele Poldreiseite von g{x,x)^0 
der Kurve f(x,x)^0 umgeschrieben werden Jconnen. Die 

Bedingung 30 = H ^B^^a^^ H — = 0 sagt aus, dafi 

unendlich viele PoldreiecJce von g(x, x)^0 der Kurve f{x, a;) = 0 
eingeschrieben und unendlich viele Poldreiseite von f(x,x) ^0 
der Kurve g(x^ a;) = 0 umgeschrieben werden Jconnen. 

Man sagt aucb im Falle H == 0: der Kegelsebnitt ist der 
Kurve g harmonisch eingeschrieben oder g ist der Kurve f 
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3) Zwei Tripel harmonisclier Pole in bezug auf einen Kegel- 
schnitt g(x^ x) = 0 liegen auf einem Kegelscbnitt, der der Kurve 
= 0 barmonisch umgescbrieben ist (Nr. 299, 2 ). Zwei Tripel 
barmoniscber Polaren beriibren einen anderen. 

Das eine Tripel barmoniscber Pole werde durcb die Eeken d^s 
Koordinatendreiecks gebildet; g(x,x) = 0 kann alsdann in der Form 
^ angenommen werden (Nr. 344, l). Durcb das 
zweite Tripel und die Ecken des Koordinatendreiecks legen 

wir einen Kegelscbnitt f{x^ x) = ^ 33 ^* 3 ®+ + 

da dieser durcb die Ecken eines Poldreiecks von 
g{x^x) = 0 gebt, ist 30 = 0. Mit Riicksicbt auf = agg = 0 
(weil A^ und A^ auf f(x^ x') 0 liegen) wird nun 30 = ^ 33 , da- 

her folgt ( 3 tgg= 0 , d. b. die Kurve f gebt aucb durcb das zweite 
Tripel barmoniscber Pole. Ebenso beweist man den zweiten Teil 
des Satzes. 

349. Konjngierte Kegelschnitte. Das Verschwinden einer 
der beiden Invarianten H und 0 kann als eine lineare Be- 
dingung fiir den einen Kegelscbnitt als Ort eines Punktes 
Oder fur den anderen als Hiillkurve einer Geraden angeseben 
werden, je nacb der Reibe von Koeffizienten, die man als 
gegeben ansiebt. Oiffenbar kann man so jede lineare Beziebung 
zwiscben den secbs Koeffizienten einer Gleicbung in Punkt- oder 
Linienkoordinaten sowobl mit H als mit 0 identifizieren, in- 
dem man die secbs gegebenen Koeffizienten als diejenigen einer 
gegebenen Hiillkurve von Geraden oder Ortskurve von Punkten 
auffafit. 

Die allgemeine lineare Bedingung fur einen Kegelschnitt 
hedmtet geometrisch, da^ er zu einem gegebenen Kegelschnitt 
honjugiert isV^) Dieser durcb die numeriscben Koeffizienten 
der Bedingung gegebene Kegelschnitt kann naturlicb von ganz 
besonderer Art sein, also z. B. ein Punktepaar (aucb Doppel- 
punkt) oder ein Geradenpaar (aucb Doppelgerade). In diesen 
Besonderbeiten sind die in Nr. 324 gedeuteten linearen Be- 
stimmungen entbalten. Bilden wir namlicb die Bedingung, 
da6 zwei gegebene Punkte in bezug auf g{x, x) = 0 

konjugierte Pole seien, so bestebt fiir sie die Gleicbung von 
Nr. 307, also folgt die nacb H = 0 konjugierte Hullkurve 
F(uj u) = = 0 aus 
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uiid dies sind dieselben Bediagungen, die ausdriicken, daB 
F{Uyu) = 0 mit Uy-Us^O identisch ist. Also ist darm 
g{x, x) ^ 0 dem aus den beiden Polen gebildeten Kegelschnitt 
F{Uy u) = 0 harmoniscb inngeschrieben^ wie aucb geometrisch 
klar ist. Das Punktepaar y., kann insbesondere in einen 
doppelt zablenden Punkt iibergeben, durcb den der Kegel- 
scbnitt einfaeb hindurcbgebt. 

Sind die Koeffizienten der Gleiehung = 0 einer 

Knrve zweiter Klasse r + 1 linearen Bedingungen unterworfen 
(r + 1 < 5), so sind alle Kurven zweiter Klasse, cleren Koeffi- 
zienten diesen Bedingungen genugen, r + 1 gegebenen Kegel- 
scbnitten harmoniscb eingeschrieben. Dieselbe 

Eigenschaft hat ein solcher Kegelschnitt q)(iij ti) = 0 in bezug 
auf alle Kurven des linearen Gebildes Stnfe 

(19) x) + a:) + • • -f = 

(Kr. 271). Umgekehrt bilden alle jene Kurven zweiter Klasse 
ein lineares System (4 — r)*®' Stufe, und wenn 

u)y . . u) die Polynome der Gleiehungen linear 

unabhangiger Kurven des Systems sind, lautet seine Gleiehung: 

(20) u) -f u)-\ h === 0. 

Alsdann sind die Kurven den Kurven 

harmoniscb umgeschrieben. Somit dnd (die 
Kegelschnitte des Systems Stufe (19) alien Kegelscknitten 
des Systems Stufe (20) harmonisch umgeschrieben, tedbei 
y 4 ist Die letztgenannten sind samtlich den ersten 

harmonisch eingeschrieben. Solche Systeme werden wir spater 
kontravariante lineare Gebilde nennen (Nr. 353); sie heiBen 
aueh Tiovjugierte lineare Kegelschnittsysteme. 

So bilden also alle Kegelschnitte, die Polardreiecken eines 
gegebeneaKegelschnittes ein- bez. umgeschrieben werden konnen, 
ein System vierter Stufe von Kurven zweiter Klasse bez. zweiter 
Ordnung. Die konjugierten Pole bez. Polaren der gegebenen 
Kurve bilden die ausgearteten Kurven dieser Systeme. Die 
zu einem Biischel konjugierten Kurven bilden ein Gewebe 
(System zweiter Stufe von Kurven zweiter Klasse), die zu 
einer Schar konjugierten Kurven bilden einNetz (System zweiter 
Stufe von Kurven zweiter Ordnung), und umgekehrt. 
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B, l) In einem Buschel f(x^ x) — Igix^ x) ^ 0 gibt es immer 
einen und nur einen Kegelschnitt, der durch die Eckea eines Pol- 
dreiecks eines beliebigen Kegelschnittes Ji(x^ x) ^ 2c^j.x^Xj.=^ 0 
bindurchgeht. 

Setzt man 

3 C^i 2 C^2 * * "f" ^3 ^33 ? 

3 ©2 = “f" 2bj^2 "h * * “f" 2>33 ^33 » 

WO die (7^ j die Unterdeterminanten der aus den gebildeten Deter- 
minante dritten Grades bedeuten, so mu6 0^ — IQ^ verschwinden; 
die Gleicbung des gesuchten Kegelschnittes wird daher 

a;) = 0. 

2) Wenn zwei Kegelschnitte f(Xf x) — 0^ g(x, x) ^ 0 dnrch 

die Ecken je eines Poldreiecks von }i{x, x) 0 hindurchgehen, so 
liegen anf jedem Kegelschnitt des Bdschels f(x^x) — kg(x^x) ^ 0 
solehe Tripel harmoniseher Pole von Ji(x ^ x) ^ 0. Denn aus dem 
Verschwinden der for f nnd 7i, andererseits fur g und h gebildeten 
Invarianten und folgt das Verschwinden der fur 

f(x^ x) “ lg(x^ x) ^ 0 und h{Xj x) ^0 gebildeten Invariants 

30 #= ^11 (^11 ^^ii) ^ ^ 12(^12 ^^ 12 ) ”1" * * *4“ ^ 33(^33 ^^ss)* 
(Vgl. Nr. 348, l, 3.) Eeziprok: Wenn zwei Kegelschnitte die Seiten 
je eines Poldreiseits eines festen Kegelschnittes beruhren, so gilt 
entsprechendes fui* alle Kegelschnitte ihrer Schar. 

3) Man soli einen Kegelschnitt bestimmen, der drei gegebene 

Punkte C und je ein Tripel harmoniseher Pole des Kegel- 

schnittes xmd des Kegelschnittes Ag enthalt. 

Sind -^ 2 -^ 2 ^2 polaren Dreiecke (im Sinne von 

Nr. 113) zu ABG in bezug auf die Kegelschnitte \ und so 
sind die polaren Zentra (Nr. 348, l) des Dreiecks AB C, also der 
gemeinsame Schnittpunkt der drei Geraden AA^, CO^ und 

der Schnittpunkt der drei Geraden BB^^GG^, zwei Punkte des 
gesuchten Kegelschnittes, der somit durch fiinf Punkte bestimmt ist. 

Infolgedessen bilden die Kegelschnitte, die der Bedingung ge- 
nugen, je ein Tripel harmoniseher Pole fur zwei gegebene Kegel- 
schnitte zu enthalten, ein Gebilde dritter Stufe von Kegelschnitten. 

4 ) Man konstruiere den Kegelschnitt, der zwei gegebene Punkte 
A^ B und je ein Tripel harmoniseher Pole fiir drei feste Kegel- 
schnitte Ag, \ enthalt. 

Wenn Cg, O 3 die Pole der Geraden AB in bezug auf 
^19 ^29 Aj sind und eine Gerade aus A von den Polen Pj, P 3 
in P den gesuchten Kegelschnitt zum zweitenmal trifft, so liegen 
na^h Nr. 348, 1 die drei Punkte PG^, BP^; POg, BPg; BG^, BP^ 
mit j 4, B und P auf dem gesuchten Kegelschnitt, die Buschel 
(P • j 4 Cj ^ 3 ) und (B • .^iPjPgPg) sind also projektiv. Da hier- 
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nach P auf dem durcli Og, gehenden Kegelschnitt liegt, 

far den das DoppelverhSltnis dieser vier Pankte gleich dem you 
(B • AP^P^P^) ist, so ist P linear bestimmt and man bat seeks 
Punkte des gesnehten Kegelscknittes. 

5 ) Man bestimme den Kegelschnitt durch einen Pankt A und 

durch je ein Tripel harmonischer Pole in bezug auf vier gegebene 
Kegelschnitte Ag, 7:^. Wir zieben dazu durch A zwei Geraden, 

die in bezug auf keinen der vier Kegelschnitte Ic. konjugiert sind, 
und denken P, Q als die Punkte, wo sie den gesuchten Kegelschnitt k 
zum zweitenmal schneiden; seien Pj, P^, Pg, P^ und bez. . . §4 
die Pole dieser Geraden AP^ AQ in bezug auf die so 

liefert das Dreieck APQ als k eingeschrieben die Doppelverhaltnis- 
gleichheit (P- AQ^Q^Q^Q^) = (Q • J.P^P2P3P4), nach der man P 
und Q durch folgendes Verfahren bestimmen kann. Man wahle in 
AP einen Punkt X als eine Lage von P und bestimme in AQ die 
entsprechende Lage Y von Q durch die Gleichungen (Y^^AP^P^P^) 
= (X • -^^162^3)9 (^4* ^^ird nun 

die Lage von X auf AP geandert, so beschreiben die zwei so er- 
haltenen Lagen von Y projektive Reihen 3 und 4 und von ihren 
Doppelpunkten ist der eine der Schnitt von AQ und P1P2; der 
andere Doppelpunkt, die wahre Lage von kann daher linear be- 
stimmt werden — die entsprechende Lage von X ist der Punkt P. 
Damit sind sieben Punkte von k gefunden, namlich auBer A, P^ Q 
noch die vier Schnittpunkte je eines der vier Geradenpaare PQ^ 
und §P^, (?* — 1, 2, 3, 4). Diese linearen Konstraktion en ersetzen 
die Auf IQsung der fiinf linearen Gleichungen, deren eine der reelle 
Punkt A liefert, wahrend die anderen vier die 0,- = 0 sind. 

6) Die Bestimmung des Kegelscknittes 7 j, der Tripel harmo- 
nischer Pole in bezug auf fiinf gegebene Kegelschnitte 
enthalt, veranlaBt zu folgenden Uberlegungen: Da kein reelles 
Element der Peripherie von k bekannt ist, konnen auf beliebigen 
Geraden gelegene Punktepaare dieser Peripherie nur durch die zu- 
gehorigen Polinvolutionen bestimmt und durch Konstruktionen 
zweiten Grades erhalten werden, also auch nicht mit der Sicher- 
heit der Realitat. Die zu k in einer Geraden g gehorige Polinvolution 
kann aber nach 2) linear bestimmt werden aus den Schnitten von 
g mit je zweien der Kegelschnitte, die dem Quadrupel Zg, Zjg, k^^ k^ 
und bez. dem Quadrupel k^^^k^^k^^k^ harmonisch umgeschrieben 
sind, weil diese je ein Biischel bilden, so daB durch jeden Punkt 
A von g einer von ihnen geht. Das gemeinsame Paar dieser beiden 
Polinvolutionen gibt die Doppelpunkte der Polinvolution von k 
und damit wird die LSsung quadratisch. (Vgl. die Theorie des 
Polarsystems in Nr. 391 f.) 

7) Weil Punktepaare und Geradenpaare ausgeartete Kegel- 
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schnitte sind nach der PolaritSt von Nr. 310, so treten 2 u den 
vorigen als besondere Falle die Aufgaben, deren allgemeinste lautet: 
Man konstniiere den Kegelscbnitt, der funf gegebene Strecken oder 
fiinf gegebene Winkel dnrch seine ibren Geraden angeborigen Punkte 
bez. durcb seine aus den Scbeiteln dieser Winkel gezogenen Tan- 
genten barmoniscb teilt. (Vgl. den Text.) Die Aufgabe 6) umfaBt 
die vorbergehenden als Sonderfalle. 

350. Harmonisclie Kreise zu einem Kegelsehnitte sind 
besonders interessant. Bezogen auf rechtwinklige Koordinaten 
y sei 

( 21 ) fix, y) = + 2a^oXy + a^^y^- + 2a^sX + 2a^^y + = 0 

die Gleicbung des gegebenen Kegelscbnittes Jc, Die Tangen* 
tialgleichung des Kreises vom Mittelpunkt cc\^ und vom 
Radius q ist alsdann nach Nr. 105: 

( 22 ) Giu, v) = (au + + 1 )^— Q^iu^ + v^) = 0 . 

Also ist fur diese beiden Kurven die Invariante 30 gleieb 

+ 2a^Qa + 2a-28^ + 

(23) Oder 30 =* /’(a, jS) — (a^ + ags)^^ 

Daber ist 

(24) /'(cc, - (osii + 022 ) 9 ® = 0 

dze Bedingung dafur, daji der Kreis (22) der Kurve (21) har- 
monisch eingescTirielen sei, also die Seiten von unendlich viden 
Poldreiseiten der Kurve (21) ieruhre. 

Somit gilt es m jedem BunM als MittelpunJct einen ein- 
£igen dem KegelschniU harmonisch eingeschrielenen Kreis; sein 
Radius folgt aus (24). Die samtlicben Ej*eise dieser Art bilden 
also ein Netz (Nr. 122). Das Ergebnis der Substitution eines 
Koordinaienpaares x = a, y ^ ^ in ein Polynom fix, y) ist 
daher proportional mm Badiusquadrat des mm MittelpunM 
cc I /5 geJibrigen, fix, ^) = 0 harmonisch eingeschrielenen Kreises. 
(Vgl. Nr. 178, Teil 1 , S. 351 unten.) 

Das Verschwinden der fur die Kurve zweiter Klasse 

(25) -F(M,«))=^„M® + 2^12MC+^2gt;® + 2^1gM + 2^23® + ^jj = 0 
und den Kreis 

(26") gix,y) = x^ + y^--2ax — 2§y-\-7C = 0, = + — 

gebildeten Invariante 



Harmonische Kreise eines Kegelschnittes. 


221 


(27) 3H = 2^3K— 2^53/3 

liefert die Bedingung dafur, da/i der Kreis (26) der Kurve (25 ) 
harmonisch umgesclirieben seiy also durch die EcTcen tmendlich 
vider Poldreiecke der Kurve (25) Jiindurchgehe. 

Die BediDgung H = 0 zeigt, da 6 die Kreise (26) eben- 
falls ein Netz bilden und zwar mit dem Orfchogonalkreise 

( 28 ) + f) - 2A^^x — 2 ^ 332 / + = 0 . 

Dies ist nacb Ifr. 313, 2 die Gleicbung des Hauptkreises 
des Kegelschnittes F(uj v) = 0. Also sind alle Kreise^ die 
Boldreiecken eines Kegelschnittes umgeschrieben sind, orthogonal 
m dessm Haupthreis; die von dem Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes an einen harmonisch umgeschriebenen Kjreis ge- 
Tiogenen Tangenten sind daher gleich dem Radius des dem 
Kegelschnitt zugehorigen Hauptkreises.'^^) 

Aus (27) und (28) folgt ferner, daB die Mittelpunkte 
der der Kurve Fiu, v) == 0 harmonisch umgeschriebenen Kreise 
bei gegebenem Radius auf einem mit dem Hauptkreis dieser 
Kurve konzentrischen Kreise liegen, der im Falle einer Para- 
bel (A 33 = 0 ) in die Leitlinie der Parabel iibergeht. (Ygl. 
auch Nr. 213, l.) 

Diesen Satzen gibt man einen scheinbar verschiedenen 
Ausdruck, indem man bedenkt, daB nun die Eheise des ersten 
bez. zweiten Netzes auch Polardreiecke haben, denen der ge- 
gebene Kegelschnitt um- bez. eingeschrieben ist. Der Kreis- 
mittelpunkt ist aber (vgl. Teil 1 , S. 225) stets H5henschnitt- 
punkt in diesen Dreieckeru Die Gleichung (24) zeigt, daB 
die Mittelpunkte der einem gegebenen Kegelschnitt k harmo- 
nisch eingeschriebenen Kreise bei gegebenem Radius auf einem 
mit k koachsialen und ahnlichen Kegelschnitt \ liegen, der 
insbesondere mit Tc zusammenfallt, wenn k eine gleichseitige 
Hyperbel (cin+ (^ 22 ^ 1^5,2 und Nr. 

344, 3 fur 6^= -V. 

B. 1) Wenn das Rechteck aus den Abschnitten der HShen des 
einem Kegelsehnitte F(u, v) ^ -f —1=0 umgeschrie- 
benen Dreiecks konstant und gleich ist, so ist der Ort des Hohen- 
schnittpunktes der Kreis -f 

Wenn namlich das Produkt aus den Abschnitten der Hohen 



222 


XIX. Invaiiantentheorie der Eegelschnitte. 350. 


konstant und gleick ist, so folgt ans Toil 1, S. 219, dafi q der 
Radius des Kreises ist, der das gegebene Dreieck zum Poldreieck 
bat, uud zwischen den Koeffizienten der Gleichung des Kreises 
{x — af + (^ — jS)" — = 0 und denen der Gleichung F(u^ v)^0 

bestebt nun die Beziehung 3 H = 4* = 0, fiir 

die Koordinaten a ^ — i/ des Kreismittelpunktes ist daber 

^ 2 _j^ (^gh 344, 3.) Im Falle ^ = 0 erbMt 

man den Hauptkreis des Kegelschnittes. 

2) Wenn das Eecbteck unter den Abscbnitten der Hoben fur 

ein in den Kegelscbnitt /'(a?, ^) = -3 + -p — 1 — 0 eingescbriebe- 

nes Dreieck konstant und gleicb ist, so ist der Ort des Hdben- 
scbnittpunktes der mit /“(a?, = 0 koacbsiale und abnlicbe Kegel- 

schnitt^*) f{x, y) — + p) = 0- 

Folgt abnlicb wie die Ldsung von B. l unter Rucksicbt auf 
(23) und (24). 

3) Man soil den Ort des Hobenscbnittpunktes fur ein Dreieck 
finden, das einem Kegelscbnitt eingescbrieben und zugleicb einem 
anderen Kegelscbnitt umgescbrieben ist.’®) 

Wenn man den Mittelpunkt des letzten Kegelschnittes (Halb- 
acbsen a, 1) zum Koordinatenanfang wShlt und die Werte von 
einander gleicb setzt, die sicb aus 2) und 3) ergeben, so ist fiir 

2a + 2a\^y + o'sj = 0 

als Gleichung des Kegelschnittes, in den das Dreieck eingescbrieben 
ist, die Gleichung des gesuchten Ortes 

(jJ + 2,3 _ a® _ 2,3) + a'is) — f{x, y)=‘0. 

Der Ort ist daber ein Kegelscbnitt, dessen Achsen denen von 
f (a?, y) ^0 parallel sind, und der mit f{x^y) — 0 zugleicb ein 
Kreis wird. 

4) Der Hohenscbnitt eines Dreiecks, das einer Parabel umge- 
schrieben ist, liegt in der Leitlinie. 

Folgt leicbt aus den beiden letzten Abscbnitten des Textes, 
Ygl. aucb Nr. 213, 1. 

5) Bei dem eingescbriebenen Kreis eines Polardreiecks der 
Parabel ist die vom FuBpunkt seiner Mittelpunktsordinate in der 
Achse an ibn zu legende Tangente der zugehorigen Parabelordinate 
gleicb. 

Der Beweis liegt in der Beziehung 0 = 0 in Nr. 344, 4. 

6) Wenn der Radius des einem Polardreieck einer Parabel ein- 
gescbriebenen Kreises gegeben ist, so ist der Ort seines Mittelpunktes 
eine Parabel von gleicbem Parameter mit der gegeben en. 
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7) Der Ort der Mittelpunkte $ 1 7] der den Kegel scbnitten eines 
schels harmoniscb eiiagescliriebenen Kreise ist die gleicbseitige 
perbel des Biiscbels. 

Denn sind f y) ^ 0, f\x^y)^0 zwei Kegelscbnitte, so 
d nacb (23) die Gleicbungen rf) — ^' 22 ) ^ 

'1,7?) — 0 die Bedingungen daffir, daB ein 
eis vom Mittelpunkt ^ j 7 ? und vom Eadius q den Kegelschnitten 

y) = 0 nnd f"(x^ y)^ somit alien Kegelschnitten des Buscbels 
x^y) — lf\x^y) — 0 harmonisch eingescbrieben seL Durch 
3iehsetzen der Werte von erbalt man als Ort des Mittelpnnk- 
1 1 7 ? die Kni've {a\^ + — {a\^ + a^)f('% , t?) = 0, 

I in dem Buscbel entbaltene gleicbseitige Hyperbel. 

8) Die den Kegelschnitten einer Scbar harmonisch umgeschrie- 
3en Kreise bilden ein Buschel, dessen Potenzlinie die Leitlinie 
' Parabel der Scbar ist. 

DieHanptkreise der Kegelscbnitte bilden daher das konjugierte 
schel (Ten 1, S. 243/4). 

9) Zwei gleicbe Kreise, deren Scbnittsebne so groB wie ihr 
idius ist, bilden zwei Kegelscbnitte, fur die die Invarianten H 
d 0 verschwinden.'*'^) 

Die Gleicbungen solcher Kreise sind z.B. a?® + 2 /^+ 2 ax — ~ ~ 0 . 
rl. Nr. 395, 3. 

351. Es ist im allgemeinm niclit moglich, dem einen von 
id ieJieUgen KegeJscImiiten ein Breieck einmsclireiben, das 
gleich dem anderen umgescJirieben ist. Wenn aber zwisehen 
iden Kegelschnitten eine gewisse Beziehung stattfindet, kon- 
n unendlich viele solche Dreiecke gefunden werden. 

Ist namlich ein solches Dreieck moglich und ist es zum 
indamentaldreieck gewahlt, so lassen sich die Gleicbungen 
ider Kegelscbnitte in die einfachen Forraen 

f(x, x) = Xi^ + ar/ + iCs® “ “ 0, 

g(x, x) = 2assXaXs + ^aa^x^x^ + 20^3X1X3= 0 
lerfiiiren (vgl. Nr. 344, 6), und wir erhalten flir ihre Inva- 
inten die Werte 

.4. = •— 4, J5 “■ 2 3H = 4* ®si 4” 

30 = — (ogj 4- ®8i 4 - ®is)* 
irischen diesen bestett aber die Beziehung’®) 

9) 3H*=4^0, 
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eine Gleichung solcher Art, da6 sie, wie in Nr. 344 gezeigt 
wurde, dnrch eine Veranderung der Koordinatenbeziehung 
ungestort bleibt. Also mu6 dieselbe Beziehnng unter den 
Koeffizienten der Gleichungen beider Kegelscbnitte immer 
stattfinden, wenn es uberhaupt moglich sein soil, sie in die 
vorber angenommenen einfachen Formen uberznfubren. Die 
Gleichnng (29) ist so die analytische Bedingnng der geforderten 
geometrischen Beziehung. 

In der jlat gebort umgekehrt, unter Yoraussetznng der 
Beziebung (29) auch die dritte Ecke eines dem Kegelscbnitt 
f{x^ ic) == 0 umgescbriebenen Dreiecks dem Kegelscbnitt 
g{Xj x)^0 an, wenn seine zwei ersten Ecken auf ibm liegen. 
Denn erganzen wir den Ausdruck g{x, x) zu g(x, x) + a^^x^, 
so gebt 30 liber in 30 — <^12^335 ^-ber die friibere Beziebung 
ist mit der jetzt erforderlicben 3H®~ 4A(© — <^12 <^'33) ver- 
ti-aglich, wenn = 0 ist (im FaEe = 0 wiirde g(x,x) = 0 
ein Geradenpaar darstellen). 

Man kann aucb Beziebungen zwiscben Invarianten be- 
nutzen, um die Gleicbungen der Kegelscbnitte auf einfacbere 
Formen zu bringen. So folgt z. B., daB Kegelscbnitte von 
der dureh 9HG = AB ausgedriickten Beziebung allgemein auf 
+ ^2 + ^ 3 ^ 0 , x^ — x^ + cx^ = 0 

reduziert werden konnen. 

Damit uberhaupt ein Kurvenpaar f{x, x) == 0, a?) = 0 

in ein anderes f(x, x) = 0, g'{x, a?) = 0 ubergefubrt werden 
konne, nitissen nacb unserer Abzablung swei absolute Inva- 
rianten bes. gleicli sein. Die einfacbsten sind die Quotienten 
A0- H'": A'0', 0": JBH = 0'^ ; 

Nur von ibren Werten mussen also Doppelverbaltniswerte 
abbangen, wie z. B. die der Schnittpunktpaare in den Seiten 
des gemeinsamen Polardreiecks, von denen wirklicb nur zwei 
unabbangig sind. 

B. 1) Man bestimme die Bedingung fiir diejenige Lage von 
zwei Kreisen, bei der dem einen ein Dreieck eingescbrieben werden 
kann, das zugleicb dem anderen umgescbrieben ist. 

Setzt man in Nr. 344, 2 das Quadrat der Zentraldistanz der 
beiden Kreise a® 4" gleicb und d® — wird 

nacb (29) und Nr. 344, 2 die gesucbte Bedingung 
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® — $1*)® + ^ — C2^) = 0 Oder (c* + pi®)® = 4 

92®±'29i$2, 

ei Og den Radius des dem Dreieck umgeschriebenen Kreises be- 
an et. Es ist dies der bekannte Ausdruck, den bereits Eider fOr 
Entfernung zwischen den Mittelpunkten des einem Dreieck um- 
hriebenen nnd eines ihm eingeschriebenen Kreises gegeben hat; 
esondere bei konzentrischer Lage ist 2^^. 

Der Ort der Hohenschnittpnnkte aller solcher Dreiecke ist ein 
is, der den tjberschuB des Radius yom umgeschriebenen Kreis 
r den Durchmesser des eingeschriebenen zum Radius hat. 

2) Fiir einen Mittelpunktskegelschnitt steht der um einen 
anpunkt mit der Hauptachse als Radius beschriebene Kreis zu 

gegebenen Kegelschnitt in der Beziehung (29) des Textes — 
aB den Gleichungen 

nach den Werten in Nr. 344, 3. 

3) Man soil den Ort des Mittelpunktes fiir einen Kreis von 
ebenem Halbmesser j&nden, der einem dem Kegelschnitt 
, a;) = 0 umgeschriebenen Dreieck umgeschrieben oder einem 

eingeschriebenen Dreieck eingeschrieben ist. 

Die fragliohen Orte sind Kurven vierter Ordnung, ausgenom- 
L den Fall vom Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises for 
Dreieck der Parabeltangenten; dieser Ort ist ein Kreis, der den 
nnpunkt zum Mittelpunkt hat, wie auch sonsf geschlossen wer- 
kann. 

4) Unter welcher Bedingung kann in den Kegelschnitt 
^ 0 ein Dreieck eingeschrieben werden, dessen Seiten der 

he nach die Kegelschnitte \ eines Biischels f(x^ x) -}- 

flj, a;) =« 0 beruhren? 

Setzen wir g{x^ x) ^ ^a^x^x^ + 2a^j^x^x\ + 2ai2%a?2= 0, 
, a;) = x^^ -|- x^^ + — 2(1 + \ 2(1 + 

i (1 + = 0, so wird f{x, x) + a?) =* 0 durch 

= 0 beruhrt und die Invarianten von f{x^ x) und g{xyx) sind 

AL — — (2 “1” \ %3 H“ ^3 ^3 2 Ajjl ^ ^ ®3i ’ 

3 H = 2 (agg + agi + rti2)(2 + -f -f Jc^a,^) 

+ + hh+ 

3 0 — — (^28 "I" + ^ 12 )^ — ^(^1 "1“ ^2 

jB = 2 

^ sie erfullen die verlangte Bedingung 

{ZH-B{W + lc^\ + W ) } ® = 4(AL + *1 hh 

Sftlmon-lPiedler, anal. Geom. d. Kegelschn. II. 7. Aufl. 
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352. Kovarianten, Kontravarianten, Zwisclienforinen. 
Die Definition der Kovarianten in Nr. 330 ist auch anf ternare 
Formen anwendbar. Bildet man aus der allgemeinen Gleichung 
einer Kurve oder den Gleichungen der Knrven eines Systems 
die Gleichmg C =« 0 eines Ories, der mr Kurve oder 8u dem 
System eine durch lineare Transformation (Verwandischaft) un- 
zersiorhare gesetzmd^ige Beziehung hat, so ist C = 0 eine Ico- 
variante Kurve zu der oder dm Gegeienm. Die Gleiclinng der 
bei einer gegebenen Kollineation einer Kurve C = 0 ent- 
sprechenden Kurve C'=“0 wird erhalten, indem man die 
Gleichung C = 0 selbst transformiert, oder auch dadurch, da6 
man die gegebene Gleichung oder das gegebene Gleichungs- 
system transformiert und nun dieselbe Funktion C mit den 
transformierten Koeffizienten bildet. Die beiden so entstehen- 
den Ausdrucke sind alsdann nur um eine Potenz des Trans- 
fonnationsmoduls als Faktor verschieden, denn es ist 

(30) C(a>') = 

Eine quadratische Form f{x, x) hat heine von c • fix, a?) 
verschiedene Kovariante, dagegen haben zwei oder mehr 
quadratische Formen simultane Kovarianten. 

Im temaren Gebiet gehoren zu den drei Veranderlichen x^ 
drei kontragrediente Veranderliche W enn eine gegebene kolli- 
neare Punktverwandtschaft durch die Substitution x^ = 
bestimmt ist, so wird die Strahlenverwandtschaft gleichzeitig 
durch 27 A, ausgedriickt. Bei gleichzeitiger Anwen- 

dung beider Substitutionen besteht dann die Identitat 

(31) u^x^ -f- u^x^ + u^x^ = ufxf + w/ar/ + u^'x^\ 

Demnach kann man Invarianten eines aus Kufven und Ge- 
raden u., v^, . . bestehenden Systems als homogene Funktionen 
der kontragredienten Veranderlichen auffassen. Wenn wir eine 
solche In variante K(a, w) aus den Koeffizienten des trans- 
formierten Formensystems bilden K(a, w'), so ist auch 

(32) K(a, I, u) = A'*- K(a', V, w'). 

Man nennt solche Formen kontragredi enter Verander- 
licher, die die Invarianteneigenschaft haben, mgehdrige Formen 
oder Koniravariantm^^^ der gegebenen Formen oder des ge- 
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men Systems. Eine mi Ortshurven kontravariante Kurve 
sine HUllkurve oder Enveloppe^ derm Gleichung eine pro- 
ve Beziehung einer beweglichen Geraden m dem Systenn 
Iruckt. Denn dieselbe Funktion der transformierten Koef- 
nten des Systems wird bis auf einen konstanten Faktor 
1 erbalten, wenn man in der urspriinglicben Kontravariante 
Veranderlicben selbst invera transformiert. Sie gleicht 
n einer Kovariante, nur sind nicht die nrsprunglichen, 
iem die transformierten Substitntionen auf ihre Verander- 
en anzuwenden.***) 

Ihrer geometriscben Bedeutung nacb sind die Beziprokalr 
%m Koniravarianten der urspriinglichm Formen, also Orts- 
ehung imd Tangentialgleichung sind kontravariant. Die 
igen Kontravarianten steben zur Tangentialgleichung in 
.selben Verhaltnis, wie die Kovarianten zur Ortsgleichung. 
e einzelne quadi-atische Gleichung /(a:, x) = 0 hat keine 
3 re Kontravariante als die Tangentialgleichung F(Uy u) 
= 0, wo bei linearer Transformation die Identitat 
.eht F\u^ u) = • F{Uy u ) . 

Endlich konnen fur ein aus Kurven und Geraden be- 
endes System wiederum Kovarianten gebildet werden, die 
it auBer den laufenden Koordinaten nicht nur die Ko- 
iienten der Gleichungen jener Kurven, sondem auch die 
►rdinaten der Geraden enthalten. Solche Funktionm von 
erlei Verdnderlichm nennt man Zwischenformerij wenn sie 
irianteneigmschaft haben^ d. h. ihren Wert nicht oder nur 
jh Hinzutritt eines konstanten Faktors andem, wenn man 
eine Reihe der Veranderlicben durch die ursprtogliche, die 
ere Reihe aber durch die transponierte Substitution trans- 
oiert. Also sind z. B. aJle Produkte von Kovarianten und 
itravarianten Zwischenformen. 

Die entsprechende Form oder dieser Definition 
St die identische ZwiscJienform. Eine quadraUsche Form 


•) Man kann daber die Yeranderlicben ancb durch die Ablei- 
;en nacb den gleicb benannten ersetzen, ton aus der Kontra- 

mte eine neue Kovariante entsteben zu lassen (Nr. 342). 

16* * 
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f{x, x) hat niir solche Zwischenformenj die sich als game Funk- 
tionen von f(x, a:), F{u, w), A und darstellen lassen, Diese 
vier invarianten Formen bilden also das vollstandige System 
der quadratischen Form im frUberen Sinae. 

353. Kontravarianter Kegelsclmitt JS zu zwei gegebenen. 
Nacb dem vorstebenden kniipft die Bildung der simultan- 
inrariaiiten Formen zu zwei gegebenen an die Tangentialform 
an. Diese wird nacb Nr. 149 von irgend einem Kegelscbnitt 
des Buschels f(x^ x) — lg(x, a?) == 0 gebildet, indem man in 

i ^11 ^12 ^18 ^'1 ! 

(33) = i “M = 0 (Nr. 309) 

i ^31 ^32 %8 ^3 I 

I ^2 % 0 I 

die Koeffizienten a.j^ durcb a^j^— ersetzt. Die so entstebende 
Determinante lafit sicb nacb der binomiscben Zusammensetzung 
von drei Reihen ibrer Elemente in sieben andere Determinanten 
als Summanden zerlegen, von denen die erste keine der Spalten b 
entbalt und daber mit — F(u, u) identiscb ist, drei weitere 
je eine Spalte der b und damit den Faktor Z entbalten, die 
drei letzten je zwei Spalten der b und damit den Faktor A*. 
Die Summe dieser letzten erweist sicb als die mit — F(u, u) 
ganz gleicb gebildete Determinante der b und soil durcb 
— G(Uy u) bezeicbnet werden. Daber ist das Ergebnis, d. b. 
die Tangentialgleicbung des Kegelscbnittes f(Xj x) — ^g(x^ x), 
von der Form 

(34) F{u, u) — 2lS.{u, u) + u) ^ 0, 

wenn wir durcb 2S(Uf u) die negative Summe der drei Par- 
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2 £[ — ^^^22^83 “i“ ^83^22 ^^28 

+ Mn+ ^(^zihiW 

+ (Ctii&g2 + <^22 ^11 ~ 2 ^12 ^ 12 ) ^^3^ 

"T 2(^iS^ 12 “t" ^2^13 ^'11^23 ^23^1l)^2^3 

-f- 2{ci^^ fegg “I" ^23^21 ^22^31 ^31 ^22} ^3^1 

+ 2 (^ 3263 ]^ + ^31^32 ^^33^12 <^i2^3s)^^1^2 • 


Nun besteht die Invarianteneigenscliaft dieser Tangential- 
form fiir jeden beliebigen Parameter Xy also baben die drei 
Koeffizienten Fy Hy G diese Eigenscbaft. Soynit ist H eine 
simultane Kontravariante des Formevpaares f\x,x), g{XyX) 
xmd ll{iiy w) = 0 ein iontravarianter Kegelsclmitt. 


354, Kovarianter K;egelselmittZ:(n;jrr) zn zwei gegebenen. 
Genau dual verfabrend geht man von der Gleichung der 
Kegelscbnitte einer Scbar F{Uyii)—XG(UyU)^0 zu ibrer 
Gleichung in Punttkoordinaten iiber (Nr. 311). Diese lautet 
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mit ganz derselben Entwickelung wie vorbin, nur daB statt 
der a^^y 5,.^, u. die A^j^, x^ steben. Daber ist das von X 
freie Glied nunmebr Af(XyX) statt F{UyU) wie in (34), der 
Faktor von wird Bg(XyX) statt G{UyXi)y und der Koeffi- 
zient 2j£(Xy x) von — X ist 


(39) 


21z{Xy x) ^ (-^ 22-®83 "T" -^ 33 -^22 ^-^ 23 -® 28 )^l* 

+ (*^33 ^11 + -^11 -^33 

+ (Aj^iB22 + -^ 22-^11 ^-^12^13)^3^ 

+ 2 ( -4j35i2 + ,4^2 ^13 -411-^23 -428’®1i)^2^8 

“P 2 (-421^^23 H” -^28*^21 -^22-^81 “^81 ^3 

.+ 2(-482-B3i + -431^532 -^33 -^12 -^12-®38)^1^2 * 


Weil nun die linke Seite der Gleicbung 
(40) Af(Xy x) — 2XJc(Xy x) + X^Bg{Xj a;) = 0 
unabbangig von X die Invarianteneigenscbaft bat, so ist S eine 
simultane Kovariante des Formenpaares /*, g und i = 0 ein 
kovarianter Kegelscbnitt. Die projektiven Beziebungen der 
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beiden Kegelsclinitte 3{u, w) « 0 und ft (a;, 3 ;) — 0 werden 
voUig dual sein. 

1st das Kegelschnittpaar auf das gemeinsame Polardreieck 
bezogen: 

an { ^ 

'• \ g(x,x)= 6 ^®!* + + &38®g* = 0 , 

so ist, wegen 

^11^22^3 - ^11^22^38 ' 

die Grleichuug des kovarianten Kegelschnittes 

I 2 ft ^ ^8S ”f“ ^83 ^ 22 ) ^ 

(42) I ^ 22 ^ 22 (^ 33^11 ^ 33 )^ 2 ^ 

1 + o^Asio-iAi + = 0 

uud die Gleichang des kontravarianten Kegelsclmittes 

('43'> f ^ ®8S^22 )“i* + (OSS&II + «U^88)«2* 

I + (oii ?>gj + Ojj Jii) Ws® = 0 . 

Diese heiden Kegelschnitte hotben ddher mit dm gegd>enen dasr 
sdbe gemeinsame Polardreieck. 

B. Zur Verbindung mit Nr. 349 zeige man die Richtigkeit 
der Satze: 

1) Der geometrische Ort der in bezug auf g{(C^ x) ^ 0 genom- 
menen Pole der Tangenten von /*(a?, a?) = 0 {rezfprolce Polare von f 
in bezug auf g) ist ein Kegelschnitt mit der Gleicbung 3H^(a;, x) 
— 2ft(a;, x) == 0. 

Denn die gewfiinschte Kurve ist zugleicb Ort aller Punkte x^^ 
deren in bezug auf g genommenen Polaren die Kurve f berilhren; 
sie hat also die Gleicbung ^ 2 , ^ 3 ) ^ 0, wobei zur Abkurzung 
an SteUe von ^ g'(x^ gesetzt isi Sind f und g duroh (41) gegeben, 
so wird J?’ 0 i,^a,.«rs)=a 2 ja 8 s «js «u *> 28 *^ 2 ® + = 0 ; 

mit Hilfe von H, g(x, x) und ft (a;, x) findet man aber Flgi^g^^gz) 
= 3H^(a;, x) — 2ft(a:, x). 

2 ) Ebenso folgt; Der geometrische Ort der in bezug auf 
f{x^ x) ^ 0 genommenen Pole der Tangenten von g(x, x) 0 
{reziprokc Folare von g in bezug auf f) ist der Kegelschnitt 
^(/i? / 2 » fz) = 0, wobei G(f^^ f^, f^) = SBf(x^ x) — 2k(x, x). 

3) Wenn der Kegelschnitt f dem Kegelschnitt g harmonisch 
eingesehrieben ist (H =“0), so liegen die Ecken der der Kurve f 
umgeschriebenen Poldreiseite von g samtlich auf dem Kegelschnitt 
ft(a;, x) 0. 

Denn nach 1) ist nunmehr F{g^^ g^^ g^ = — 2ft(a?, re). 
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4) Wenn f der Kurve g harmonisch nmgeschrieben ist (0 = 0), 
so beriiiiren die Seiten der der Kurve f eingescbriebenen Poldrei- 
ocke von g samtlich den Kegelscbnitt H(u^u) =0. 

Ersetzt man namlicb in F(jg^^ ffs) ^ — 21c (xy x) 

die A^j^y h^j^y x. der Reihe nach durcb A^j^y Aa^j^y 

so erbalt man G^y G^) ^ 3AQG(uyu) — 2ABH(UyU) tind 

nacbWegbeben von A Mgtf(GiyG^yG^) = BQG(UyU) — 2BH{UyU). 
Hier ist G^^ G'{u^, Im Fall © = 0 ist die Knrve w) = 0 

dieselbe wie f{G^y G^y G^) = 0 . 

5) Man zeige, daB auBer den in B. l, 2 und 4 benutzten Be- 
ziebnngen noch die folgenden stattfinden: 

Bf(x, x) = 3eg(x, x) — 2S{gi, g^.g^), 

Ag(x, x) = 3 x) — f^, fg), 

g{Fi,Fi, F^) = 3H1'(m, u) — 2AH(u, m), 

B^F{Uy u) = 3WB G(uy — 2h(J^-^y G^y G-t^y 
A^Gluy u) ^ 3QAF(uy u) - 2&(JF\, F^y F^). 

355. Geometrisolie Bedeutnng der Kontravariaiite H. 
Die zu f(Xy x) — Xg(x, x) ^0 gehbrige Grleichung in Linien- 
koordinaten (34) ist in I vom zweiten Grade, es giU daher 
im Buschd &wei Kegelschnittey die eine gegeiem Gerade 
ieriihreny und es fragt sich nun, wie man die ‘Beruhrxmgs- 
punkte bestimmt. Bei Beantwortung dieser Frage beachte 
man, daB nach (11a) in Nr. 309 die mit den und ge- 
randerte Determinante der gleich Null gesetzt, die 

Gleichung des Schnittpunktepaares einer beliebigen Geraden 
0 mit dem Kegelsclmitt fix, x) — Xg{Xy x)^0 des Bu- 
schels darstellt. Diese Gleickung ist in A vom ersten, in den 
u. vom zweiten Grade, sie ist von der Form P — IQ ^0. 
Tragt man in sie die Wurzeln 2^ und Ag von 

( 44 ) F(vy v) — 2XS(vy v) + v)-^0 

ein, so geht das Schnittpunktepaar uber in den doppelt zu 
zahlenden Beruhrungspunkt, man kann daher setzen 

( 45 ) P-X,Q^V^yP^X,Q^ 

wo nun Fj = 0 und F^ = 0 die gesuchten Beruhrungspunkte 
darstellen. Mit Hilfe dieser beiden Ausdrucke laBt sick die 
Gleickung P — A^ = 0 unter der Voraussetzung, daB A^ und 
A^ von einander verschieden sind, in die Form bringen 
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zriri. j ('• - - (A - A j ) = 0 Oder 

f46a) (r,+y'^r,){r,-Y^v,)-o. 


Aus der Gestalt dieser Gleichung ergibt sich sofort der 
Satz: nine ieliehige Gerade trifft die Kegelschnitte eines Bilscliels 
in PunJctepaaren einer Involution; die Doppelpunitte dieser In- 
volution sind die Beruhnmgspmikte derjenigen mei Kurvm des 
Busckels, die die gegebene Gerade sur Tangente liahen^^) 

Da die Parameterwerte ^ = 0 nnd A = oo den Kurren 
f^O bez. = 0 des Biiscbels f—Xg^O zugeboren, erhalt 
man aus (46 a) fiir X =* 0 bez. X = oo die Punktepaare, in 
denen die Kurven /* = 0 bez. g die Gerade = 0 trefifen. 
Das Doppelverhaltnis a dieser beiden Punktepaare wird (vgL 
Nr. 85): _ 

Vx+ ' (vT-v i;)° 



und bieraus folgt (cc — 1) : (a + 1) = ~ 2yx[X ^ : (X^ + X 2 ). Er- 
bebt man diesen Ausdruck ins Quadrat und fubrt man fur 
das Produkt und die Summe der Wurzeln X^, X^ der quadra- 
tiscben Gleicbung (44) die Koeffizienten ein^ so ergibt sicb 
die Beziebung 

(48) (a - v)^{a+ iyF{v, v) G(v, t?) = 0. 

Ersetzt man in dieser Gleicbung die durcb laufende 
Koordinaten und denkt man sieb die Zabl a gegeben, so 
stellt diese Gleicbung die Bedingung dar, der die Koordinaten 
Uf einer Geraden geniigen mussen, wenn die Paare der Scbnitt- 
punkte dieser Geraden mit den zwei Kegelscbnitten / = 0 
und ^ = 0 ein gegebenes Doppelyerbaltnis cc bilden sollen. Wie 
man siebt, umbfflt die Gerade eine Kurve vierter Klasse. 

Im Falle eines barmoniscben Verbaltnisses (a — 1) 
geht (48) liber in S^(u, m) = 0 oder S(u, u) = 0, die (Jerade 
umhiillt den, kontravarianten Eegelsclinitt H: AUe Geraden, 
die ewei Kegelschnitte f =0 und g = 0 in harmonischen PunJcte- 
jgaa/ren. treffen, umhullen einen dritten Kegdschnitt S=0, den 
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wir die harmonische Kurve meiter Klasse oder nach dem ersten 
Enidecker der eben erwahnt^ Eigenschaft die Staudtsche Kurve 
zweiter Klasse nennen wollen.^^) 

Triflft die Gerade den Kegelschnitt f in und 

g in und so hat das Doppelverhaitnis a der beiden 

Schnittpunktepaare bekanntlich den Wert ^ * * . Wenn 

dieses Doppelverhaitnis Null oder unendlich grofi ist, niuB eine 
der Strecken F^F^, -P 2 ^ 4 > A ^4 2 ;u Null werden, d. h. 

die Gerade muB die Kegelschnitte so trelfen, daB ein auf f ge- 
legener Schnittpunkt mit einem auf g gelegenen zusammenfallt, 
die Gerade muB also durch einen der vier Grundpunkte des 
Biischels f -- Xg ^0 gehen. Und umgekehrt, so oft die Gerade 
= 0 durch einen der vier Grundpunkte geht, wird a gleich 
Null oder unendlich groB. Fur diese Werte von a geht aber 

(48) liber in 

(49) jff ® (uj u) — F(u, u) G(uyu)=^0, 

nnd diese Gleichung wird daher durch die Koordinaten 
einer jeden Geraden erfullt, die durch einen der vier Qmnd- 
punkie geht, d. h. die Gleichung (49) stellt diese vier Funlie dar. 

Da ferner die Koordinaten u. einer jeden Geraden, die 
in einem der vier Grundpunkte entweder den Kegelschnitt f 
oder den Kegelschnitt g beruhrt, nicht nur der Gleichung (49) 
sondem auch der Gleichung P(w, u) 0 bez. (?(w, u) = 0 
genugen, so erfullen diese Koordinaten auch die Gleichung 
jBr(w, u) =^‘0, d. h.: Die Kurve H wird auch von deitjenigen 
acht Geraden beriilirty die in den vier SchnittpunTdm von f 
und g als Tangenten an f oder an g gezogen werden konneti, 
356, Geometrische Bedeutung der Kovariante h Dual 
zu dem Satze, der in Nr. 355 die Beziehung der Kurve 
JJ(w, w) =« 0 zu den Kurven fund g geometrisch deutete, folgt: 
Alle FunTde, von denen man an die KegelsehniUe F(u, «^) = 0 
und G(UyU)^0 harmonische Tangentenpaare 0 iehen kann^ 
liegen auf dem durch (39) definierkn Kegelschnitt ft (a;, x) 0, 
den wir die harmonische Kurve sweiter Ordnung oder nach 
dem ersten Entdecker der ^en erwahnten Eigenschaft die 
Staudtsche Kurve zweiter Ordnung nennen wollen,^^) Es sei 
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daran erinnert, daB die in den Koeffizienten von (39) ent- 
haltenen GroBen und die TJnterdeterminanten der zu 
f(^x^ or) = 0 und g{xj a?) *= 0 geliorigen Determinanten A und B 
bedeuten. 

Man kann nun fragen, welcbe Gleichung — dual zu (49) 
— die vier gemeinsamen Tangenten von f und g darstellt. 
Um sie zu erhalten, mu6 man in (49) die und durch 
j 4.^ bez. ersetzen, ferner A^j^, B^j. durch Aa^j^ bez. Bb.j., 
die durch die An Stelle von H(UjU), F(UjU)^ ®(w, u) 
treten alsdann (vgL Nr. 311) der Reihe nach die AusdrUcke 
h(x,x)i Af{XyX), Bg{x,x)y und es folgfc: Die Gleichung 
(50) x) — ABfix, x)g{x, x)^0 

skill die vier den Kegelschnitten f und g gemeinsamen Tan^ 
genten dar, 

Ferner folgt: Die Kurve k gehf durch die acht Bertih- 
rungspunJcte der den Kegelschnitten f und g gemeinsamen Tan- 
genten^ 

Wenn sich die Kegelschnitte f und g in P beriihren, 
werden sie in P auch von k beruhrfc. Dies folgfc soforfc aus 
dem eben erwahnlen Satze und auBerdem ergibt sich: Die m 
0 wei in dgppelter Beruhrung stdienden Kegelschnitten gMrige 
harmonische Kurve sweiter Ordnung i = 0 beruhrt die heiden 
Kegdschnitte in ihren BerUhrungspunkten, gehorfc also ihrem 
Buschel an. Tatsachlich erhalfc man bei 

f(x, x) =%s V + ^ 0, g{x, x) = b^^x^^ + 2\^x^x ^ « 0 

fur 2k(Xy x) einen Ausdruck von der Form k^^^x^^^ 2\^x^x^, 
Enfcsprechendes gilt fur S{u, ^^) — 0. 

Es gibt daher im FaUe der Doppelberiihrung von f und g 
einen Parameter A = x von der Beschaffenheifc, daB die Kurve 
f^xg=^0 des Buschels f—Xg^O mifc k(Xy x) ^0 zusam- 
menSJlt. Bezeichnen wir die Koeffizienten von 2k(x,x) mit 
Jtj* und 2k^j^y so verschwinden also nunmehr alle Determinanten 
der Matrix 

I ^11 ^22 ^'83 ® 2 S ^18 ^12 | 

i ^11 ^22 ^88 ^23 h $ ^12 1 • 

I ki^ fegj k^ ifcgs A\3 k^2 I 
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1st ferner A = derjenige Parameter wert, fiir den f — Ig^O 
die Doppelbernhrungssehne darstellt, so muB die zuf—l^g^O 
gehorige Gleichang in Linienkoordinaten F(u,u) — 2l^H{UyU) 
+ X^G(uj «) = 0 identisch verschwinden (S. 124). AuBerdem 
muB eine Doppelwurzel der Gleichung 

(51) G{X) = ^ - 3H A + 30 0 

sein (Nr. 251 und 252), sowie der beiden Gleichungen 

(52) H - 2Ql + A- 2HX -I- 0, 

die sicb aus (51) ergeben, wenn man G{X) durcb Einfuhrung 
von A : ft an Stelle von A homogen macht (Aft^— 3H Aft* 
+ ^QX^li — jBA®* 0), diepartiellen Ableitungen dieses Ausdrueks 
nach A und ft gleich Null setzt und dann wieder ft durch 1 
ersetzt (Nr. 326). Durch Elimination von Aj aus den eben 
erwahnten, durch A = A^ erfuUten Gleichungen erhalt man 

F H G 

(53) A H 0 -0. 

H Q B 

Da die Gesamtheit oiler sich in densdben PunMen doppdt 
heruhrenden Kegelschnitte sowdhl als Bilschd wie als Schar 
aufgefa^b werden hann, wird auch die zu (53) dmle Gleichung 
erfUllL Sie ergibt sich, indem man in (53) die 6,-*, 

^ik 7 Reihe nach durch die A^j^y B^j^, Bb^^, 

ersetzt; nach Abscheidung des Faktors AB folgt auf solche 
Weise aus (53) die Gleichung 

f 9 

(54) ^ A0 H -0. 

0 JBH :b 

AuBerdem wird natiirlich die schon in Nr. 345 abgeleitete 
Bedingung (16) der einfachen Beruhrung erfuUt. 

B. 1) Wie lautet die Gleichung der gemeinsamen Tangenten 
zweier auf dasselbe Poldreieck bezogenen Kegelschnitte? 

Mit Hilfe von (42) folgt aus (50) 

{ ^11 ^11 (^22 ^88 “f" ^33 ^22) “P ^22 ^22(^8 ^11 ^Sa) ^2^ 

+ ^83 (^11 ^22 + ^22 ^ 11 )^ 3 ^ } * 
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In lineare Faktoren zerlegt liefert diese Gleichung die Tangenten 
durch alle Zeichenkombinationen in 

V^ll^ll(^22^33 — ^38^22) i ^21/^2^22(^33^11 %l^S3) ± ~ 

2) Man bestimme die gemeinscbaftliehen Tangenten zweier 
demselben Dreieck unagescbriebenen Ivegelscbnitte. 

Der Kegelschnitt der ibre acbt Berubrnngspnnkte entbait, 
ist in diesem Falle ausgedruckt durcb 27c(x^ x) = 

(^12^13 ' ’ 4“ (^12^2s4~ ^23^12) (^13^23 “T" ^28^13) ^2%4“ * * = 0 - 

3) Die Bedingungen der vierpnnktigen Beriibrung (Beriibrung 
dritter Ordnung) von /*=0und^=0 ergeben sicb daraus , da^ 
die Gleicbnng (51) nun die dreifacbe Wnrzel 

bat (vgl. (17) in Nr. 345), und zwar muB fur diese der Ausdruck 
F — -T identiscb verscbwinden (vgl. mb in Nr. 252), 
d. b. es mussen die Identitaten besteben: 

6F—2HH+ AG^O, JBF-- 2QE + HG = 0. 

4) Die Tangentenpaare, die man von einem beliebigen Punkte 
an die Kegelscbnitte einer Sebar legen kann, bilden eine Involution; 
die Doppelstrablen dieser Involution sind die Tangenten deijenigen 
zwei Kurven der Sebar, die durcb den gegebenen Punkt geben. 

Folgt dual zu dem entsprecbenden Satze in Nr. 355. 

Ebenso folgt: 

5) Der Ort aller Punkte, von denen an die Kegelscbnitte f 
und g Tangentenpaare von gegebenem Doppelverbaltnis gezogen 
werden kdnnen, ist die Kurve vierter Ordnung 

(a — a?) — (a + iyABf{x^ x) • g(x^ ic) = 0. 

6) Ist g{x^ x) ^ Q ein Geradenpaar, so ist k{x^ a?) = 0 die 
Gleicbnng des von seinem Scbnittpunkt an denKegelscbnitt f{x^x)=^0 
gelegten Tangentenpaares. 

In der Gleicbung (S3) von Nr. 313 bat man die Produkte 
und durcb die und ZU ersetzen. 

357. Weitere Kegelsclmitte in invarianter Beziebnng 
zu zwei gegebenen. Alle Kegelscbnitte, deren Gleicbungen 
lineare Aggregate von f, g, h bez. von (?, R sind, stehen 
in invarianter Beziebung zu f und g, Aber aucb die Umkeb- 
rung gilt: Die Gleicliung in PunUJcoordinaten eines jeden m 
f md g Tcovarianien Kegelschnittes ist eine lineare Funktion 
von f, g und k. Die GleicJiung in Linienkoordinaim eines jeden 
zu F und G kontravarianien Kegelschnittes ist eine lineare 
Funktion von F, G und H, 
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Dabei bilden kovariante und kontravariante Kegelscbnitte 
nicbt verschiedene Sjsteme, sondern jeder nicht-serfdllende in- 
variante Kegelschnitt ist als Tangentengeiilde l:ontravarian% 
d. h. die Tangentialform jedes in g^ 1: linearen Ansdruckes 
ist in Fj G, H linear, und umgekebrt. So ist z. B. J? = 0, 
als Ort betracbtet . ein zu /* = 0, ^ = 0 kovarianter Kegel- 
schnitt. Nun entspringt aus der entwickelten Form 2H 
(Nr. 353) unter Bezug auf das gemeinsame Polardreieck die 
Gleicbung in Punktkoordinaten: 

(%^ll + ^11 ^3s) (^11 ^22 “T ‘ ~ 0. 

Diese kann man in der Tat umformen in 

(^1^22^33 "i H ) + (^11^22^33 + ‘ * *) 

{ ^11 ^11 (^22 ^83 + ^33^22)^1^ +••}== 0; 
so da6 die linke Seite der zu 2H{u, u) geborigen Gleicbung 
in Punktkoordinaten 2\(x, x) ^ 0 mit /*, g und Tt verbunden 
ist durcb die Beziebung 

(55) 2\(x, x) = BQf{x, x) + SHg{x, x) — 2'k{x, x), 

Aus ibr folgt sofort, da^ die Gleichungen jE[{u, w) == 0 
und 'k{Xf x) = 0 im Falle H =* 0 und 0 = 0 einefn und dm- 
seTbm Kegelschnitt darstellm. 

B. Die Beispiele zeigen zablreiche Anwendungen desselben 
Prinzipes, weitere folgen in Kapitel XXI. 

1) Man zeige, dafi fur die linke Seite 2K{u^u) der zu 2^*(^l?y^r)=0 
geborigen Gleicbung in Linienkoordinaten die BeziebiTng stafctfindet 

^K(u^ u) = 3BHF(m, u) + 3A0G(w, u) — 2ABlHu^ «). 

2) Die Bedingung, unter der der Kegelscbnitt fc(ir, re) = 0 in 
ein Geradenpaar zerfallt, ist, wenn wieder f und g auf ibr gemein- 
sames Poldreieck bezogen sind: 

^1^22^83^11^23^33 (^22 ^83"^ ^33^22)(^33^1l”b<^11^33)(®11^22”l”^22^1l)^ 0 

Oder allgemein AB(9H0 — AB) — 0. 

Fbenso ist 9HQ — AB ^ 0 die Bedingung, unter der die 
Kurve II(u,u) = 0 serfdllt, d. b. unter der alle Geraden, die von 
den beiden Kegelscbnitten barmoniscb geteilt werden, durcb einen 
Oder den anderen von zwei festen Punkten geben. Diese Bedingung 
wird z. B. erfiillt fur zwei Kreise, die sieb recbtwinklig sebneiden, 
und in der Tat wird in diesem Falle jeder Durebruesser des einen 
Ereises durcb den anderen barmoniscb geteilt; der Ort der Punkte, 
von denen an die Kreise barmonisebe Tangentenpaare gelegt werden 
k5nnen, bestebt aus einem Geradenpaar. Aucb wenn 2 (^i®+ ^ 2 *) 
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ist (qi , ^2 Eadien der beiden Kreise, d Abstand ihrer Mittelpunkte), 
zerfallen die Kurven jET und 

3 ) Die GleichuDg der vier an den Kegelscbnitt /*«= 0 in seinen 
Scbnittpunkten mit = 0 gezogenen Tangenten ist 

{ 3Hf(ic, x) —Ag(x, ^r) } ^ — 4 x) { 3 x) — 2Jc(x, a?) } = 0. 

Man erbalt die Gleicbung durcb Substitution von f.^ 
an Stelle von in die Gleicbung (49) der vier Grundpunkte des 
Btischels, also in JP* 6r = 0; alsdann sind die Ausdrucke fur 

£r(/i, /g, fg) und Gr(/i, /’ 2 , fg) in Nr. 354, B. 5 und 2 einzufuhren. 

4) Ein Dreieck ist einem gegebenen Kegelscbnitt umgescbrie- 
ben, und zwei seiner Ecken bewegen sicb in festen Geraden 

14?^= 0; gesucbt wird der Ort der dritten Ecke. 

In Nr. 295, 1 wurde gefunden, daB, falls — i£*2®==0, 
ait?! — iTg « 0, hXj^ — ^ 3=0 gegeben sind, 

(a + hy^x^x^= Aalx^ oder (a + hY{x^—‘ x^x^ = (a — ^Yx^ 

die Gleicbung des Ortes ist. Die recbte Seite dieser Gleicbung ist 
aber das Quadrat der Polare des Scbnittpunktes der beiden 
Geraden in bezug auf den Kegelscbnitt, und zwar ist im Ealle all- 
gemeiner Gleicbungen 

+ aj2^3 + ai8a?s)(^2<«'s — ®3^s) 

+ (ai2«i + ^ss^j + — ®i “'s) 

+ + assy’s + «38^s)(*^'l«2 - 

Femer ist a + 5 — 0 die Bedingung, unter der die Geraden 
in bezug auf den Kegelscbnitt konjugiert sind; sie ist im aUge- 
meinen Falle durcb Fiv^ w) zu ersetzen, wenn 

F{v, w) = + A3^’2«’2 + ■^3S*'s«’s + ■^28(^2“’s + ^S«’2) 

+ + A2(«’i«' 2 + ®2«'l)- 

Die besondere Gleicbung des Ortes ist also zu ersetzen durcb 
die allgemeine F^{v^ w)f(x^ x) + 0. 

6) Man bestimme die Hfillkurve der Grundlinie eines Dreiecks, 
das dem Kegelscbnitt f^O eingescbrieben ist, wSbrend seine bei- 
den anderen Seiten den Kegelscbnitt g == 0 berubren. 

Wird das Dreieck in einer seiner Lagen als Fundamentaldrei- 
eck genommen, sind daber die Gleicbungen der Kegelscbnitte 

f(x^ = 2((Z2S^2^S ^31%% “1“ ^13^1 ^ 2 ) ~ ^9 

g(x, x) = xY + xY + xY “ 2x^x^ — 2x^x^ — 2 (1 +Xa^y)x^x^ = 0, 

wo 0, X 2 =^ 0 die durcb ^ ~ 0 berubrten Seiten bezeicbnen, 
so wird der Kegelscbnitt A/* + ^ — 0 durcb die Seite iKg = 0 be- 
rfibrt (vgl. Nr. 351, 4 ). Nacb den Werten der Invarianten erkennt 
man dies als die Gleicbung eines festen Kegelscbnittes. Derm wegen 
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A. 7 (%3 ”f“ ^31 ^ 12 )^ 2^^28^31^12 7 

30 = 2(as3 + ffsi + a„)(2 + U,,), B (2 + Aaia)^ 

ist 90* — 12H5= iXAB, und die Gleichnng Xf g==0 geht 
daher fiber in (^90*— 12HJS)/'(a;, x) + 4:ABg{x, x) = 0, dieGlei- 
cbung eines festen Kegelsebnittes, den die dritte Seite des Dreiecks 
beriibrt. Fiir 9 0® — 12H^ = 0 beriibrt diese Seite denselben 
Kegelschnitt g, der aucb von den beiden ersten beriihrt wird.^®) 

6) Man soil den Ort fiir die Spitze eines Dreiecks finden, 
dessen drei Seiten einen Kegelscbnitt /' = 0 beriibren, wahrend zwei 
seiner Ecken einem andern Kegelscbnitt ^ = 0 angeboren. 

Urn die Anfgabe zu losen, bilden wir die Gleicbung des Tan- 
gentenpaares von / — 0 aus dem Punkte sodann die Gleicbung 
der Geraden, die die Scbnitipunkte der Tangenten und der Kurve 
^ = 0 verbinden, endlicb die Bedingung, daB eine dieser Geraden, 
die die Basis des fraglicben Dreiecks sein muB, den Kegelscbnitt 
^ 0 berubre. 

Die Gleicbung des Tangenten paares lautet f(y^ y) f(x^ x) — 

a;) = 0 , und die Bedingung, unter der f(y^ y)f{cc, x) — f^{y, x) — 
Xg{x^ a;) = 0 ein Geradenpaar daistellt, liefert zur Bestimmung der 
Scbnittsebnen dieses Tangentenpaares und des Kegelsebnittes die 
quadratisebe Gleicbung fdr X: 

BX^— 21c(g, y)X + Af{y, y)g{y, y) = 0. 

Andrerseits bestebt die Bedingung, unter der eine solcbe Sebnitt- 
sebne den Kegelscbnitt /’(a?, a:) =* 0 beriibrt, in dem Versebwinden 
der fur f{y, y)f{x, x) — / *(«/, x) — Xg{x, x) = 0 und f(x, a;) — 0 
gebildeten Taktinvariante (STr. 346). Man erhalt hierdurch die 
Gleicbung 

4(12.40 — 9H*) — 4A^g(y,y) — 0, 

und nacb Einfnbrung des bieraus folgenden Wertes X in die frd- 
here quadratisebe Gleicbung ergibt sicb als Ort des Punktes y^ 
der Kegelscbnitt^) 

UA^JBg(y, y) ^ 8(12^0 - 

+ (12A0-9H®)V(y,2') = O. 

7) Man soli den Ort der Spitze eines Dreiecks bestimmen, 

von dessen Seiten zwei den Kegelscbnitt /*«=» 0 beriibren, wabrend 
die dritte einen andern Kegelscbnitt a/*+ « 0 berdhrt, und die 

beiden Basisecken sicb auf ^ = 0 bewegen. 

Man findet nacb der Metbode des letzten Beispiels, dafi der 
Ort der eine oder andere derjenigen Kegelscbnitte ist, die die vier 
gemeinscbaftlicben Tangenten von f = 0, ^ ~ 0 beriibren. Die 
Kegelscbnitte sind durcb die Gleicbung 
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l^ABg{y, y) + 2liik{y, y) + fiV(2/, J/) = 0 
dargestellt, wenn A : ft aus der Gleiehung bestimint wird: 

8) Man soil den Ort der freien Ecke eines Yielecks bestimmen, 
dessen samtliche Seiten den Kegelscbnitt /* = 0 beriibren, wahrend 
seine Ecken bis auf jene eine auf dem Kegelscbnitt ^ = 0 liegen. 

Diese Aufgabe wird anf die vorbergebende zurbckgefiibrt, denn 
die Yerbindungslinie zweier Ecken des Yielecks, die der freien 
Ecke benaebbart sind, beriibrt einen Kegelscbnitt von der Gleicbnng 
fif/* + Sind ' die den Yielecken von 

(n — 1), n nnd (n + 1) Seiten entsprecbenden Werte, so ist 

r'- f.'"- J5rr (9H^~ i2Ae)Br}, 

Im Ealle des Dreiecks ist 

4:AB, J5(9H2— 12^0); 

im Falle des Yierecks wird 

r = (9H-- 12 A0)^ ii'^SAB{SA^B + 3H(9H2- 12A0)}, 
rmd aus diesen Formeln ergeben sicb Scbritt fiir Scbritt die Werte 
fur jedes andere Yieleck.®®) 

9) Fiir zwei Kegelscbnitte /’=0, ^ = 0 ist der Ort des 
Pnnktes, wo eine Tangente des ersten die Polare ibres Beriibrungs- 
punktes in bezng anf den zweiten scbneidet, die Kurve von der 
Gleicbnng 

3H/’(a:, x)y{x^ x) — x)h{x^ x) — Ag^[x^ x) =« 0. 

Sie gebt durcb die Scbnittpnnkte von g mit f nnd 

10) Die drei Paare Yerbindnngslinien der Ecken eines Drei- 
ecks mit den anf den Gegenseiten durcb einen Kegelscbnitt ausge- 
scbnittenen Punkten bilden zwei Gruppen von drei Geraden durcb 
je einen Punkt, wenn man bat 

~ 0 . 

358. Bestunmnng der Kegelscbnitte des Biiscbels, fiir 
die die Gmndpunkte ein gegebenes Doppelverbaltnis baben. 
Ziebt man von irgend einem Punkte einer bestimmten Kurve 
ocf—Xg^O des durcb die Kegelscbnitte f and g erzeugten 
BOschels nacb den vier Grundpunkten Strablen, so bestimmen 
diese Strablen ein gewisses Doppelverbaltnis, das sogenannte 
Doppelverbaltnis der vier Grimdpunkte fur den Kegelscbnitt 
— Xg — Q. Dieses bat nacb Nr, 280 konstanten Wert^ wo 
aucb der Punkt auf Tif — = 0 angenommen werden 
moge. Welcber Gleiehung muB nun der Parameterquotient 
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: I geniigeiij damit das Doppelverhalimis einer gegebenen 
Zahl cc gleicb werde?^®) 

La6t man den anf der Kurve xf — Xg=^0 gewahlten 
Pnnkt mit einem der vier Grundpunkte zusammenf^Uen, 
so bestehen die vier zu betrachtenden Strahlen aus der Tan- 
gente ^f{y, x) — Xg(yy re) = 0 in diesem Grundpunkte und 
aus den drei durcb ihn gebendenGeraden x/{y, x) — x) =- 0, 
(i = 1, 2, 3), des Kegelscbnittbiiscbels, wobei eine 

Wurzel der kubischen Gleicbung 

(56) C(z, X) = - 3xUH + iy.X^Q -X^B^O 

ist. Wir konnen aucb sagen: Die Zabl a stimmt liberein mit 
dem Doppelverbaltnis der vier Wurzeln der in p : ^ biquadra- 
tiseben Gleicbung 

(57) - 3p2<yH + Xq + k6)^0 

Oder C(p, ^) * ( — Xp -f = 0. Da das Doppelverbaltnis 
durcb lineare Transformationen niebt geandert wird (Teil 1, 
S. 185/6), kann man an Stelle von p und 6 neue Verander- 
licbe ft, V einfiibren, und zwar gesebebe dies durcb die Sub- 
stitutionen 


(dC{xA)^,dC{%A) 


= ft, — Ip + ; 


Man erbalt alsdann eine Gleicbung vierten Grades fiir ft : v, 
in der nur die sebon in Nr. 338 definierten Invarianten 
und T(ac, 1) der kubiseben Form als Koeffi- 

zienten auftreten. Vermoge der angegebenen Substitutionen 
findet namlicb die Beziebung statt®®) 

/&Q-\ { + X0) 

\ =[(1^+ SS(x, X)(iv^ + T(x, 1) r® } V, 

imd bier ist 

Six 1 ) = _ ( d^O{^A)y 

^ f i) X) 3C{x, X) ^Sr(x, X) ^ 

^ d^r 





Bedeutet femer ft — a)v = 9 einen Imearen Faktor von 
ft®-b dH(Zf X)(iv^ + X)v^ und sind g? — 0 ^ v, g) — mgi/ 
die beiden anderen Faktoren, so bat man 

Salmon-Fiedler, auxaL Oeom. d. Kegelsohn. II. 7. And. 
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( {[i^+ 3H(iCy X)^v^+ T(x, l)v^}v 

(61) I ^ (p((p — (D^v)((p — (D2 v)v 

\ « vq)^— (cDi+ 032)1/^2+ 

und es mussen nun die absolaten Invarianten der beiden bi- 
quadratiscben Formen, die die linke und recbte Seite der 
letzten Grleichung bilden, einander gleicb sein. Man erbalt 
alsdann mit Benutzung von (G9a) in Nr. 339 fiir das Doppel- 
verhaltnis a die Beziehung 

(62) + ■ ^)‘ 

(63) 




(a + l)*(2a— !)»(«— 2)‘ 

( JP^x, X) • (c + l)*(2a - l)®(a - 2)* 

I +2’2(x,X).(c*-a + l)»=0, 
denn man findet ffir die in (69 a) vortommenden Invarianten 
Jo, Jg die Werte == — -~jff(x, A), — ^T{x, X). Die 


Gleichung (63) ist der Ausdruek der Abbangigkeit zwiscben 
cc und dem Parameterverbaltnis x : A. Es gibt also seeks KegeTr 
seknitte im JBilschcl, in denen seine vier GrundpunUe ein ge- 
gehenes Doppelverkdlinis oc kaben; dual entspreebend ebensa 
in einer Sekar von Kegelschnitten. 


B. Welches ist der geometrisebe Ort der Punkte, von denen 
an die Ellipse q vier Normalen von gegebe- 

nem Doppel verhaltnis geben? 

Man erbalt die Gleichung des Ortes, indem man das Doppel- 
verhaltnis der biquadratiseben Form 

Al— 3Hl*+ 3015— 

bildet, in der A, 3H , . . dieselbe Bedeutung baben wie in Nr. 343 B. 
Man bat bierbei das Verfahren einzuschlagen, das von Gleichung 
(57) zu (63) fubrte.®5) Insbesondere ergibt sicb 
a^a? + — c^ = 0 

fur den Ort der Punkte, von denen vier Normalen von gleicben 
fundamentalen Boppelverbaltnissen ausgeben (vgl. Nr. 339). 

359. Die aquianharmonisclien Kegelschnitte xind eine 
Kombinante des Biiscliels. Den Wurzeln % : X der quadratic 
seben Gleichung H(x, 1) = 0 entspreeben diejenigen Eurven 
des Buschels, fur die das Doppelverbaltnis der vier Grund- 
punkte eine komplexe Kubikwurzel aus der negativen Ein- 
beit, also aquianbarmoniscb ist (Teil 1, S. 160). Mit Hilfe 
des fiir C(x, X) *=» 0 nach (60), S. 241 bereebneten Ausdruckes 
£f(3c, X) ergibt sicb, daB 
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(QA-. I rr) + (H 0 — AB)g{x, x)f(x, x) 

^ ^ I +{WB^Q^)f{x,x)=^0 

das Produkt der Gleichungeii dieser beiden Kurren, der so* 

genannten dqitianTiarmonischen Kegelschniite des Biischels dar- 

stellt. 


Sind die Gleichnngen der Kurven f und g anf ein ge- 
meinsanies Poldreieck bezogen, so da6 

(65) /*= O/i^X^ -j- <^22^2^ "b ^ 83 ^ 3^5 9 = ^22^2^ "f’ ^33^3*? 

und setzt man zur Abkiirzung 

( 66 ) % 2?>83 ^ 33 ^ 22 “ ^5 <^ 33^11 ^ 11 ^ 88 ~^ 2 ^ ^ 11 ^ 22 — ^ 22 ^11 ~ ^ 3 ; 

femer 


(67) Cg C3 — ^17 ^3^1 “ ^2? ^1^2 — ^3? 

so gebt die Gleichung (64) nacb Multiplikation mit — 9 

fiber in 


( 68 ) {’ 


\m^x^^+ m^^x^+ m^m^x^^x^^ — m^m^x^^x^^ 

— m^m^x-^^x^^ == 0. 

Die linke Seite dieser Gleicbuug laBt sich in zwei Fak- 
toren zerlegen, und jedem Ton ibnen entspricbt, gleicb Null 
gesetzt, eiuer der beiden aquianbarmoniscben Kegelscbnitte. 
Bedeuten s und die komplexen Wurzeln aus der positiven 
Einbeit; so lauten die Gleicbungen dieser Kurven 
+ am^x^ + a^m^x^^^ 0 und 


(69) 




und man erkennt leicbt, daB ibre simultanen Invarianten H 
und 0 verscbwinden, denn diese werden gleicbbedeutend mit 
I + s + a^=0, (VgL Nr. 348, 2 und Nr. 350, 9.) 

Die fiir die Kegelscbnitte (69) gebildeten Kovarianten 
M(u, u) und h{Zy x) stellen daher, gleicb Null gesetzt, nacb 
der Bemerkung zu (55), S. 237 einen und denselben Kegel- 
scbnitt dar, der in Punktkoordinaten die Gleicbung bat 
(70) m(x, x) = m-^x^ + m^x^ + vn^x^ ** 0. 


Biese Kurve wird also von cdlen Geraden eingehuUty die 
die beiden dquianharmonischen Kegelschniite in harmonischen 
PunJctepaaren schneiden und isi mglekh der Ort alter BunTcte^ 
von denen sich an diese beiden Kegdschnitie harmonische Tanr 
gentenpaare legen lassen. 
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Die fiir f{Xy x)^0 und die Kiirve (70) gebildete In- 
variante 

3 ^11 "I" ^22^8 ~ “1" ^22^2 ^33^) 

verschwindet identisch, und gleiches gilt, wenn man diese 
Invariante fur g(x^ x) =^0 und (70) bildet. 

Der KegelscJinitt (70) ist ddher den Kurven f und g, so- 
mit alien Kurven des Buschds f — = 0, Jiarmonisch einge- 

schrieben und ist offenbar fiir die Geometrie des Kegelscbnitt- 
buschels von Bedeutung. Wir woUen aucb allgemein die linke 
Seite der Gleiehung dieser Kurve durcb m(x, x) bezeichnen. 

Sind die Gleicbungen der Kurven f und g nicbt auf das- 
selbe Poldreieck bezogen, sondern beliebig gegeben, so laSt 
sich die entsprechende Gleiehung m(Xy x) 0 leicht ableiten. 
Diese ist in den und b^jf. je vom zweiten Grad und wird 
sich daher a^s den mit gewissen Zahlenkoeffizienten a, /3, y 
versehenen Ausdrucken Qf{XjX)j \\g{x^x) und hix^x^ addi- 
tiv zusammensetzen, so dafi etwa 

a • ^Qf{x, x) + ^Hg{x, x) + y * 2'k{x, x) = m(x^ x). 

Da die KoeiEfizienten a, y von der Form der Gleichungen 
f^O und = 0 unabhangig sind, kann man bei ihrer Be- 
stimmung wieder die Gleichungen (65) xmd (70) zugrunde 
legen. Durch Koeffizientenvergleichung findet man a = j8 = — 1, 
y = 3 und gelangt daher zu der Beziehung 
(71) yw(a;, x) = 21c{x^ x) — Qf{Xj x) — Hg{x, x ) . 

Diese Kovariante ist auch eine sogenannte Kombinante 
des BUschels. Man versteht hierunter Invarianten J von fol- 
gender Beschaffenheit. Statt J fur f und g zu bilden, bilde 
man diese Invariante fur und JCgf + X^g] sie werde 

alsdann durch bezeichnet. Ist nun J, 

ist also von J nur um einen Faktor verschieden, der eine 
Potenz von x^X^^x^X^ darsteEt, so heiBt eine Kombinante 
der Formen f und g. 

BEdet man nun die Kovariante (70) fiir ^xf+X^g und 
+ ^9 (anstatt fur f und ^), so sind zunachst die durch 
(66) definierten Ausdrucke durch (^CjAg— ersetzen, 

woraus mit Riicksicht auf (67) sofort folgt, daB an die SteEe 
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der m. nunmelir die Ausdrucke treten. Hier- 

mit ist aber die Kombinanteneigeuschaft der Form (70) er- 
wiesen.®^) ^ 

360. Weitere Eigensehaften der Kombinante; die har- 
monischen Kegelsclinitte des Btiscliels. Aus Gleichnng (71) 
folgt mit Hilfe von (55) sofort 
(72) m(Xy x) = x) — 2\{x, x), 

nnd die geometriscbe Deutung dieser einfachen Beziehung 
liefert sofort mit Riicksicbt auf die Kombinanteneigenscbaft 
von m den Satz: JDie Kombinante m ist der Ort der Schiitt-^ 
punJcte der m zwei heliebigen Kurven des Buschels /*— = 0 

geMrigen Staudtschen Kegelsclinitte Jc und fe.®®) 

Die Gleicbung m^x^^ + m^x^^ -i- 0, die die Kom- 
binante m in dem Falle darstellt, wo die Gleichungen von 
f nnd g anf ein gemeinsames Poldreieek bezogen sind, zeigt^ 
daB die Kurve m das Geradenpaar m^Xy^ + m^x^^ 0 oder 

(mit Rucksicht auf (07)) C 20 Cy^ + Cy^x^^ 0 in seinen Scbnitt- 
punkten mit der Geraden rCj == 0 doppelt beriihrt. Durch die 
Ecke Xy^^ Xj^ 0 des Poldreiecks geht nun aueb ein dem 
Kegelscbnittbiisebel angebSriges Geradenpaar bindurch. Denn 
die kubiscbe Gleichnng (56), die die Parameter 2- der in dem 
Biischel f — Xg = 0 enthaltenen Geradenpaare liefert, hat nnn- 
mehr die Wnrzeln X^^ a.-xb^^j (i=l,2, 3), nnd insbeson- 
dere ergibt sich fur Ogs : J33 das Geradenpaar Cy^x^^ 0, 

das zu dem vorhin erwahnten Paare c^x^ + CyX^^ 0 harmo- 
nisch liegt. Da femer anch die Seiten % = 0 xmd iCg =* 0 
des Poldreiecks zn Cy^x^ 0 harmonisch liegen, folgt 

der Satz: Durch jede EcJce dieses DreiecJcs gehen zwei seiner 
Seiten und ein Geradenpaar des Biischds. Diese zwei Strahlen- 
paare bestimmen eine InvoltUionj deren Doppelstrdhlen den 
Kegelschnitt m(x,x)=^0 in seinen Schnittpunkten mit der 
driUen Seite des Poldreiecks berUhren. 

AuBer der schon anf Seite 243 erwahnten Beziehung der 
Kombinante m zn den zwei aqnianharmonischen Kegelschnitten 
(69) des Buschels gibt es noch eine Beziehung, bei der diese 
drei Kegelschnitte in voUig gleicher Weise auftreten. Denkt 
man sich ndmlich zu jedem Punkte irgend einer der drei 
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Kurten die Polare in lemg auf eine zweite dieser Kurven 
Jconstruiert, so umMllen diese Polaren die dritte Kiirve.^^) In 
der Tat hat z. B. die Polare eines anf dem Kegelschnitt 

gelegenen Punktes y in bezng 
2 Xiim{x, ir) « 0 die Glelchung m^y^x^ + m^y^x^ + m^y^x^ =» 0, 
wobei ni^y^^+ sm^y^ ^ 0 ist. Als HuUkurve dieser 

Polare findet man leicht 0. 

Den Wurzeln % : X der knbischen Gleichung T{%y X) ^0 
entsprechen, wie (63) zeigt, diejenigen Kurven des Biischels 
fur die das Doppelverhaltnis der vier Grund- 
punkte harmonisch ist (Teil 1, S. 160). Um die Gleichungen 
dieser drei harmonischen Kegelschnitte abzuleiten, beachte man 
zunachst, da 6 nach Nr. 338 die drei Wurzeln der Gleichung 
T(3 c, a) 0 erhalten werden, indem man zu je einem Wurzel- 
paare von <7(x, 1 ) = 0 und zu der iibrigbleibenden dritten 
Wurzel der Gleichung C(x, A) = 0 je die vierte harmonische 
GroBe bestimmt. Sind X^, X^, X^ die Wurzeln X : z von 
C{Zf A) == 0 und fafit man X^, X^ als ein Paar zusammen, so 
muB die vierte harmonische GroBe X:k zvl X^ in bezug auf 
das Paar X^ die Gleichung erfiiEen 


(73) 


X2 ““ X 

— X^ %X^ — X 


1 Oder 


(21, -- Ig - 13)1 + ( 2 lal 3 ~ Ills - X,X^)z - 0 . 


Die linke Seite dieser Gleichung ist ein Faktor von 
T{z^X)^ die beiden anderen erhalt man durch zykdische Ver- 
tauschung der li, I 27 Zu (73) gehSrt die harmonische 
Kurve 


(74) (21, I 3 “H (212^3 X^X2 ^iXf^^g(XyX^ = 0 

des Biischels; entsprechende Gleichungen haben die beiden 
anderen harmonischen Kegelschnitte. 

Wird wieder das gemeinsame Poldreieck von f und g 
als Koordinatendreieck zugrunde gelegt, so ist X^ = 
(i=*l, 2 , 3), und als Gleichungen der drei harmonischen 
Kegelschnitte findet man: 

w,a:,^+ mgiTg*— 0. 


(75)j2%V 
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B. l) Die Doppelstrahlen der Involution, die durch zwei Seiten 
des gemeinsamen Poldreiecks von fund g und das durch den Schnitt- 
punkt dieser Seiten gehende Geradenpaar des Biischels f — Xg=^0 
bestimmt wird, beriihren einen der drei harmonischen Kegelschnitte 
in seinen Schnittpunkten mit der dritten Seite des Poldreiecks. 

SO berubren z. B. die durch die Ecke x^ = = 0 des gemeinsamen 

Poldreiecks gehenden Doppelstrahlen der genannten Involution den 
harmonischen Kegelsehnitt -{• m^x,^— 0 in seinen 

Schnittpunkten mit iCg = 0 . 

2) Jeder der drei harmonischen Kegelschnitte beruhrt den 
Kombinantenkegelschnitt m doppelt, und zwar sind die Beriihrungs- 
sehnen die Seiten des gemeinsamen Poldreiecks des Biischels. 

3) Jeder der drei harmonischen Kegelschnitte ist dem Korn- 
binantenkegelscbnitt m harmonisch umgeschrieben. 

4) Die in bezug auf die zwei aquianharmonischen Kegelschnitte 
des Biischels und in bezug auf die Kombinante m genommenen Pole 
einer beliebigen Geraden v bilden ein Dreieck D, das sich zu dem 
gemeinsamen Poldreieck des Biischels in seeks fach perspektiver Lage 
befindet. Yoraussetzung ist nur, dafi die Gerade v nicht durch eine 
Ecke des Poldreiecks gehe.®^) 

5) Das Dreieck D liegt auch sechsfach perspektiv zu dem 
Dreieck JD ^ , dessen Ecken die Pole der Geraden v in bezug auf die 
drei harmonischen Kegelschnitte des Bflschels sind. 

6) Das Dreieck und das gemeinsame Poldreieck des Bh- 
schels befinden sich in vierfach perspektiver Lage. 

7) VierzeJinpunkte-Kegelsehnitt des Yierechs^ Die Doppelpunkte 
der drei Involutionen aa, BG\ bl>\ CA; cc\ AB in den Diagonalen 
a a', cc eines Yierecks ah ah' (Pig. 37) und die vier Paare von 
Punkten, die in den Seiten mit den ihnen angehSrigen Gruppen 
abc^ ahc\ a'h'Cj ah'c Systeme von gleichen fundamentalen Doppel- 
verhaltnissen bilden, liegen auf demselben Kegelsehnitt. 

Werden drei Seiten 
des Yierecks als Seiten 
.des Koordinatendreiecks 
gewahlt, und hat die vierte 
die Gleichung a^ = Q, so 
daB 

yi^a^x^ + a^x^»-0, 
y^^a^x^ + a^x^= 0, 

y^^a^Xj^+ a^x^-^0 
die Gleichungen der drei Diagonalen sind, so sind durch 
^ 2 ^8 (^ 2 ^2 + 0 Punkte einer Yierecksseite « 0 

und durch die Hessesche Determinante (Nr. 335) 
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-f* + d^^^ = 0 

dieser kubisclien Form nacli Nr. 338 die beiden Piinkte bestimmt^ 
die mit den drei Punkten der Form gleicbe fundamentale Doppel- 
verbaJtnisse bestimmen. Dieses Punktepaar liegt mit den beiden 
analogen Paaren 

+ «s «ia:s V = 0 j + % ajaii a^j + = 0 

anf dem Kegelscbnitt 

ai*a;i^+ aj®a-j®+ a^x^-\- aaOjajjafs + agffliiCsiBj + a^a^x^Xi=0 

Oder 2^1® + + y ^^ = 0 , 

for die drei DiagonaJen aJs Fnndamentallinien. Anch die vierte 
Seite scbneidet ibn in zwei Punkten der bezeicbneten Art. Die 
Diagonale d^x^ + ^ Gleicbung ibrer Scbnittpunkte 

mit ibm d. b. die Doppelpnnkte der anf ibr 

bestimmten Involntion. (Vgl. Nr. 331.) Wie man siebt, lassen sicb 
sofort 4‘2 + 3- 2 = 14 Pnnkte des Kegelscbnittes angeben. Fur 
ein reelles Yiereck ist der Kegelscbnitt imaginSr; es ist ubrigens 
derselbe, der in Nr. 304, 10 betracbtet wnrde.®®) 

8) Man driicke die Gleicbung des vorigen Kegelscbnittes als 
Kovariante des Systems von zwei Kegelscbnitten aus. Sind die 
beiden Kegelscbnitte anf das gemeinsame Poldreieck als Koordinaten- 
dreieek bezogen nnd ist d^x^^ + ^2% + = 0 eine ibrer gemein- 

samen Tangenten, so sind d^x^^ ^3^3= ^ Tan- 

genten, und der fraglicbe Kegelscbnitt bat die Gleicbung 

C?lV+^2V+^3V=0. 

F^ die dj. aber gelten nacb Nr. 366, 1 die Bedingungen 

^22^83^1*' + " * = 0, ^22^38^1^ "h • • = 0, 

d.b. : d ^^ : ^11^11(^22^33 ^3^22) • %2 ^22 (^83 ^11 ^ii^ss) 

' ^*33 ^83 (^11 ^22 “ ^22^11) • 

Haben dann ^ = 0 dieselben Bedeutungen wie 

im Text, so sei 1/*+ [ig 2 ifJc ^ 0 die Gleicbung unseres Kegel- 
scbnittes; dann ergeben sicb durcb Koeffizientenvergleicbung die 
Beziebungen 

^^1 "T* f^^li "b '*^^11^11(^22 ^33 "1” %3^22) ~ ^11^11(^22^33 %3^22) 

mit zwei zykliscb gleicbgebildeten. Multipliziert man diese Bezie- 
bungen bez. mit <^S3%i) <^11^2 addiert die Produkte, so 

erbSlt man 

3 A Oil % Oss + ft (&11 as2 % + • •) + 2 V Oss («ii ^22 ^’ss + • •) = 0 , 

WO alle Glieder Invarianten sind. Also gilt allgemein die Beziebung 
-1- 2A0V =* 0, und analog erbalt man 01 
-j- 2jBHv — 0. Durcb Elimination von 1, |Lt, v aus diesen beiden 
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Gleichungen und ans A/’ + + ^vh — 0 erhalt man die Gleichung 

des Vierzehnpunkte-Kegelschnittes in der Form®®) 

i ^g(pG^x) h(x^ x) I 

0 A H 1-0. 

B H 0 ! 

9) Das dem vorigen dual entsprechende Problem liefert den 
im Text bebandelten kovarianten Kegelscbnitt m(x^ x) = 0. 

10) Man driicke die zn m(x^ x) ^ 0 geborige Gleichung in 
Linienkoordinaten ilf(w,w) — 0 dnrch die Kontravarianten 

der beiden Kegel schnitte f nnd g aus. 

Hier muB M(ti, w) — 0 von der Form sein XF+ (iG + 2 vJJ; 
in ahnlicher Weise wie bei B. 8 findet man®^) 

\ F(u^u) G(u^u) E(i(^u) I 

M{uy ^^) — — 18 I A 0 H 

i H B 0 I 

11) Die Gleichung in Linienkoordinaten des zur Kombinante 
m(x^ x) dualen Vierzehnpunktekegelschnittes lantet®^) 

BHF(u^ u) — 2ABE(uy u) + AQG(u^ u) = 0. 

Dieser Ausdruck steht zu F(u^ u) — XG(u^u) in derselben Bezie- 
hung wie m(ic, x) zu f(x^ x) — lg{x^ x). 

361. Beriiliraiigsbediii^angen. •Eie projekiive YeraUge- 
meinerung der Beziehungen zwischen Kreisen findet sich in 
dem Znsammenhang der Kegelschnitte, die mit einem festen 
Kegelschnitt in doppelter Beriihrung stehen. Der analytischen 
Behandlnng dieser Probleme in Beispielen liegen gewisse Ko- 
variantenbeziehnngen zugrunde. 

Man soli die Bedingung aufstellen, unt&‘ der die Gerade 
Ui den Kegelschnitt f(x, x) + {v^x^ + v^x^ + — 0 heriihrt. 

Die zngeordnete Form liefert diese Bedingnng dnrch die Sub- 
stitution von j an SteUe von als 

^11 +V 

% + <3^22 + V <3^28 + ^2^3 ^ Q 

«31+«^3^1 «82+^3^2 «83 + V ^3 "" 

Wg % 0 

Dieser Ausdruck ist gleich einer Summe von einzelnen Deter- 
minanten, deren erste — w) -selbsi.i&t 5 drei andere, die je 
zwei Reihen der v^Vj^ enthalten, verschwinden identisch, well 
zwei proportionale Spalten in ihnen aufbreten, und die drei, 
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in denen nur eine Reihe vorkommt, geben durch Ent- 
wickelung eine Gliedergruppe, die sich von — f{x^ oi) nur da- 
dureh unterscbeidet, dafi an Stelle der die Differenzen 
stehen. Daber lautet die gesuchte Bedingung, also 
die Gleicbuug in Linienkoordinaten: 

^ 1 + 2aj,(t;2M3 — — i-jMs) + • • } = 0 . 

Diese kann in anderer Form gesclirieben werden, wenn man 
die zu 

Ay, y)A ^, «) - = ■4n(®22/s — + • • 

+ 2 AsCaJgJ/s - ®sy2)(«s?i- ®i«/s) + • • 
duale Gleicbung benutzt (vgl. (32) — (34) in Nr. 313) und 
dabei von F{u^ u) und G(u, u) ausgebt. Alsdann folgt 


(77) 


V, v)F{u, u) — F^(v, u) = A{ an(i>gM 3 — Ugttg)*-^ • • 

+ 2aia(ojMj — ®8M2)(»8 Mi — «iMs) + • ' } • 


Hier ist F(Vy u) =^0 die Bedingung dafiir, daB die beiden 


Geraden und v. in bezug auf den Kegelscbnitt /*=* 0 bar- 


moniscbe Polaren sind. Daber kann die Gleicbung (76) im 
Falle nacb Multiplikation mit A in der Form ge- 


scbrieben werden: 


(78) {A + F{Vy v))F{u, u) — F^{v, w) =. 0 . 

Aus (78) kann nocb eine andere, fur gewisse Anwen- 
dungen bequeme Form fiir die Bedingung der Beriibrung des 
Kegelscdinittes f(Xy x) + v^=^0 und der Geraden = 0 ab- 
geleitet werden. Man faBt = 0 als Polare eines Punktes | 
in bezug auf den Kegelscbnitt f=0 auf, so dafi 

^ (^i) • (I2) ■ ~ (^11 + ^12^2 + ^13 Ss) • 

(^21 %2^2 “{" ^23 ^s) * (^31^1 "b ^32^2 ^33 §3) 

wird, und 0 fafit man als Polare eines Punktes x' in 
bezug auf f^O auf, setzt also 

i=l,2, 3. In (78) treten alsdann an Stelle von F{v^v)y 
F{u, u), F{Vy u) der Reibe nacb die Ausdriicke Af{x\ x^, 
A/‘(|, 5)*), Af(x\ S), wodurcb (78) nacb Absonderung des 
Faktors A^ ubergebt in 

(79) (1 + fix', x'))f{%, I) - f{x', I) - 0. 


**) Wir bemerken, dafi man bierdurch fur die allgemeine homo- 
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(80) { 


Man kann scklieBlich znr Bildung der Bedingung weiter- 
gehen, unter der sich die leiden KegelschniUe 

f{x, x) + {v^x^ + v^x^ + » 3 ar 3 )s= 0, 
fix, x) + {w^x^ + W^Xi + w^x^^ = 0 
ieruhren, Denn diese Beruhrung findet statt, wenn eine der 
gemeinschaftliclien Sehnen einen der Kegelschnitte 

bertilirt; man erhalt daher die gesuckte Bedingung, indem 
man in der Bedingung (78) an Stelle der die ein- 

setzt. So folgt: 

. . I (^ + F(v, v))(F{v, V) ± 2Fiv, w) + F{w, w)) 

\ _ (F(v^ V) ± Fiv, w)y ^ i) 

Oder in mekr symmetrisclier Form: 

(82) (A -1- F(v, v))(A + FiWj w)) — (A + F(v, tv)y == 0. 


In aknliclier Weise wie aus (78) die Gleichung (79) ab- 
geleitet wurde, laBfc sieb aucb die Bedingung (82) fiir die 
Berukrung der beiden Kegelschnitte f(x,x) + 0 und 

f(Xf x) + = 0 in eine andere Form bringen, wenn man 

1 ?^ = 0 und = 0 als Polaren zweier Punkte x' und x" in 
bezug auf /*= 0 auffaBt, also if (^/O setzt, 

wo i==l,2, 3. Naeh Absonderung des Faktors A^ erhalt 
man die Bedingung der Beruhrung in der Form 
(83) (1 + fix', x)){l + fix", x")) - (1 ± fix, x")y = 0. 

B. l) Man soil einen f{x, a?) =* 0 doppelt beriihrenden Kegel- 
schnitt f{x, x) + 0 so bestimmen, daB er zugleich die Kegel- 

schnitte 

f(x, x) + f\x, x) == 0, fix, x) + f\x", x) — 0, 
f(x, x) + f^(x"', x)=^0 

bertlhrt, die selbst mit f(x, a?) = 0 in doppelter Beruhrung sind.®®) 
1st der Pol der zu f = 0 und f+tJ^O gehSrigen Be- 
ruhrungssehne, also (ii)? ^ ” I> 2, 3, so bestehen nach (83) 

die Beziehungen 


gene Gleichnng des Kegelschnittes in doppelter Weise die Form einer 
Determinante gewonnen hat. Man kann — Afix,x) sowohl dadurch 
erhalten, daB man die aus den gebildete Determinante 3. Grades 
mit ifix^), if'ix^), ifix^) randert, als auch dadurch, daB man die 
aus den gebildete Determinante 3. Grades mit rEndert. 
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(1 + /(I, ©)(! + /■(*'. *')) = (1 + A®', I))', 

(1 + ©)(i + /•(*", ®")) =■ (1 + 

(1 + As, l))(i + Aa;'", ® ")) = (1 + /(*'", l))^ 

in denen /“(ic', re'), f(/'i bekannte Konstanten sind. 

Zur Abkurzung werde gesetzt 

1 + Al, I) = 1 + ^0 = 1 + A^", ^") = 

i + A=*">'") = *="'^; 

alsdann ist 

Jcl: = 1 + f(x\ 1), = 1 + fiA I), “ 1 + A»"', D- 

Dabei ist zu bemerken, dafi eigentlicb f(x', |), f(x", |), A^'”, J® 
mit doppeltem Zeichen zn sekreiben waren, nnd daB infolge der 
Quadratwurzelziebung aucb die h'^ Tc", Ic" doppelte Zeielien erbaltenj 
daber zeigen diese Versebiedenbeiten der Yorzeicben zweiunddreiBig 
Auflosnngen des Problems an. 

Die letztgescbriebenen Gleicbnngen geben 
jcQ,' _ A-") = ^(a,; I) _ f(x'\ I), *(r - &"0 = fix", I) - fix", I) 
nnd somit dnreb Elimination von Jc: 

fix', I)(r- n + fix", I)(r'- S') + fix'", ^)ik'- k") = 0, 
in lanfenden Koordinaten die Gleicbung einer Geraden, die dnreb 
den in bezng anf f = 0 genommenen Pol der Berubmngssebne des 
gesnebten Kegelschnittes geben mnfi. Dnreb die aus f(x\ J) = f{x"^ |) 
== f{x"\ §) folgenden Koordinatenwerte -wird die Gleicbnng erftQlt, 
d. b. der dnreb diese Gleicbnngen gegebene Punkt, der in tlber- 
tragung einer bei Kreisen benntzten Redeweise (Teil 1, Nr. 116) 
als einer der „Potenzmittelpnnkte“ der Kegelscbnitte 

fix, x) + fix' ,x) = Q, fix, x) + fix", x) = 0 , 
fix, x) + fix'", x) = 0 

bezeiebnet werden kann, liegt anf der Geraden. Sebon in Nr. 267 
kam dieser Punkt vor. Ancb die ans den Beziebnngen 

k' k" "" k'" 

folgenden Koordinatenwerte erfnllen die Gleicbung nnd baben fol- 
gende geometrisebe Bedentnng: Die Gleicbnngen von 

fix, x) + fix', x) = 0, fix, x) + fix", a:) = 0 
in Linienkoordinaten sind bez. 

(1 + Aa;', 3!'))Fiu, u) — AuJ = 0, 

(1 + f{x", A)Fiu, u) - AuJ = 0, 

nnd dnreb 

«t«l' +«>< + «»«/ , WiV' + ^ 

h' ^ W “ ^ 
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werden daber Sclmittpuiikte der gemeinschaftliclieii Tangenten 
von f(x^ x) + aj) == 0, f(x^ x) + x) ^ 0 dargestellt. 

Die Koordinaten dieser Punkte sind ± , und ihre Polaren 

in bezug auf jf = 0 haben die Gleicbnngen - ± = 0 . 

Darans folgt, da6 die aus f(x\ ^):Jc ^ I) • 

folgenden Koordinaten werte den in bezug auf Z*— 0 genommenen Pol 
einer Acbse der Ahnlichkeit der drei gegebenen Kegelscbnitte be- 
zeicbDen. Man bat also den Satz: Der Fol der gesiichten BerUhrungs- 
sehne liegt in einer der Geraden^ die einen der vier „Potenzmittelpimkte‘‘ 
mit dem in bezMg auf f = 0 genommenen Pol einer der vier Aknr 
Uclikeitsachsen verbinden. Vgl. bierzu Teil 1, Nr. 123. 

Zur Vervollstandigung der Auflosung sucben wir aucb die 
Koordinaten des Ponktes zu bestimmen, in dem sicb f{x^ x) 
und f(x^ x) + f^(x\ x) = 0 beriibren. Da dieser Punkt ein Abn- 
licbkeitszentrum der beiden Kegelscbnitte ist, so sind seine Koordi- 
x' k r 

naten ^ ^ miissen |.+ -^o:/ fur in die Gleicbungen 

kk' ^ 1 + f(x\ I), usw. einsetzen, wodurcb wir erbalten 

fix', I) + ^fix', x'), M" = 1 + fix", t) + ^f(x",x'), 
hh'"=l+fix'",l) + yix",x’). 

Alsdann ist 

hilt'- fc") = fix', I) - fix", g) + ®') - A®", . 

hih'-U") = fix', I) - fix'", 5) + ^if{x', x') - fix'", x')) , 
und durcb Elimination von k erbalten wir in der Porm 

fix', I) {r- - [if" - j 

+ fix", I) { r- - - (h' - } 

+ fix'", i){ (r- } = 0 

die Gleicbung einer Geraden, die den gesucbten Beriibrungspunkt 
entbalt. Dieselbe verbindet einen „Potenzmittelpuiikt“ mit dem- 
jenigen Punkte, in dem f(x\ |), f(co \ ^), f(oo"\ bez. zu 
fix'^x') ,,, nx-.x') fix-x') 

^ ^ W ~ ’ ^ A;' . 

Oder zu 1, k'k " — f(x'\ k'k '" — f(p'\ x') 

proportional sind. Wenn wir aber die Gleicbungen der Polaren der 
drei Abnlicbkeitszentra einer Abnlicbkeitsacbse in bezug auf den 
Kegelscbnitt f(x, x) + f^(x\ a;) = 0 bilden, wie zuvor, so erbalten wir 
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iisw. Also verbiodet die Gerade, die wir zu konstruieren wunschen, 
einen der vier Potenzmittelpnnkte mit dem Pole, der einer der vier 
i^bnlichkeitsachsen in bezug auf denKegelscbnitt f{x^x)+f^{x\x)^0 
entspricht. Die secbzehn Geraden, die man so erbslt, scbneiden den 
Kegelschnitt f(xjx) + = G in den zweiunddjeifiig Punkten, 

in den ihn die Yerscbiedenen , den Bedingungen des Problems ge- 
nugenden Kegelsohnitte beriibren. 

2) Zu einer zweiten Losnng des Problems fahii: die Entwicke- 
lung einer identiscben Beziehung, die die Invarianten von vier 
Kegelschnitten verbindet, wenn alle vier einen Kegelschnitt f doppelt 
beruhren nnd zugleich alle von dnem ebenfalls doppelt beriihrenden 
Kegelschnitt K beruhrt werden. 

Es sei f{x^ x) = + x^^ + = 0 und 

-1- a^'-'^'>x^ + + a^^x ^ ; 

femer werde zur Abkurzung gesetzt 

fii) = ^(8) = ^^(»)! 

Alsdann lautet naeh (82) die Bediagung, unter der sich die 
Kegelschnitte ^_^(i)2„0 und f-p^^O 


b^rahren; (l - /•(»)) (l - = (1 - 

Wir wenden nun auf die beiden Gruppen von Elementen mit sechs 
Zeilen und nnr fiinf Spalten 


1, 0, 0, 0, 0 


1, a,W, yww 


0 , 0 , 0 , 0 , 1 - 

-l,aiW, a,W, a3W,l/r:r7(i) 


1 , 




aAVT-7^ 


— 1, fljW, fljW, 

die Regel fdr die Mnltiplikation zweier Matrizes an und erhalten 
dann nach Teil 1, S. 179 ein verschmndendes Produkt. Setzt man 
zur kurzen Darstellung desselben 

l/nr7(i) ]/r^r7^ _ (i _ ft^^) = (12), nsw., 
so folgt daher die id&itische Beziehung 


0 11111 
Vi - 0 (12) (13) (14) (15) 

■j/l — /t®! (12) 0 (23) (24) (25) 

Vl — f<®> (13) (23) 0 (34) (35) 

yi— (14) (24) (34) 0 (45) 

yiT^ (15) (25) (35) (45) 0 
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die die Invarianien von filnf Kegelschniiten verhindet, falls diese 
sdfntlicJi mit einem und deniselben Kegelschnitt /* = 0 in doppelter 
Berilhrung sind. 

Wenn aber der Kegelscbnitt (5) die vier ubrigen Kegelschnitte 
beriibrt, so yerscbwinden die (15^,.. (45) samtlich, und wir finden, 
dafi die Invarianien von vitr Kegdsclmiiien, die den ndmlichen 
Kegelschnitt doppelt heriihren und selbst alle von einem und dem~ 
selhen funfien^ jenen aucli doppelt herUhrcnden Kegelschnitt K heruhrt 
werden, die Bedingung erfiillen 


; 0 (12) (13) (14) 

I (12) 0 (23) (24) 

I (13) (23) 0 (34) 

j (14) (24) (34) 0 


= 0 (vgl. Teil 1, Nr. 128) 


Oder y(l2) (34) ± y(13) (24) ± /(1 4) (23) = 0 . 


3) Mit Hilfe der Beziebung in 2) ergibt sicb eine L6sung des 
Problems von der Bestimmung des Kegel sebnittes, der drei ge- 
gebene Kegelschnitte berubrt, und, so wie jeder von diesen, selbst 
einen festen Kegelschnitt doppelt berubrt. Diese Losung entspriebt 
vollstandig der zweiten Auflosung des Problems vom Bertibrungs- 
kreis zu drei Kreisen, die wir in Teil 1, S. 263/4 gegeben haben. 

Wenn die Diskriminante eines Kegelschnittes f — 
versebwindet, ist 1, und die Bedingung seiner Beriibrung mit 

einem der andem Kegelschnitte reduziert sicb auf = 1 . . 

Pfir 0 ^ als Koordinaten eines Punktes von f — = 0 oder von 

— (aia?i + ^ 


bezeiebnet offenbar 




( H ~ ^8 ^2 “ I " ^8 ^ 


f) 


einen Kegelschnitt von versebwindender Diskriminante, der f—p^^O 
berubrt. Wenn daber drei Kegelschnitte 

gegeben sind, und 0 . einen Punkt bezeiebnet, der dem berubrenden 
Kegelschnitt angebort, und wenn der Kegelschnitt von der vorber 
gesebriebenen Gleicbung als vierter Kegelschnitt genommen wird, 
so sind die Punktionen (14), (24), (34) bez. 


3(8) 


1 1 

y?’ y?’ 


1 

vr’ 


und die Koordinaten der Punkte des Berbbrungskegelscbnittes der 
drei gegebenen genugen daber nacb 2) der Gleicbung®®) 


y(23)(i/f-i>(‘)) ± V(3i)(i/f-y*)) ± y(i2)(i/?-i)W ) = 0 . 
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4) Die vier Kegelschnitte, die mit einem gegebenen Kegel- 
schnitt /* = 0 eine doppelte Beruhrung haben und durch drei ge- 
gebene Pankte geben, werden s&ntlicb von vier andem Kegel- 
scbnitten berdhrt, die selbst mit f == 0 eine doppelte Berubriing 
haben. Vgl. auch Nr. 321, 

1st der Kegelschnitt f gegeben dnrch die Gleicbung 

cos g?2-” 2 x^x .2 cos g?s = 0 , 

so sind die vier gedachten Kegelschnitte durch f — (ii5i± ^ 

dargestellt, und diese werden alle durch 
f—[x^ cos (gog — 93) + x^ cos (93 — goi) + n;3 cos {tp^ — ^ 0 

und die drei anderen Kegelschnitte beruhrt, die man hieraus durch 
die bez. Zeichenwechsel von 9j, erhalt. 

o) Die vier von den Fundamentallinien x^ = 0^ iCg = 0, a? j = 0 
beruhrten Kegelschnitte, die den Kegelschnitt /* = 0 doppelt berhh- 
ren, werden durch vier andere Kegelschnitte beruhrt, die gleichfalls 
f = 0 doppelt beruhren. Jene sind fur 

I* = iiVi + 9’i + 9>s) durch 

f — { sin (if; — 9)1) + aJj sin (if; — sin (if; — 9)3) } * = 0 

und die drei anderen Gleichungen dargestellt, die durch die Zeichen- 
wechsel bei g?i, gjg, 93 bez. aus dieser entstehen; einer der beriih- 
renden Kegelschnitte ist daher 


\x^ sin-J-qpg sin4^qPg 

iTg sin l-gjg sin ^g)i 

Xs sin sin 1 * 

1 siiii9i 

‘ sin-J-g?j 

sin-^gp, 1 


und man erbalt die iibrigen durch Ver^nderung des Yorzeichens 
bei x^ und gleichzeitigen tJbergang vom Sinus zum Kosinus bei 
gjj und g?3, usw. 

6) Die Bedingung, unter der drei Kegelschnitte 
0, 0 mit demselben vierten Kegelschnitt eine doppelte 

Berilhrung haben, wird gebildet, indem man ly zwischen den 
drei Gleichungen eliminiert, die ausdrucken, daB 

Xfi^) — = 0 , == 0 , =“ 0 

in Geradenpaare zerfallen, d. h. zwischen 

-1- J5(3)^8_ 0 

und d.en gleichgebildeten ubrigen. Die Bezeichnungsweise . . 

hedarf wohl keiner ErlSuterung. 

362. Transformation zu Normal -Gleichungen. Von 
grundlegender Bedeutung ist die Anwendung der Invarianten- 
theorie auf die Bestimmung des gemeinsamen Polardreiecks 
zweier Kegelschnitte. Denn weil die Beziehung dieses Drei- 
ecks zn den Kurven kovariant ist, mufi die Koordinatentrans- 
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formation *== Ua^j^Xj'y die zwei KegelschniUe auf ihr gemein- 
sames PolardreiecJc hezieht Oder zwei gmdratische Farmen gleichr 
zeitig auf die Normalform reduziert, mit Hilfe der Invarianten 
des Faares ausfuJirbar sein^^^) 

Wir setzen die Grleicliungen der Kegelsclinitte f{x,x)^Qy 
g{XyX^^Q in den allgemeinen Formen voraus und denken 
sie durcli die linearen Snbstitutionen in die jener Bezielinng 
entsprecliende Form 

(84) x'^^ + x^^+x^^^O 
ubergefiilirt, wobei wir gewisse Konstanten implizite in den 
x! voraussetzen. Die Anfgabe der Ermittelnng der Werte der 
Substitutionskoeffizienten nnd der X^ ist voUig bestimmt, 
denn den zwoK XJnbekannten entspreeben naeb den Identitaten 
der transformierten und der urspriinglicben Formen zwolf 
Bedingungsgleiebungen. 

Die Untersucbung der Diskriminante G(Vj und der Tan- 
gentialform F{u^ u) des Systems f(Xy x) —■ Xg{x, x) ^ 0 fiilirt 
zur Bestimmung samtlicber XJnbekannten; jene ist 

^11 Xl )-^^ ^^12 ^13 Xbj^g 

(85) c^ai-^Xbsi a^^'^Xb^^ a^^—X\<^\^A — ^X\\ + ^X^Q — X^B 

a^l ^^81 -^^32 ^83“ ‘^^33 = ? 

die Diskriminante des transformierten Systems ist notwendig 

0 0 

(86) A®-C(A) = | 0 X^-X 0 HfA-A)(A2--A)(As---A), 

; 0 0 x^—x\ 

wobei A die Determinante der Substitutionen bedeutet. 

Also liefert die kubische Gleichung (7(X) = 0, wie auch 
aus dem Schlufi von Nr, 343 hervorgebt^ die Werte von A, 
die die Koeffizienten in der transformierten Form sind. 

Die Tangentialform (Nr. 353) 

^ F{Uy u) — %XS{u, u) + X^G{Uy u) 

— - Xb -^^ aj 2 ^^12 ^18 ■^^18 "^1 

( 87 ) — Xb ^-^ 6 ^ 2 — -^^22 ^28 ■^^28 ^2 

Of^l — ®32 ^^82 %8 % ; 

U-^ U^ Wg 

Salmon^Fiedler, anal. Oeom. d. Kegelschn. II. 7. Aufl. 


17 
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geht durcli die transformierte Substitution in die Tangential- 
form des transformierten Systems fiber: 


(88) AV(A) 


— A 0 0 Ml' 

0 ;ij— A 0 Ms' 

0 0 Ag-A Mg' 

Ml' Ms' Mg' 0 






1- 


Denken wir dann die Werte Aj, Ag, Ag, die sicli mit Hilfe 
von C(A) = 0 ergeben baben, in die Gleicbung (88) nacb- 
einander substitniert, so erbalten wir das System 
A“93(Aj) = (Ag ^ 

(89) I A"93(A2) = (Ag ^ 2)^2 ^ 

A^^CAg) == (Aj -^)(^2“" 


Nun zeigt die Vergleicbung der beiden Ausdriicke (85) und (86) 
von C{X), daB der Koeffizient von A® in dem einen — im andern 
— 1 : A^ ist; somit ist JBA^= 1, d. b. die Bestimmung von 
A® gegeben. Alsdann bestimmen die drei Gleicbungen (89) 
die Werte der w/. 

Die Substitutionen = u! = XcCf^.Uj^ macben die 

vorigen Gleicbungen zu 

(90) <p (Ai) =* ^(Ag - Ai) (Ag— Aj { + 0:21 ^2 + «3i^3 } ^ 

Denkt man q>{li) durcb B und das Produkt der Diflferenzen 
der X. dividiert und den Quotienten nacb Potenzen der ge- 
ordnet, so liefert die Vergleicbung der Koeffizienten ent- 
sprecbender Potenzen von auf beiden Seiten die zur Be- 
stimmung der binreicbende Anzabl von Gleicbungen. Das 
Produkt der Differenzen der A, mit dem (90) zu dividieren war^ 
ist aber wegen 

AW{X) = (Ai- A)(A2- A)(A3- A) 
derselbe Ausdruck, den man erbalt, wenn man — A*C'(A) erst 
nacb A differenziert und dann fiir A den Wert A^ einsetzt, 
also A^(7'(Ai) Oder C'(X^) : Bj usw. bildet, es ist C\X^ : B 
= — (Ag — Ai)(A 3 — Aj). Die vorigen Bestimmungsgleicbungen 
fur die werden demnacb: 
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( 91 ) 


05 flL'\ 

“* + ^21^2 + «3lWs)^ 

” C(X^) ^ (^12^1 + 0122 Wg + CC^^Ut^Yj 


Oder in voUstandig entwickelter Gestalt in den Tangential- 
formen ausgedriickt: 


(92) + i==l,2,3. 

Die Substitutionskoeffizienten selbst erbalt man endlich axis 
den Beziebnngen F{u',ii)-=^ A^F(ti^u), A^j£r(ti,w), 

G(u'yu) A^G(u,u)] sie liefern die u! als Funktionen der 
'^17 also etwa Wg, nnd somit 


«1<«1 + “2«M2 + “a.-^S = «2> “s)- 

Dnrcb die einander folgenden Snbstitutionen 

1 j t('2 9 ) W'g = 0 ^ 0 ^ ^^2 1 ) ^3 0 ^ = 0 ^ Wg = 0 ^ Mg 1 

ergeben sicb die Werte 

«w= ^<(i> 0); «2<= ^i(0, 1, 0); «*<= o, i), 

nnd daber mit Rticksicbt anf (92): 


(93) 


..1 /F(,l, 0. 0) - 21iJ3-(l, 0, 0) + 0, 0) 

“i<- K -c'(X) ^ ’ 

„ _ 1 /F{ 0 , 1, 0 ) - 2i..fr(0, 1, 0) + 1, 0 ) 
‘^si-y ^c'W' ’ 

1 /F{0, 0, 1) - 2 X<fl(0, 0, 1) + <? (0, 0, 1) 

«3i- y ^ 


Die Bestimmnng des Polardreiecks wird vereinfacbt, wenn 
eine seiner Ecken, also anch die Lage der Gegenseite, yon 
Yornberein scbon bekannt ist. Die beiden anderen Seiten des 
Dreiecks sind zu ermitteln als das eimige Paar konjugierter 
Polaren, das die leiden KegdschniUe an jenem Pol gemeinsam 
kalen, 

Ein Hanptbeispiel fur dieses Problem bieten konzentriscbe 
Kegelscbnitte, deren gemeinsames Paar konjugierter Dnreh- 
messer gesucbt wird. Ist dann insbesondere einer der Kegel- 


*) Diese Entwickelungen lassen sicb ohne Vexandenuig auf quar- 
dratiscbe Pormen von n VerSnderbclien ansdehnen. 


17 * 
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schmtte ein Kreis, so ist das geforderte Durchniesserpaar 
reehtwinklig, d. h. man kommt auf die Achsenhestimmung der 
Kegelschnitte mit einem im Endlicken gelegenen MittelpunMe^^^) 
zuriick und erkennt + < 3 ^ 22 ? <^ 11 ^ 22 KegelschniUs- 
Invarianten der Besieliung auf rechtwinTdige Systeme mit dem 
MiUelpunU als Koordinatenanfang (Teil 1, Nr. 140 — 142 und 
152 — 154). Die Ausfulimng dieses Gedankens in B. 5) zeigt 
die bloB binare Gestaltung der Theorie des Textes. 

B, 1 ) Normalformen der Gleichungen 

f ^ 40:3^ — Sajgajg — lOrCgiCj — =» 0, 

g = 3:^2^+ 4:iC2^3-- + 2x^x^-^0, 

Man erbait fur die Koeffizienten , . . . der Tangential- 

gleichungen der Kegelschnitte die Werte 

■^11 ^ At ~ ^ ^ 9 -^33 ^ ? 

-^23**^^? -d3i*= 3, Aj2~85 

■®u ~ ^ ? *^22 ” ^ » -^33 ="1^5 -^23 ~ ? -®31 “ ^ 5 “^12 ~ 

for die* Invarianten A = — 45, JB == 1 , 3 H =* — 49 , 3 — 3 ; 
also ffir die kubische Gleichung: 

G(l) = -1^—312+ 491 — 45 = 0 
und fur ihre Wurzeln — 5 , Ag — 1 , Ag = — 9 ; daher lauten die 
reduzierten Gleichungen : 

6Xi’‘+ 9V*= 0) aj/' -|- a8'-= 0. 

Es erdbrigt die Bestimmung der Substitutionskoeffizienten. 

Man erhalt G'(Ai) = — 56, C'(X^') = 40, C'(X^) ^ - 140; 
^(Ai) = 562^1^+224^2^+ 224 w 3^— 448 WgWgH- 224% Wj— 224^1 tig, 
q) (Ag) == — 40 — 40 %^ + 80 % % , 

(^^(Ag) = 140%^ + 560%®+ 1260%® — 1680%%+ 840%% 

— 560%%, 

also sind jene negativen Quotienten von 9 >(A,-) und G'(A^.) bez. gleich 
%®+ 4%®+ 4%®— 8if2%+ 4%%~ 4%%; %®+ %®~ 2%%, 
%® + 4%®+ 9%® — 12%% — 6%% — 4%%, 
so dafi die Bestimmungsgleichungen der Koefifizienten vsrerden 
ttn®— 1, %i®=4, %j-'~4, %i%i= 4, %i%i==2, %i%i= — 2; 

%2*=0, ®^22®^S2~ %2®^12~0, %2^2 ” 0; 

1, ®^23®^33~ ^13^3~ — 

und diese selbst %i = 1, %2 0, = 1; 

%1 “ %2 ~ ^ t %s ~ ^ ? ^81 ^ 1 ^82 “ ^ ? ^33 ~ ^ • 
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Die Determinante A der Substitution ist dann == 1 ; statt =* 1 , 
«32 ~ 1 konnte aucb «22 “ — 1 » ^82 ^ genommen werden, 

dann ware A = — 1 , in beiden Fallen in Ubereinstinmiung mit 
^A®= 1, da 5 = 1. Ygl. aucb Nr. 364, 3. 

2) Man kann die Transformation aucb in allgemeinster Form 
an die Kovariante ankniipfen, die man als zugeordnete Fonb 
x) von 2H{u^u) erbalt, wabrend die zugeordneten Formen 
von F(u^u) und G(u^u) wieder f(x^ x) und g{x^x) sind. In der 
transformierten Form ist 

2i2''(w, w') = (Ag + + (^3 + + (^1 + 

und die entsprecbende zugebbrige Form 

x') = (1, + + {h + 

+ (l3+M(^+O<*=0. 

Man bat also wegen A^//i(ic, oi) — \ x) die Gleicbungen 

f=^ ^2^*+ 

g- x,'^+ 

also durcb Auflosung derselben 

M ^3)^1 + h)f (^2 + h)g^ 

{h -^3)(^j ^ 1)^2 (^8 + ^)f “ 

(A3 ^)(^3 ^2)^3 ^ * 2^ (^1 + ^2)/* "f~ ^)^* 

Nacb den Entwickelungen des Textes ist 

A*^ = 1 , h+h^ 3 A^e — Ai, usw., 
daber (A,~ ih^ - 30)(f + l^g), ' , 

f . ~1 (^1 '» "f* , Jgg) X^gjx^ , agg , x ^)) 

Durcb eine abnlicbe ScbluBweise wie auf S. 259 erb^t man 
die Koeffizienten, die in den zu x^^ inversen Substitutionep 

Aa?/— UAj^^Xj^ auftreten, mit B^fe der Formeln 


A — 

-1-1 

1 / 2 A 1 (1,0,0) 

± 

(liB- 

-3e)(fa,o,o)+iiga,o,o)j 


± 1 

V 


(.h- 

■ijm 

-h)B 

A 


|/2\ (0,1,0) 

± 

(X,B- 

- 3e)(f<o, 1 , 0 ) -f i.-if( 0 , 1 , 0 )) 

^2< 

± 1 

V 




-X^B 

A — 

-4-1 

1 / 2*1 (0,0,1) 

+ 

{^B- 

-30)(r(O,O,l)-l-l<ff (0,0,1)) 


± 1 

V 


Q-i- 

-mh 

-l^B 


wo vor den Quadratwurzeln entweder jedesmal das Plus- oder jedes- 
mal da^ Minuszeicben zu setzen ist.^®®) 
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3) Bedingmg der dojppelten BerWhrung von ^iwei Kegelschnitte 
Im Falle der Bei’iihrung der beiden Kegelschnitte hat die Gleichur 
0(1) = 0 eine Doppelwm*z6l (vgl. Nr. 345 und 252), sie heifie X 
nnd der fnr sie gebildete Ausdruck (p(X^) : 0'{Xi) in (91) wird nr 
unendlich groB, d. h. es gibt kein Dreieck der gemeinsamen ha 
monischen Pole. Fiir eine doppelte Beriihrung wird das Polardreiec 
tmbestimmt, weil <p(X) fiir die Doppelwurzel den Wert Null babe 
muB. Dies heiBt geometrisch: die Sehne der Beriihrung nnd i] 
Pol sind Seite und Gegenecke fiir alle Dreiecke jener Art, und d 
beiden andem Ecken liegen in der Sehne als irgend ein Paar v( 
konjugierten Punkten; und es heiBt analytisch, daB auBer der Dete 
minante C(X) auch deren samtliche Unterdeterminanten verschwi 
‘den (vgl. Nr. 252, S. 7—8). Also ist fiir 1 = nicht nur 



1-1 

^12 


1521 

^22 

^31 “ 

Ibgi 

^32 


^^12 ^18 ^^13 

^^22 ^28 ^^23 

^^82 ^88 ^^83 


=-0, 


sondern auch (og^ - == (^28 - 

(^'33 ‘^^3s)(^l ^^ll) ~ (%1 ““ 

(^11 ^^ll) (^22 -^^22) “ (%2 ^^12)^? 

fi-lso (a^^ “^^ii) • (^12 ^^ 12 ) • (^13 ^^ 13 ) 

~ (^21 ^^21) • (%2 ^^22) • (^23 ^^23) • 

Die Elena ente der Determinante verbal ten sich somit wie die Quadi*a 
und Produkte dreier GrSBen %, ag, ag, oder man hat 

fli2 — =* wiaiOg , flgg — 1523 == , ^31 — l^si = ma^a 

Die Einfahrung dieser Werte in die Gleichung f^O liefert ab 

f = Xg + m{a^x^ + + a^x^y 

und fahrt auf die Gleichungsform von Nr. 258 zurtick. 

Der Berdhrung zweiter Ordnung (Oskulation) entsprechen dr 
gleiche Wurzeln von C(l) = 0 und damit die Bedingungen vc 
Nr. 345, S. 207. 

Berdhrung dritter Ordnung verlangt die Beruhrung der Sehi 
der doppelten Beriihrung mit den Kegelschnitten, also das Ve 
schwinden der Tangentialform jedes der Kegelschnitte, wenn mj 
in ihr die Linienkoordinaten u. gleich a. setzt, i = 1 , 2 , 3 . (Nr. 356. 
und Nr. 252, S. 9.) » v. . 

4) Man soli die Gleichungen der gemeinsamen Punkte fi 
die durch die allgemeinen Gleichungen bestimmten Kegelschnit 
f(aj, x) = 0, g{XyX) == 0 in endgiiltiger Form angeben.^®®) 

Wir ermitteln die lineare Funktion der Wurzeln Xj^^ • 
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mit Hilfe der IdentitSt + M^a;, + + u^'x^' + Ug'x{ 

(Gleidtung ( 31 ) in Nr. 352 ). Ans den transformierten Formen 

/■(a:',a;')= liaj/^ + ljas/^ + lsajj'* und g(x',x') ^ + x^'^ + x^'* 

folgt nun fur die Koordinaten der Schnittpunkte 

: ojg : ajg == yi^ A3 : ± V^s • i — ^2? 

mit Eucksicht auf ( 92 ) ergibt sich daher fiii* die Schnittpunkte von 
f{x^ x) ^ 0 und g{x^ x) = 0: 

.. f "l/(^a — ^X^E-iu^u) 

Y 

, 1 /(i. - ^ 1 ) { F{u , «) - 21, E{v,, u) + Ij* (?(«, u) ) 


, 1 /(I. - li) { F{u , «) - 21, E{u, u) + !,*(?(«, «) I 

± Y 

-1 /(l, — 4) { F{u~w)—'^E(u,uy+Q'G(u,u)) 

=*= r C'{ 1 ,) 

Entsprechend den verschiedenen Kombinationen der Plus- und 
Minuszeichen vor den Quadratwurzeln erhalt man fiir die vier 
Schnittpunkte vier Gleichungen*, in ihnen kann noch C'(X^ durch 
— (A,* — ersetzt werden. Die Funktion liefert die 

Werte von x^i x^: x^ durch die einander folgenden Substitution en 

= 1, ^2 = = 0, ^ I5 % = 0; Wi = 0 , ^ 2 =* 0 , 

1 unter den Wurzelzeichen. 

5 ) Transformation zweler auf den Mittelpunht als Koordinaten- 
anfang bezogener Gleichungen (Teil 1, Nr. 154 ) 

OiiaJi^H- Saisaj^asj -f 022073®= 1, 6uV+ 26 i 2%*2 + ^2sV= 1 
auf das gemeinschaftliche Vaar Iwnjugierter Durchmesser, d. h, in 

l,a:/®+ l2i>’a'*= %'* + <*“!» 

WO x^^ x^ schief- Oder rechtwinklige Parallelkoordinaten bedeuten, 
(Anweudung der im Text entwickelten Theorie hei nur zwei Yer- 
tnderlichen.) 

Bei dieser Transformation hat man die Wurzeln 1 ^, I3 der 
Gleichung I ^ 1 7a 1 >> I 


ow= 


a^i — 1&21 


®i2 ^^12 

^22 ^^22 


(® U ^ 22 — ^ 12 ^) ^ "H ^ 22^11 2 % 2^12 } “I" ^ 12 ^) ^ 

zu hestimmen. Man hat ferner 


0^(1) — — { < 3 ^ 11^22 "1“ ^22 ^IX ^%2^12 21 (611^22 ^12^) } J 

wofiir 21 L) gesetzt werden soil. Sind dann die zu be- 

nutzenden Substitutionen x^^^ a^^x^' + «i2^2^ “21^1 + <^22^2 ? 

also die transponierten % =au% + a2i^2 5 ®^i2^i + ^22^2? 

so bilden wir 
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9>W = 


^11 

fljl X &2^ (^22 ^ ^22 ^2 

% Wg 0 


= — { («J2 — - 2 («12 — i6i2)MiM2 + (flu 




und erh alien die nach identischen Gleichungen 

- (or„«i + + «22M2)*. 

Sie liefem iinter Einfiilirung der Wurzeln ^ fur die Substitutions- 
koeffizienten die Werte 


^2 ^ 2 _ ^2 2 ^22 

2 ^11 ^ ^11 2 ^11 ^2 ^11 

Tind znr Bestimmung der Vorzeicben 


■kK. 


^12 ^2 ^12 


«U«21= «12“22- K-n^L^ 

Der Voraussetzung C/'(X) — 0 entspricbt ein Ausnahmefall; 


C(^) — 0 bat dann gleicbe Wurzeln, d. b. es ist 
^(% 1^22 ““ ^ 20 (^ 11^22 ^ 12 *) (% 1^22 + 


11 


Saig&ia)*. 


Da die Koordinaten der Scbnittpunkte beider Kurven, im allge- 
meinen Falle, in den Koeffizienten der Transformation durcb 






gegeben sind, so fallen fOr ^ = ^2 Scbnittpunkte in unendlicbe 
Entfemung; die teidm Kurven smd honzentrische HyperheVn, die 
eine Asymptote gemeinsam hdben, ' 

Werden G'(X^ = 0 und 9 (A) — 0 gleicbzeitig erftillt oder 
Yerscbwinden die Unterdeterminanten von C7(A), so ist 

~ j ®22 ^^ 22 » ^12 “ ^^12 1 

d. b. die Kegelschnitfe sind dhnlich (Nr. 224). 

Ffir den Fall, daB • • = 1 ein Kreis ist, d. i. ftir die 

Bestimmimg der Acksen des Kegelschnittes 

»ii V+ 2aija:j,ag + aj2a:2*= 

bat man bei recbtwinkligen Parallelkoordinaten 

^11 = ^22 = 1 ^12 = ^ 1 

d. b. O' (a) = (a^i ^)(^32 ^ 12 ^ ~ — (jht "1“ ^ 22 )^ 

“t" (^11^22 ®12*)? 

eine Gleicbung, die stets reelle Wurzeln bat, weil ibre Diskriminante 
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(<*11 — ajs)* + positiv ist; femer -wird 


C (i) 2X + fljj) ; 


<pW= 


flij-i Uj_\ 

fljl «22— ^ “2|=— (“82— («ii— i)“s®+2aigMiMj; 

V.2 0 ! 


also o:ii«i+a 2 j 


■V 


' (^ 22 ^t) ^ (^11 — * * 4 '’ ^ ^12 ^ 8 

2 Xrf a, . ( Zao , ’ 


wo im Kenner aucli — Ag oder Ag — A^ gesetzt werden kann, je 
nachdem i =» 1 oder i — 2 ist. 

Den Annaknaen = agg, a^g = 0 entsprickt die Unbestimmt- 
heit des Problems; dann sind hdde Kwrven Kreise. 

6) Die Schnittpunkte von zwei konzentriscben Kegelscbnitten 
liegen in zwei Durcbmessem, die mit dem Paar der gemeinsamen 
konjngierten Durcbmesser ein bannoniscbes Biiscbel bilden, nnd 
die gemeinscbaffclicben Tangenten bilden eine Parallelogramm, dessen 
Ecken auf diesen Durcbmessem liegen. 

Fur die gemeinsamen Elemente im Ealle der allgemeinen Lage 
gilt der Satz: Jedes der Dreiseite aus gemeinsamen Tangenten ist 
in perspektiver Lage zu jedem Dreieck aus gemeinsamen Punkten. 

Auf welcber Geraden liegen die Schnittpunkte entsprecbender 
Seiten der beiden Dreiecke (Acbse der Perspektivitat) und in wel- 
cbem Punkte scbneiden sicb die Verbindungslinien entsprecbender 
Ecken (Mittelpunkt der Perspektivitat)? 

363. Jacobische Determinante. Die Invariantentbeorie 
der Kegelscbnittpaare findet ibren AbsebluB nicbt obne die 
Beriicksicbtigung des Systems von drei gleicbzeitigen quadra- 
tiscben Formen. Die eigentlicbe Untersucbung derselben greift 
iiberall in die Tbeorie der ternaren kubiscben Formen bin- 
iiber, die wir bier ausscbbefien mussen. Wir werden uns 
desbalb wesentlicb auf die an das Friibere anscblieBenden 
Entwickelungen bescbranken, die obne Kenntnis der Lebre 
Ton den Kurven dritter Ordnung bez. Klasse erledigt werden 
konnen. 

Fiir drei temare quadratiscbe Formen 
}i{x, x) kann eine Kovariante auf demselben Wege gebildet 
werden, wie in Nr. 335 fiir zwei binare Formen. Es ist dies 
die Jacobische Determinante der partiellen ersten AUeitungen 
der drei Formen (FunMioncddeterminante), also 
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yi?h) 

(94) J = y (^ 2 ) (^*^ 2 ) • 

ifCa^s) y(j«i) 

lire Invarianteneigenschaft erhellt daraus, daB bei der Trai 
formation die Ableitungen f{x^, 

ponierten Substitutionen von denen der Veranderlicben i 
leiden (Nr. 342). 

Da die Ableitungen die Veranderlicben linear entbaltc 
stellt J = 0 eine kovariante Kurve dritter Ordnung, die J 
cdbische oder Sessesche Kurve der drei Kegelscl^nitte, dar.^ 
Biese ist der Ort der TunUe, deren Folaren in hezug auf di 
gegdoene Kegelsclmitte f^g^h sich in einem PunMe schneide 
sie ist zugleieh der Ort der Schnittpunlcte dieser Folaren, De: 
J *= 0 entsteht durcb die Elimination der laufenden Koorc 
naten |j aus den Gleicbungen der Polaren 

TISW. 

Durcb denselben Punkt gebt dann aber aucb die Polare v< 
x^ in bezug auf irgend einen Kegelscbnitt 

(95) ^) + x) ^0 (Nr. 27! 

Also bat J = 0 genau dieselbe geometriscbe Bedeutung f 
irgend drei Kegel scbnitte des durcb /*, g, h bestimmten Keg( 
scbnittnetzes. In der Tat, bilden wir fiir die Kegelscbnil 
von den Parametern X^^ X/, X^^ /I 3 '; X^\ X^\ X^' c 

Determinante der Ableitungen, so ist diese gleicb dem Pr 
dukt aus J und der Determinante der neun Parameter. D 
Jacobiscbe Determinante ist daber eine Komhinante d 
Netzes (95) (vgl. Nr. 359). 

Fassen wir die drei Kegelsclmitte als Hiillkurven ibr 
Tangenten auf, so bestimmen sie ein Kegelscbnittgewebe 
MiUy u) + w) + w) = 0 (Nr. 27] 
Die Jacobiscbe Determinante dreier Kurven dieses Syster 
bestimmt durcb ibr Verscbwinden eine Kurve dritter Klas 

9 '(%) /(%) 

(96) I=\ (p'(u^ /(mj) ^'(wa) =0, 

?p'(“») %'(««) ^'(«s) 
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die Jacobische Kurve der drei HullJcurven oder des Gewebes, 
Sie ist dual zu der Sullkurve der Geraderij deren Pole in bezug 
auf die Kegelschniite des Gewebes in einer Geraden liegen, 

364. Kubische Kovariante des Kegelselmittpaares. Die 
Einfubrung der Jacobischen Deteiminante ist schou in der 
Theorie von zwei Kegelscbnitten erforderlicb. Deun ein Kegel- 
schnittpaar f(xj x), g{x,x) bestimmt mit seiner quadratischen 
Kovariante 2'k{Xy x) ein Kegelscbnittnetz, wenn auch beson- 
derer Art; dieses hat eine kubische Kovariante, die eine neue 
simultane Kovariante von f, g ist. Die drei Kegelschnitte 
/, g, k haben aber, wie (41) nnd (42) zeigt, ein gemeinsames 
Polardreieck, das schon als kovariant zu charakterisieren war 
(Nr. 362). 

Die Jacobische Kurve eines Netzes mit gemeinsamem Polar’- 
dreiecTc besteht aus den drei Seiten desselben. Denn sind /*, g^ Tc 
Summen von je drei Quadraten, so sind ihre partiellen Ab- 
leitungen f (x^y g' (x^y proportional zu x^, also deren 

Determinante proportional zu x^^ x^- x^y namlich 
(97) \=^cx^x^x^, 

wo c ein nur von den Koeffizienten der Pormen /*, g, h ab- 
hangiger Faktor ist. Demnach bestimmt man analytisch das 
m zwei Kegelscbnitten /*= 0, ^ 0 gemeinsame Polardreieck 

aucb als die Jacobische Kurve J = 0 des besonderen Netzes, 
das die Kovariante 2Jc mit den Kegelscbnitten bildet. 

Wenn sicb insbesondere die beiden Kegelschnitte doppelt 
beriibren, so verscbwiiidet die Jacobische Kovariante von fyg,2h 
identisch (Nr. 356), wie auch fiir drei Kegelschnitte f, gy h 
eines und desselben Buschels. 

Nun konnen wir aber die Gleichungen der Dreiecksseiten 
direkt berechnen. Denn nach Nr. 344 und 362 konnen wir 
mit a^y a^y als den Wurzeln von J. — 3HX + 30X^ — = 0 

die gegebenen Kurvengleichungen au£ die Formen bringen: 
f{Xy x) = ^ _ 0, 

g{Xy x) == x^^ + x^^ + x^^ = 0, wo nun 
2k(Xyx):B=^a^ {a^ + a^x^^ + + ^ 1 )^ 2 '^ + <3&3(% + a^x^ I 

Femer ist 

J = {a^ — a^ {a^ — a-^ {g^ ^ 2 ) x^ x^ x ^ . 



268 


XIX. Invariantentheorie der Kegelschnitte. 36i. 


Aus den drei ersten Grleicliuiigen konnen sofort x^^ 

als Punktionen von f, g, 2 h bereclmet werden, namlicli 

{a^ — a,)Xi'^= 2h(z, z):B — «/(«, x) — aja^g(x, x). 

Das Produkt dieser drei Gleichlieiten ergibt links das Quadrat 
der Jacobiscben Determinante, recbts eine Funktion der drei 
Symbole f, Jc, deren Koeffizienten in den a^j a^, ci>z ^7^* 
metriscb, also durch die Invarianten A, H, 0, jB (Nr. 344) 
rational darstellbar sind. Man erbalt so eine misclmi dm 
Kovaricmten hestehmde Identitdt. 

P^8¥-12Jc^(ef+Hg) 

+ Gk{BHf + C3H0 - AB)fg} 

^AB(Br+Ag^) 

-1- fg[dB(2A6 - 3H2)/‘+ 3A(2BH -- ^e^)g). 

Aus den Kontravarianten 

2 E =* (^3 + + (^3 + + (ai + 

gebt der zur Determinante der Ableitungen proportionale 
Ausdruck bervor 

(99) I — a^) {a^ — a^) {a^ — aj . 

Die Jacohische Kurve eines Gewebes mit gemeinsamem Polar- 
dreiecJc besteJit daJier aus den drei Ecken des Dreiecks. Zwiscben 
diesen vier Kontravarianten bestebt eine zur vorigen analoge 
Identitat, 

B. 1) Drei Kreise baben einen Jacobiscben Kegelschnitt, der 
selbst ein Kreis und zwar der OrthogonaTkreis der drei Kreise ist 
(Nr. 122). Die Gleicbung des Ortbogonalkreises gibt den Satz: 
Fur jed&n PunJct des OrtJiogonaTkreises ist die algebraische Summe 
der Produkte Full, die die Quadrate der JLdngen der von iJim aus- 
geJienden Tangenten der drei Kreise mit den Fldchen der BreiecJce 
bestimmen^ die den Punkt mr Spitsse und die ZentraUmie der beiden 
anderen Kreise bes, mr Gegenseite haben, 

2) Die im Text gegebene Metbode, die x^ zu berecbnen, kanp 
von neuem zur Transformation zweier Kegelscbnitte auf ihr ge- 
meinsames Polardreieck dienen (Nr. 362). So findet man die gleicb- 
zeitigen Normalformen der Gleicbungen. Mit Benutzung der Ko- 
variante m in Nr. 359, Gl. (70) erbalt man die einfacbe Identitat 
J* = + m • H(g, f) + T{g, f) . 

(Vgl. fiir die Bezeichntmg Nr. 368.) 


,(98) 
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3) Transformation anf die Nonnalformen fiir 

f = lA:Xy + 82 / 2 — 6a; — 2 0, 

g = 3a;2— ^xy + 2x + ly ^ 0. 

Man beginnt zweckmafiig mit der Berechnung der Koeffizienten 
der Tangentialgleiohungen -4^^, usw.; sie sind — 16, — 19, 
— 9; 21, 24, — 14 fur die erste und — 4, — 1, 18; — 3, 3, — 2 
fiir die zweite Gleickung. Dann ergeben sick fur die Invarianten 
die Werte ^ — 64, 3H = — 99, 30 = — 54, J? =« — 9, und 

die Wurzeln der kubiseken Gleickung G(l) = 0 liefem aj—l, 
== 2, as — 3. Man berecknet sodann 

2ft =* — 9(23a;2 — bOxy -f- 44 ^ 2 — ^ ^^y — 4) 

und sckreibt endlick 

6a;^+ 9^2_ 2a; + 42/, 
a;i2+2a;224.3a;32=5a;2— 14a;2/ + 82 / 2 — 6 a ;-2 , 
5iSi*+ 8 V 4- 9 V= £ = 23a;*— 50a:s^ + 442^*- 18a! + 122^- 4; 
diese Gleichungen aber liefern durch die Yerbindungen 

^+6(7-^', Bf+Hg-^ 

bez. die Substitutionen 

= ( 3 y + l)^ V = (2a: - yf, 0:3® = — (a; + «/ + l)®. 

365. Das ToUstandige Invariaiiteiisystem des Slegel- 
schnittpaares bestekt nun aus den vier Inyarianten J., B, H, 0 
(Nr. 344), den vier Kovarianten /) ft, J (Nr. 354 und 363) 
und den vier Kontravarianten (r, H, I (Nr. 353 und 363) 
in dem Sinne, dafi sick jede Invariante, Kovariante und Kon- 
travariante des Paares als eine ganze Funktion dieser zwolf 
Formen mit numeriscken Koeffizienten ausdriicken laBt. 

Zu iknen treten ackt gemischte oder Zwischenformen 
(Nr. 352), die beide Reiken der Koordinaten enthalten und 
als Kovarianten des Systems der beiden Kegelschnitte f, g 
und der Geraden = 0 angeseken werden konnen. So ist 
die Jacobiscke Determinante dieses Systems 
% 

(100) A A fz , wo/;=if(*,), 

9i 9i 9s 

die linke Seite der Gleichting fiir den Ort der Punkte, deren 
Polaren in beiden Kegelschnitten sich anf der Geraden scbneiden. 
Fiir die Formen 
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(101) f = g = \^x^^ + + Jsj V 

ist 

f 102 ) f % (^22 ^83 ^33 ^22) ^2 ^3 " 1 “ ^2 (^33 ^11 ““ ^11 \ fi ) ^8 ^1 

^ I +Ms(aii^s2— «22&ii)iPia:j. 

Die Gleidmng N^O gestattet aber nocb eine andere Deu- 
tung. Um sie zu gewinnen, beweisen wir zunacbst, da^ sich die 
in lezug aufdie Kegelschnitte eines Biischels f{x, od) — Xg{xy x)=^0 
genommenen Polaren eines leliebig aber fest gewahlten Pmlctes y 
m einem zweiten festen Punkte schneiden. Die Polare von y 
in bezug auf irgend einen Buschelkegelscbnitt bat namlicb die 
Gleichung /i2/i + ^ 22/2 + /sys— + 5^2% + die 

bei festen Werten y^ nnd fiir beliebige Werte des Para- 
meters X Geraden darsteUt, die sich in einem nnd demselben 
Pnnkte schneiden. Man erkennt, daB ancb nmgekehrt die in 
bezug auf alle Buscbelkegelscbnitte genommenen Polaren 
dieses Punktes x durcb den Punkt y gehen; x und y nennt 
man honjugiert in bezug auf die Kurven des Buschels. — 
Man kann nun nacb dem geometriscben Ort fragen, den die 
zu y konjugierten Punkte x bescbreiben, falls y eine Gerade u 
durcblauft. Nacb dem eben bewiesenen Satze kann man bei 
Beantwortung dieser Frage von zwei beliebigen Kurven des 
Buschels, etwa von f und g, ausgeben; es mussen dann die 
drei Gleichungen fxVi + fiVi + fiVt = 

QiVi + + QzVz “ ^ nebeneinander bestehen, aus denen 

durcb Ebmination von j/i, Vz Gleicbung JV" == 0 ber- 
vorgebt. Man bat also den Satz: Die in bezug auf alle Kegd- 
schnitte eines Buschels genommenen Pole einer gegebenen Geradm 
u liegen auf dem Kegelschnitt N ^0; er ist zugleich Ort oiler 
PunUcy die den Punkten der Geraden im Sinne des vorhin be- 
wiesenen Satzes konjugiert sind. Fur als Koordinaten der 
unendlich fernen Geraden wird N zum geometrischen Ort der 
Mitteljpunkte aller Kurven des Biischels, 

AUgemein moge N als Polkegelschnitt der Geraden u be- 
zeicbnet werden; man nennt ihn aucb den Neun- oder Elf- 
Punkte-Kegdschnitt der Geradm u in bezug auf das Biischels 
da man leicbt neun oder eigentlicb elf seiner Punkte angeben 
kann. Drei derselben sind die Doppelpunkte der drei im Bii- 
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schel enthaltenen Geradenpaare, also die Ecken des dem Vier- 
cck der Grundpunkte zugeliorigen Diagonaldreiecks, des ge- 
meinsamen Poldreiecks aller Busckelkarven. Die Koordinaten 
eines solchen Doppelpunktes erffillen namlicli die Gleidmngen 
0, (i = 1, 2, 3), wo X' ebe Wurzel der knbischen 
Gleichnng C(X) = 0 bedeutet; bei Einfubrung dieser Koordi- 
naten in N werden daber die den proportional nnd N 
verscbwindet. Seeks weitere Punkte von N sind die vierten 
harmonischen Punkte zu dem jeweiligen Schnittpunkt der 
Geraden u mit einer der sechs Geraden des Biiscbels und zu 
den zwei auf der betreffenden Geraden liegenden Grundpunkten 
des Biiscbels. Zum Beweis dieser Tatsacbe seien AyJB^ C,D 
die vier Grundpunkte des Biischels und E sei der Sebnitt- 
punkt der Geraden u mit der Geraden AJ). Die Polare von 
E in bezug auf das durcb A und D gebende Geradenpaar 
ABy DCy das sicb in L sebneiden moge, ist alsdann die 
Verbindungslinie von L mit dem vierten barmoniseben Punkte 
E' zu E und zu dem Punktepaare J., i) (Teil 1, S. 282). 
Durcb E' gebt aber aucb die Polare von E in bezug auf das 
Geradenpaar ACy BB. Daber ist E' der Sebnittpunkt aller 
Polaren des der Geraden u angeborigen Punktes E in bezug 
auf alle Kegelscbnitte des Biiscbels und somit nacb dem iiber 
N ausgesproebenen Satze ein Punkt des Kegelscbnittes N, 
Entspreebendes gilt von den zu E' analogen, auf AB, AC, 
BCy BB Oder CB gelegenen Punkten. Auf der Kurve N 
liegen aucb die Doppelpunkte der Involution, die nacb Nr. 289 
auf der Geraden u durcb ibre Sebnitte mit den Kurven des 
Biiscbels gebildet wird. Diese Doppelpunkte sind die Beriib- 
rungspunkte derjenigen zwei Biiscbelkurven, die die Gerade u 
zur Tangente habenj sie sind die Pole von u in bezug auf 
diese zwei beriibrenden Kurven.^®®) 

Dual entspreeben den vorstebend erwabnten Satzen iiber 
den Polkegelscbnitt N die folgenden zwei Satze: 

Bie Bole einer belieiig ab&r fest gewahllen Geraden v in 
hejsvg auf die Kegelschnitte der durek F(Uy u} — X G(Uy w) = 0 
hestmmten Sekar liegen auf einer meiien Geraden w, und 
umgeTcehrt liegen die Bole von w auf der Geraden v. Beide 
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hei^m honjugiert in hezug auf die Kurven der Schar. Der 
Kegdschnitt 

F^ 

(103) N= 

x^ 3), 

wird von denjenigen Geraden eingehulU, die m den durch den 
gegebenen PunU x gehenden Geraden im Sinne des ehen cms- 
gesprochemn Satzes honjugiert sind. JEbenso hat die Kurve 
N = 0 die in bezug auf die Kegelschnitte der Schar genomme- 
nen Folaren des PunTctes x zu Tangenten (PolarTcegelschnitt 
von 

Fur die Formen (101) wird 

j N = a^^ bj^^ X^ (^22 &8S ^38 ^ 22 ) ^2 *^8 

(104) I " 1 " ^22 ^22 ^ 2(^8 ^11 ^11 ^83^ ^8^1 

I 4 " ^33 ^33 ^8 (^11 &22 ^22 ^11) ^2 * 

Der Greraden u entsprechen ferner zwei begleitende oder 
assoziierte Geraden B^ = 0 und = 0, von denen die erste 
die in bezug auf g genommene Polare des in bezug auf f 
genommenen Poles von u ist; B^^O ist die in bezug auf f ge- 
nommene Polare des in bezug auf g genommenen Poles von u. 
Bei konstanten x^ und veranderlichen ist B^ = 0 der in bezug 
auf f genommene Pol der in bezug auf g genommenen Polare 
des Punktes X] entsprechendes gilt von B^^Q, Man kann 
auch sagen: die Gerade = 0 bat in bezug auf g clenselben 
Pol wie in bezug auf f 

Man erbalt B^, indem man die Determinante A von 
f(XyX) auf der einen Seite mit g^^ g^, ^8? anstoBen- 

den Seite mit u^j randert und als letztes Element 0 
binzufiigt; entsprechendes gilt von jBg. 

Fiir die Formen (101) ist 

(105) I ^ 

1 -^2 ^ ^22 ^83 4 “ ^33 ^11 ^22 ^2 ^2 4 “ 2^22 ^83 ^3 ^8 • 

AuBer den Zwiscbenformen H, B^, B 2 gibt es noch 
vier andere, die mit Cj, r^, Fj bezeichnet werden sollen. . 

Die Formen und sind die Jacobiscben oder Funktional-* 

determinanten von B^^ f und bez. von B^y g und u^. 
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Daher ist die Bedmgung, daB die in bezug auf /*«= 0 

genommene Polare eines Punktes x durch den Scbnittpnnkt 
der GeradenB^ — O nnd geke; entspreehendes gilt 

Yon C.2^0. Piir die Formen (101) wird 


(106) 


J *^(^22^33 ^33^22) ^22 "(^38^11 ^11^33) ^2 

”1" ^Z^ip'11^22 ^22 ^ 11 )% ^2 ^8 5 

^11*'(^S8^22 ^ 22 ^ 33 ) ^22^(^11^33 ^33^1l)^S%^2 

“1“ ^83^(^22^11 ^ii^22)%%^3* 


Den Formen 0^ und entsprechen dual und Fg; sie 
bangen mit F und 6r ebenso zusammen wie und mit 

f und nur sind naturlicb DijQEerentiationen nacli x. durcb 
solcbe nach u. zu ersetzen. Fur die Formen (101) wird 


(107) 


Fj — 0/22 <^83 ^11 (%S ^22 ^22 ^8s) ^1 ^2 ^8 

+ %3%^22( ^11 ^33 ^33 ^11 ) ^2 % ^1 

-f- O ^’^ O22 &38 (^22 ?^11 ^11 ^22) ^3 ^1 ^2 ? 

Fg = &g2 &83 {Oi22^ZZ ^83 ^ 22 ) %^2 ^3 

“I” ^22 ^83 ^11 (^33 ^11 ^11 ^Ss) ^ 2^8 ^1 

-f- Ugg 6 g 2 &22 ^22 ^11) % % ^2 • 


Die Yier InYarianten -4, B, H,©, die Yier Kovarianten 
Jc^ Jy die Yier Kontravarianten F, Gj I und die acht 
Zwischenformen iV, N, B^, Bg, Ci, Fg, F^, Fg stellen im Sinne 
der Inyariantentlieorie das vollstdndige Formensystem zweier 
te/>'ndren quadratischen Formen'^^'^ dar. 

B, Der Neunpunkte-Kegelscbnitt der Geraden — 0 in be- 
zug auf das durcb die Geradenpaare — a; 2 ®= 0, x ^^ — 0 

bestimmte Kegelschnittbiiscbel iTg^ — X{x^^ — x^^) = 0 ist 
iV = (Ij^X^X^ + + ciz^i^2 0, 

also ein dem Fundamentaldreieck umgescbriebener Kegelscbnitt. ^®®) 
Er ist aueb der Ort der Punkte, deren Polaren in bezug auf die 
Kegelscbnitte des Btiscbels mit der Geraden zusammenfallen. 
Die beiden Geradenpaare bilden ein Yiereck, dessen Diagonaldreieck 
das Koordinatendreieck ist. Durcb die Doppelpunkte der Involution, 
die auf der Geraden durcb die Kurven des Biiscbels erzeugt wird, 
geben je Yier Kegelscbnitte, die einem der vier durcb die Ecken 
des Yierecks bestimmten Dreiecke eingescbrieben sind, und diese 
Kurven bertibren samtlicb den Keunpunkte- Kegelscbnitt N, Ist 
nSmlicb &^== 0 die zweite Scbnittsebne, die einer solcben Kurve 

S aim on-Fiedler, anal. Ooom. d. Kegelachn. XL 7. Aufl. 18 
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neben 0 mit dem Kegelscbnitt K gemeinsam ist, so bat die 
Kurve to Gleicbung 

und die Bedingung, daB 2)^ = 0 den Kegelscbnitt N bernbrt, ist 
Andrerseits bat ein dem Dreiseit 

ajg + iTi = 0, ,07^ + ajg == 0 

eingescbriebener Kegelscbnitt eine Gleicbung von der Porm 
f(x 2 + + ^^(073 + x^y + n^ipCj^ + x^y — 2 mn(x^ + x^) {x^ + x^) 

— 2 nl(x^ + xi)(x2 + ^ 73 ) — 2 lm(x^ + x^^x^ + x^) « 0 , 

die bei Erfdllnng der Bedingungen % — (m — — Z)^, 

(I — my nnd dreier weiterer Bedingungen mit der vorigen 
Gleicbung identiscb ist. Offenbar ist alsdann in der Tat 

+ (^2^2)^ 4- 

Entsprecbendes gilt fur die anderen Dreiecke, so dafi der Nem~ 
pmJde-Kegelschnitt alle die sec^&ehn Kegelschnitte leruhrt, die den 
mer Dreiecken des Yierecks eingeschrieben sind. 

Ist die Gerade unendlicb fern und sind die Gegenseitenpaare 
des Yierecks recbtwinklig, so sind die Doppelpunkte der Involution 
in der Geraden die imaginaren Kreispunkte; alle Kegelschnitte der 
vorigen Bekacbtung sind Kreise, die im Haupttext erwabnten bar' 
moniscben Punkte werden zu den Seitenmitten, und man bat das 
System des Feuei^bacJiscJien Kreises. 


366. Die Jacobische oder Hessesclie Kurve eines Kegel- 
selmittuetzes. Ein Eegelscbnittnetz ist durcb die Gleicbung 

(108) 07) = 0 

gegeben, wobei durcb f{xy x) == 0, g{Xy x) = 0, h(x^ oi) = 0 
drei beliebige Kegelschnitte dargestellt werden, die nur nicht 
einem und demselben Biiscbel angeboren diirfen. Wie scbon 
in Nr. 363 gezeigt wurde, ist die Jacobische Kurve dritter 
Ordnung 

I fx U fz i 


(109) 


9i 92 9z 


= 0; ^SW. 


\ \ \ 


der Ort aUer Punkte deren Polaren in bezug auf irgend 
drei Kurven des Netzes (108) sich in einem Punkte (er moge 
S beifien) scbneiden, der gleicbfalls der Kurve (109) angebort. 
Durcb diesen Punkt B geben die in bezug auf jeden Kegel- 
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sclulitt des Netzes genommenen. Polaren von ^5 maji]. bezeidmet 
A und B als hmjugierte Pole in bezng anf die Kuiven des 
Netzes. tJbrigens kann jeder Pvmkt der Kurve (109) als ein 
Punkt angeseben werden, dessen Polaren in bezng anf die 
Kui-veil des Netzes sicb in einem Punkte scbneiden. Es folgt 
dies daraus, daB man beim Bestehen der Gleicbnng (109) 
stets W erte y^' y^: y^ finden kann, die die drei Gleichnngen 

Ayi + fsVi + faVa = 0 , + g^ya + gsyg = 0 , 

KVi + \ya + hya = 0 

erfuUen. 

Gehen die Polaren von A durck JB, so wird die Gerade AJB 
durck alle Kegelscknitte des Netzes (108) karmonisck geteilt, 
die also auf ikr eine Involution mit den Doppelpunkten B 
kestimmen. Beriikrt eine Kurve des Netzes die Gerade AJBy 
so gesckiekt dies in A oder in JB; zerfakt eine in zwei Geraden, 
so liegt deren Scknitt in A oder B, so lange nickt AB selbst 
eine der beiden Geraden.ist Die Qleichung (109) stellt in 
der Tat den Ort der JDoppeljpunMe der in dem Net^ enthaltenen 
Geradenpaare dar, denn fur einen solchen JPmJct miissen die 
AUeitungen + Xg^ + + Xg^ + + Xg^ + 

gleichseitig verschwinden. Die Ko variants (109) des Netzes (108) 
entsprickt so der binaren Kovariante der Doppelpunkte einer 
quadratischen Involution (Nr. 331). 

In einem Netz mit gemeinsamem Poldreieck sind die | 
Verbindungsgeraden zugeordneter Punkte die Straklen durck 
die Ecken desselben (Nr. 301). 

Jede Verhindungsgerade mgeordneter PunJcte A, B geJidrt 
einem Geradenpaare des Netzes an, namlich demjmigen, dessen 
JDoppelpunM der dritte SchnittpmM C der Geraden AB mit 
der Jacobischen Kwrve ist. Denn A, B, C sind Doppelpunkte 
von Geradenpaaren, A und B sind Beruhrungspunkte der 
Geraden mit aUen sie berukrenden Netzkurven, also muB das 
Geradenpaar vom Doppelpunkt (7 die Gerade AB, urn sie in 
A oder B zu beriikren, als Teil entkalten^ wakrend die Paare 
von den Doppelpunkten A bez. B sie nickt entkalten. 

Die Jacobische Kwrve dritter Ordnmg Jcann in eine Gerade 
wnd einen Kegelschnitt zerfallen. Dies tritt erstens ein, wenn 

18 * 
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alle KegdschniUe des Net^es durch mei f^ie Punkte gehe 
Denn die gemeinsame Sehne sondert sich als ein Teil aib, < 
die Paare ihrer InYolutioii mit den festen Pankten als Dopp€ 
pnnkten konjugierte Pole sind. Ancli der ubrig bleibem 
Jacobiscbe Kegelschnitt gebit durch die festen PunktO; der 
da jeder derselben in bezug auf das Netz sich selbst konj^ 
giert ist, so darf eine durch ihn gehende Grerade mit d 
gesamten Jacobischen Kurre nur noch einen anderen Schnit 
punkt haben (Nr« 364, i). 

' Die Jacobische Kurve dritter Ordnung zerfallt ferm 
wenn das Netz eine JDqppelgerade =» 0 enthalt, indem sic 
offenbar als ein Faktor der Determinante (109) absondei 
Wir konnen also yier Kegelschnitte beschreiben, die eine 
Kegelschnitt /‘ *= 0 in seinen Schnittpunkten mit der Geradc 
g'a.'-O und iiberdies einen Kegelschnitt einfach b 

ruhren. Die Schnitte des letzten mit dem Jacobischen Or 
sind die Beriihrungspunkte. 1st noch eine zweite Doppelgerac 
YOrhanden, so zeriKllt endlich auch der Kegelschnil 
d. h. die Jacobische Kurve besteht aus drei Geraden, namlic 
aus und aus der in bezug auf irgend eii 

Kui-ve des Netzes genommenen Polare des Schnittpunktes dc 
beiden Doppelgeraden. Die Jacobische Kurve eines I7etz( 
von Kegelschnitten mit gemeinsamem Polardreieck bestel 
aus den Seiten des Dreiecks, wie schon in Nr. 364 gezeic 
wurde. 

Dual entsprechende Eigenschaften hat natiirlich die z 
einem KegelschniUgewebe %(p{u, u) + u) + u) ^ 
geJiorige Jacobische Kwrve dritter Klasse. 

B. l) Die Gleichung der fur die Kegelschnitte 

= 0, sf = 0 , h = 0 

hk iyk i,k 

gebildeten Jacobischen Kurve lautet: 

(%1 ^21 ^3l) “b (%2 ^22 ^ 82 ) ^ 2 * (%S ^28 ^ss) ^8^ 

+ { (<^12 &22 ^ 8 s ) (^18 ^22 ^$ 2 ) } + { (<^12 ^23 ^ Ss ) + (%8 ^22 ^ ss ) } ^2 

+ { (^11 ^23 ^ 33 ) + (^13 ^21 ^ 33 ) } ^ s \ + { (^11 ^21 <^ 33 ) + (^13 hs ^ l ) } ^3 ^ 

“b { (%1 ^21 ^ 32 ) "b (^11 ^22 ^ 31 ) } %^^2 “b { (%1 ^22 ^ 32 ) "b (^12 ^22 ^ 8l ) } 

“b { (Pxi ^22 ^ 33 ) "b ^ ^23 ^3i) 0 5 
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Mer bezeicbnen usw. Determinanten, die man aus diesen 

Elementen der Hanptdiagonale leicbt bildet (vgl. Nr. 8). 

2) Besteben die Knrven f, die ein Kegelscknittnetz be- 
stimmen, ans einem Kegelscbnitt f = 0, einem Kreis iind der dop- 
pelt zablenden unendlicb fernen Geraden, so gebt die Jacobiscbe 
Knrve durcb die FufipimJcte der Normalen, die aus dem MittelpwnM 
des Kreises an den KegelschniU f gezogen werden Jconnen^^^) 

3) Die Jacobiscbe Kurve des Gewebes 

u) + fic£)(zt, u) = 0, 

wo cp{u'^u) = 0 einen beliebigen Kegelscbnitt, 0 einen Pnnkt 
nnd ©(w, = 0 das imaginare Kreispnnktepaar (Nr. 319) dar- 

stellt, zerfallt in den Pnnkt nnd eine Farabel, Diese bat zn Tan- 
genten die in bezng anf die Kurve (p{u^y)=^0 genommene Polare 
des Punktes femer die Acbsen dieser Kurve und die Normalen, 
die in den Berubrungspunkten der von y. an u) = 0 gelegten 
Tangenten gezogen sind. Die genannte Parabel ist der Polarkegel- 
scbnitt des Punktes y^ in bezug auf die Scbar konfokaler Kegel- 
scbnitte %cp(u^ u) + w) = 0 (Nr. 286, 2 und 365). 

4) Man soli einen Kegelscbnitt durcb vier feste Punkte so be- 
stimmen, daB er einen gegebenen Kegelscbnitt ^ = 0 berubrt. 

Wir denken die vier festen Punkte als Scbnittpunkte zweier 
Kegelscbnitte /‘—O, gegeben und erkennen aus der Be- 

dingung ftir die Bertibrung zweier Kegelscbnitte (Nr. 345), daB die 
Aufgabe secbs Losungen bat. Die Jacobiscbe Kurve der drei Kegel- 
scbnitte bestimmt mit = 0 die secbs Punkte, in denen diese Kurve 
von den secbs Kegelscbnitten beriibrt wird, die der Aufgabe ge- 
niigen; denn die Polare des Bertibrungspunktes in bezug auf ^==0 
gebt, weil sie aucb die Polare in bezug auf einen der Kegelscbnitte 
li/‘+ — 0 ist, durcb den Scbnittpunkt der Polareu in bezug 

auf f = 0, ^ 0. 

367. Cayleysclie Kurve des Netzes. Zu einem gegebenen 
Netze gibt es nacb Nr. 349 ein konjugiertes Kegelscbnittge- 
webe von der Art, daB jeder Kegelscbnitt des ersten Polar- 
dreiecken des letzten nmgescbrieben ist. Die beiden Systeme sind 
kontravariant, d a sie dual und projektiv verbunden sind. Bedeuten 
(p{u, u) = 0, x(Uf u) = 0, ^(w, «) = 0 irgend drei das Gewebe 
bestimmende Kegelscbnitte, so ist die zugeborige Jacobiscbe 
Kurve dritter Klasse durcb das Verscbwinden der Deter- 
minante ibrer Ableitungen gegeben (Nr. 363). Der Jacobiscben 
Kurve dritter Ordnung eines Netzes dual entsprecbend ist 
diese Kwve dritter Klasse die SiilTkwve der doppelt zu zahlen- 
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defn Trager der dem Gewele angehorigen PunMe^aare. 
das gegebene ISTetz ^f(x, x) + Xg(x, x) + [ih(x, x) ^0 ist 
eine kontravariante Kurve tmd zwar wird sie als die Cay 
sche Oder Hermitesche Kurve C = 0 Net^es bezeiclinet. 
Die Cayleyscbe Xurve des Netzes ist daber zugleicb die Jac( 
scbe Kurve des dem Netz konjugierten Gewebes.*) 

Die Punlctepao/re des Gewebes sind als Kegelschnitte, 
denen des Isfetzes harmonisch eingeschrieben sind, Paare 
konjugiejien Polen des Netzes, d. h. sie liegen auf der Ji 
bischen Kurve des Netzes (Nr. 366), die zugleicb Cayleys 
Kurve des konjugierten Gewebes ist. Die Cayleysche Ki 
des Netm ist die Hulllmrve der Y&rbindungsgeraden der m 
ordneten Punkte auf der Jacobischen Kurve. Also ist sie j 
jektiv definiert als die HuUkurve der Geraden, die die Ke] 
schnitte des Netzes in Punktepaaren einer Involution scbneic 
Die Doppelpunkte der Involution sind die konjugierten I 
auf der Jacobiscben Kurve. Ibre Gleicbung ergibt sicb h 
aus unmittelbar, indem man aus jeder der drei Gleicbun 
f(x, x) = 0, g(x, x) = 0, h(Xy x) ^0 mit Hilfe von u^- 
eine der Veranderlicben z. B. x^ eliminiert und nacb Nr. 
und 331 die Determinante der Koeffizienten von x^x^^ 
gleicb Null setzt, um die involutoriscbe Lage der drei Pun] 
paare auszudriicken. Die Entwickelung lautet nacb Divis 
durcb ^3®: 

(ttgg &33 C23) U^ 4“ (<^33 + {p^ll ^22 ^12) 

”1" { (%1^22 ^35) "^(<^28^81 ^12) } 

{ 2 (^38^12^23) (^22^88^31) } 

+ { 2 (^11 !^28 ^ 3 l) (<^23 ^33 ^12) } W3 

+ { 2 (< 3^33 631 <^2) (^88^11^23) } 

+ { 2 (^33 ^11 ^12) } ^^2"% 

+ {2(«22 &si<?i 2) - 

+ { 2 (^11 Cgg) (a^^ J22 C31) } u^u^ = 0 . 

•) Man hat diese Eontravariante C des Netzes und die Jacobis 
HUllkurve der drei Kegelschnitte f, g, h, denen die Tangentialfon 
F, H zngehSren wohl zu unterscheiden; die qp, sind nieJit 
Tangentialformen von /*, g, 
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Wie die Punktepaare eines Gewebes zugeordnete Punkte 
der Jacobiscben Kurve des konjugierteu Netzes sind, wird 
dual die Cayleyscbe Kurve des Netzes oder Jacobiscbe Kurve 
des konjugierteu Gewebes von den Geradenpaaren des Netzes 
nmbuUt. Ibre Gleicbung entsteht somit aus der Forderung 
der Identitat 


afix, x) + Xg(x, x) + ghix, x) = 

Oder aus den sects Beziehungen 

2(jca,.j+ 

durch. Elimination von x, X, ft, v^, v^, in Gestalt der Deter- 
minante . 


<111) 2C: 


«11 

hi 

^11 

% 

0 

0 

^22 

^22 

^22 

0 

% 

0 

^33 

hs 

^33 

0 

0 

Ms 


2633 

2^23 

0 

Ms 

Mj 

2asi 

2681 

2^81 

Ms 

0 

Ml 

2% 

26x2 

2^12 


«1 

0 


-0. 


Der Satz, da6 die Cayleyscbe Kurve eines Netzes von 
fallen Geraden umbuUt wird, die die Kegelscbnitte des Netzes 
in Punktepaaren einer Involution scbneiden, gestattet, die 
Gleicbung dieser Kurve in einer Art abzuleiten, die baufig 
zweckmafiiger ist als die Ausrecbniing der Determinante (111). 
Einer Geraden = 0 entspriebt namlicb nacb Nr. 365 als * 
Ort ibrer Pole in bezug auf das in dem Netz (108) entbaltene 
Buscbel ocf(x, x) + Xg(x^ x) 0 der Polkegelscbnitt 
E 4: (/is^a^g) = 0, und dieser trififb nacb Nr. 365 die Gerade 
in den Doppelpunkten DxyD^ der Involution, die auf 
= 0 von den Kurven des Biiscbels ausgescbnitten wird. 
Bildet man nun nacb S. 232 in Nr. 355 die Bedingung, daB 
die Gerade u^=^0 die Kegelscbnitte 0 und li{x, x)=-0 

in zwei barmoniscben Punktepaaren trifffc, so bat man bier- 
mit die Gleicbung der Cayleyscben Kurve in Linienkoordi- 
naten denn das auf der Geraden gelegene Punktepaar 
liegt alsdann barmoniscb zu den Scbnittpunktepaaren der 
Geraden und der Kegelscbnitte f^gyb, d. b. die Gerade trifft 
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die Kegelsckaitte des Netzes in Punktepaaren einer Involution^ 
ist also Tangente der Cayley sclien Kurve.^^^) 

Die beiden Geraden eines Geradenpaares des Netzes sind 
als Tangenten der Cayleyschen Kurve des ISTetzes in dem- 
selben Sinne einander zugeordnet wie die Punkte .auf der 
Jacobiscben Kurve. Ersetzt man in (111) durch 
durch die Eoeffizienten der Kurven q)(u^ u) = 0, 

%(Uy u) « Oj w) = 0 des konjugierten Gewebes 

(112) %(p(u, u) + w) + w) =* 0, 

so erbalt man den Ort der Punkte, von denen an die Kurven 
dieses Gewebes Tangentenpaare einer Involution geben, d. h. 
die Cayleyscbe Kurve dritter Ordnung 2 T' = 0 des Gewebes 

(112) , die zugleich die Jacobische des urspriinglicben Netzes 
(108) ist. 

Bei Bildung der Gleichimg in Linienkoordinaten fiir das 
Ketz (108) treten nur die fruberen Kontravarianten der Paar© 
g, h] hj Z*; /*, g auf, denn diese Gleicbung lautet 

(113) -j- *4” “k 23^219^2 ~ 0, 

und bier sind F, G, H die Tangentialformen von f, li,- 
wabrend Bia die linken Seiten der Gleicbungen der 

zu g und h, zu h und f, bez. zu f und g gehorigen harmo- 
nisclim Kiirvm sweiter Klasse (Kr. 355) bedeuten, so daS 
z. B. 2 jB^ 2 durcb (37) in Nr. 353 definiert ist. 

Ersetzt man in (111) die durcb ferner 
durcb die Koeffizienten von JP, G, B. (also nicbt 

durcb die Koeffizienten von g?, ^ aus dem konjugierten 

Gewebe (112)), so stellt die so erbaltene Determinant© 2F, 
gleicb Null gesetzt, die Oayleyscbe Kurve dritter Ordnung des 
Gewebes 

(114) %F{Uy u) + X G(u, u) + «f) = 0 

dar. Es seien nun Zcgg, die linken Seiten der Glei- 

cbungen der zu Q und zu S und F, bez. zu F und G 
geborigen harmonischm Kurven meiter Ordnung (Nr. 356), so 
dafi z. B. 2X^12 durcb (39) in Nr. 354 definiert ist. Alsdann 
erbalt man zwiscben JT, /*, g^ \ die Beziebung 
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MU') I r^^^AJBCfgh 

walirend G, Bgs? ^bd Cry -2 durch 

(116) C^=4FGjff+ 3^-4 <3^53,2 _ 4j32i,3 

Yerbunden sind. 

B. 1) Man iiberzeuge sicb, daB das durch die Kurven zweiter 
Ordniing 

/•=aiV+ g = l)^x^^+ 

h = ^2^2^+ 2 ^31 ^3^1 == O' 

bestimmte Netz zn dem dnrcb die Knrven zweiter Klasse qy = i/g = 0, 

X = <^31^2^ ^31^3*" ^3 ^9 

llJ = as&2S V— == 0 

bestimmten Gewebe konjugiert ist, so daB die Kurven des bTetzes 
denen des Gewebes barmoniscb umgescbrieben, die Kurven des Ge- 
webes den Ketzkurven barmoniscb eingescbrieben sind. 

2) Die Ca.yleyscbe Kurve des einen Doppelpunkt entbalten- 
den Gewebes 

*(«!% + “3*^2 + «3«8)“ + “) + w) = 0 

ist eine Kurve dritter Ordnung, die den Punkt zum Doppel- 
punkt bat.^^^) 

368. Invarianten dreier Kegelsclmitte. Um Ima/rianim 
der drei Kegelsebnitte g^ h zu finden, bilden wir wiederuin 
die Diskriminante ibxes Netzes %f + Xg + iih = 0. Ibre Ent- 
wickelung ist zu scbreiben 

f %^A + X^B + g?G+?>%^XQ^,.^ + ?y^AX^Q^^^+ 3^^0228 

^ M + -f 

wo die Eoeffizienten 30,.,.;. die fruberen Invarianten der drei 
Paare von Kegelscbnitten sind. Dagegen entstebt dadurch, 
daB man in der Diskriminante A jedes Glied %ia 22%89 
dnrcb eine Summe wie 

^11^22^38 ^11^22^33 "I” ^11^22^38 “i“ ^11^22^33 

+ <5i1<^22^83 “1" ^1^22^3? 

ersetzt, die neue Simultaninvarianie 60|23 des Kurventripels, 
die in (117) den Paktor von yAg, bildet. 

Bilden wir ebenso die Diskriminante des dnrcb dieselben 
drei Kegelsebnitte bestimmten Gewebes 

yF(u, «■) 4- X'G(u, u) + gE(u, w) — 0, 



282 


XIX. Invariantentlieorie der Kegelscimitte. 368. 


SO ist der GGjgg entsprechende Eoeffizient des Gliedes mit 
oc' I' II eine Invariante vom meiten Grade in den Koeffi- 

menten von fy g, h, die nicht in Punktion der vorangelienden 
Invarianten ansgedruckt werden kann. 

Unter den aus den biskerigen znsammengesetzten Inva- 
rianten befindet sick insbesondere eine, die zugleick eine 
Invariante der Jacobiscken Kovariante ist. Man erkalt sie 
nack dem Prinzip, daB aus einer Kovariante und einer Kontra- 
variante von einerlei Grad eine Invariante entstekt, wenn man 
in die eine Differentialsymbole einsetzt und mit ikr an der 
andern operiert. (Vgl. Nr. 139 der „Vorlesungen iiber die 
Algebra der linearen Transformationen^^ von Q, Salmony deutsck 
bearb. von W. Fiedler y 2. Aufl., Leipzig 1^77.) So entstekt 
aus der Jacobiscken Kovariante und der Kontravariante von 
Nr. 367 eine Invariante Ty deren Ausdruck lautet 


(118) 


+ 4 (%1 ^22 ^23) (^11 ^33 ^23) + ^(^22^33^13) (^22 ^11 <^3) 
+ ^ (^33 ^11 ^12) (%S ^22 ^12) "k 8 (^11 ^23 <^13) (^22 ^23^13) 
-f- 8 ((35^1623 ^12) (^33 ^23 ^12) ® (^33 ^18 ^12) (^22 ^18 ^12.) 

— 8 &13 <^12) (^22 ^38 ^23) ^ (^22 ^12 ^23) (*^33 ^11 ^is) 

8(a33 533Cj3)(a3Li&22^12) "k ^ (^11 ^22 ^33) (%3 ^18^12) 

— 8(a23&isCi2)‘'; 


WO die Faktoren der Glieder dreireikige Determinanten be- 
zeicknen. 

Man kann aber diese Invariante T durch die vorker er- 
waknte Invariante G'igs '^'om gleicken Grade in den Koeffi- 
zienten und durck die friikeren Invarianten ausdriicken, wie 
wir in den Beispielen zeigen woUen. Zunackst bilden wir 
nock diejenige Invariante des Kegelscknittnetzes bez. Gewebes, 
deren Versckwinden ausdrdckt, daB sick unter den Kegel- 
scknitten des Systems doppelt zaklende Geraden bez. Punkte 
befinden. Diese Invariante M erkalten wir, indem wir die 
Bedingung ausdriicken, daB %f-{‘Xg + ii'h ein voUstandiges 
Quadrat wird, oder also, daB seine ill den Parametern qua- 
dratiscke Reziprokalform 

(119) :^F+ X^G + g?E+ 2XiiH^^ -k + 2xXH,,^ 
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identisch verschwinde (Teil 1, S. 307). Bezeichnen wir die 
Koeffizienten von u^Uj^ in den Kontravarianten 

§t,i, bez. K.j, SO ist das Ergebnis der Elimination 
der sechs GroBen Xyu, xX zwiscben den durcb 

das Nullsetzen der Koeffizienten der Reziprokalform entsteben- 
den sechs Gleichnngen das folgende: 


Ai 

Ai 

-^33 

-4-23 

Ai 

Ai 


■®23 

^33 

•®2S 

■®Sl 

^12 

Cn 


^33 

C 23 



Stn 

Ai 

9183 

%3 

2Isi 

Ai 


Ai 

SSss 

9523 

®31 

Ai 

Su 


©33 

®2S 

6s, 

Ai 


Demnach charakterisiert die Bedingnng M *= 0 ein Netz von 
besonderer Art. 

Die Determinante ist vom vierten Grade in den Koeffi- 
ziienten jedes der drei Kegelschnitte, z.B. des ersten, da die 
im zweiten Grade in der ersten ZeUe nnd linear in der fanffcen 
und sechsten erscheinen. Es folgt daraus, daB in einem linaren 
Kegelschnittsjstem dritter Stufe 
(121) e{x, x) + ^f{x, x) + Xg(xy x) + iih(x, x)=^0 
vier Doppelgeraden auffcreten (Nr. 347,3); denn die Invariants M 
der Kegelschnitte 

e(x^ x) + xf{Xj x) = 0, g(x, x) = 0, }i(x, a?) = 0 
iiefert zur Bestimmung von % eine biquadratische Gleichnng. 
l) Fiir die Kegelschnitte 

/*— aiiVH 1" ^<hB^2^3+- ’ = 0, 

g^aj^x^^+ a2a;2^+ 0, h ^ ^ 0, 

die ein Netz bestimmen, bilden wir die Bedingung, unter der sie 
einen Punkt gemeinsam haben oder ihre Resultante. Aus den bei- 
den letzten Gleichnngen hat man 

X^^ • ‘ ^3^ ~ (^2 ^s) * (% ^l) • (% ^2) ? 

wofiir : cc ^ : <Xg gesetzt werden m6ge; die Einfuhmng dieser Werte 
in die erste Gleiehung nnd die Beseitigung der Wurzeln Iiefert 

{ ^ <J>22^33^^^3 * * + “1“ * 0 } ^ 

= + A2%s%<^s)- 

Die linke Seite dieser Gleichnng ist das Quadrat von T. In- 
dem wir die Differenzen der ai fur die einsetzen, konnen wir T 
selbst ausdriicken, namlich in der Form 
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{ % (%3 + ^ss) + <^2(^33 + %) + + ^22) } ^ 

- 4(«n+ • 0(«ii«2«’3+ * ') - KAi^l+ ' 0 
— -1 — )(<3f2as + • •) + 8 + ^s) + * * } ? 

in der alle Gliedergruppen I’undamentalinTarianten des Systems 
sind bis auf H” *^ 22 ^^ -^ss^s^ gleicli 9 023$ 02ii ® ^ 

ist, also ansdrackbar durcb die Invariante des Textes aus der Dis- 
kriminante des Gewebes. Man bat also^^^) 

, 3 ^^ ~ ®12S (®122®133 + ®211®23S + ®S11®S22) + ^ ® 12S* 

2) In Viererkoordinaten (Nr. 304) lassen sicb die drei Kegel- 
scbnitte des Netzes in der Normalform ausdrucken, also z. B. durcb 

a^ccJ + 0 , 

g^\x^^-\ = 0, = ^5 

wobei + ^3 + ^4 ^ ^ ’ 

und zwar auf unendlicb Yiele Arten. Denn jede der Gleicbungen 
^ = 0, h=^ 0 entbalt drei Konstanten explizit und jede der 
linearen Funktionen x^ zwei Konstanten implLzit, so daB siebzebn 
Konstanten zur Yerfiigung steben, wSbrend f, A zusammen nur 
fiinfzebn .unabbangige Konstanten entbalten. 

Wir sucben nacb diesen Voraussetzungen die Bedingung auf, 
unter der die drei Kegelschnitte einen gemeinsamen Scbnittpunkt 
baben. Indem man die Gleicbungen /^=0, ^==0, nacb 

^ 2 ^ ^ 3 ^ aufldst und die vier Determinanten einftihrt 

-4 ^— -^2 ~ -^3 ~ (^ 4^1 ^ 2)9 -^4“ (^2 ^ 1 ^ 3 ) 9 

findet man x^^, x^% 0 * 3 ^, a;/ proportional zu -4^, A 2 , A^ und 
erbalt durcb Substitution in x^-\- x^^ x^== 0 die fragliche 

Bedingung in der Form 

1 / A^ 4“ ^3 4" l / -^3 4" V ^4 ~ ^ Oder 

(V + ^2" + - ^AA - ^^AA - ^AA 

^A^A^ 2 . 4 . 3 ^^)®== 64AiA2A^A^, 

Die linke Seite dieser Gleicbung ist wieder das Quadrat der 
Invariante T, die recbte Seite ist 64 M. 

• 369. Wenn wir die Diskriminante von 

“f- Xg 4^ (iJh == 0 

als kubiscbe Form der Veranderlicben x, Xj /x betracbten und 
gemaB der Tbeorie derselben ibre Invarianten und Tq bilden*)^ 

*) Ygl. G. Salmon y Analytisobe Geometrie der bSberen ebenen 
Kuiven, bearb. von TF. Fiedler, 2. Aufl., Leipzig 1882, S. 247/9. 
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die bez. vom vierten und vom sechsten Grade in den Koeffi- 
zienten sind^ so findet man^^®) 

^4 proportional zu — 48 M, 

Tq proportional zn T(72M — T^). 


Es sind also diese beiden Formen als Funktionen der zebn 
Fundamental-In varianten des Netzes %f Ig + = 0 aus- 

gedruckt; Tj ©'jgg sind nicht linear durch jene zebn aus- 
drdckbar, aber dock in Verbindung mit ihnen bestimmt. Wir 
konnten entweder M oder T aus diesen Gleicbungen elimi- 
nieren und so Gleicbungen bilden, die sie einzeln mit den 
Fundamental-Invarianten Yerbinden. 

Die Resultante der drei Formen g, h wird 64M, 

und i2 = 0 ist also die Bedingung dafiir, daB alle Kuryen des 
Netzes einen Punkt gemeinsam baben. 

Irgend drei Kegelscbnitte konnen im allgemeinen als die 
Polarkegelscbnitte von drei Punkten in bezug auf eine Kurve 
dritter Ordnung betracbtet werden. Wablen wir die Darstel- 


lung in Viererkoordinaten wie im vorbergebenden Beispiel 2), 
so erbalt die Gleicbung der Kurve dritter Ordnung^ deren 
erste Polaren sie sind^ die Gestalt 

m3 /1*S 

( 122 ) 5 - + |.+ 5 _+|.._ 0 , 


und man erkennt, daB das Verscbwinden der Invariante M, 
das eines der gleicb Null fordert, einen Ausnabmefall bildet, 
wo die drei Kegelscbnitte nicM aus derselben Kurve dritter 
Ordnung ableitbar sind. 

Im aUgemeinen Falle erbalt man die Gleicbung der Kurve 
dritter Ordnung, indem man die Hessescbe Kovariante der 
Jacobiscben Kovariante J der drei Kegelscbnitte bildet und 
von ibr die mit 2T multiplizierte Jacobiscbe abziebt.^^^) Hier- 
bei ist angenommen, daB diese Hessescbe Kovariante die 
Determinants der zweiten Ableitungen von J ist, ohne Zdhlen- 
faktor, 

Wenn wir ferner mit den Kegelscbnitten an der kubiscben 
Kontravariante operieren oder mit ibren Reziproken an der 
Jacobiscben Kovariante, so entsteben lineare Kontravarianten 
und Kovarianten. Sie steUen die Punkte dar, denen die Kegel- 
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sclmitte als Pqlaren fur die Kurve dritter Ordnung entsprechen 
bez. die Polargeraden dieser Punkte fdr dieselbe Kurve. 

B. Die Kegelschnitte 

f = + 022 V + «38*8* = 0) £' = ^22 0 , 

li = 0 

sind Polarkegelscbnitte dreier Punkte P, bez. It in bezug auf die 
Kurve dritter Ordnung 

(hi ® 22 \l(^l ^31 ^ 3 ^ “ 1 " ^ ^ 22 ^)^ 1 ^ 2 ^ 

dabei baben P, Q, JS die Koordinaten 

Pi' ^22^31 • ^ • %1^22l & “ 9'2 • “ ^33^22 * ^ * ^22^31? 

^1 • 0 : 1 : 0 . 



Zwanzigstes Kapitel. 

Analytische Grrimdlageii der Metrik. 


370. Metrisclie Bezielmiigen. Die Untersudmngen fiber 
die allgemeine Gleichung zweiten Grades und fiber die Theorie 
der Invarianten Tind Kovarianten in den letzten drei Kapiteln 
haben zur Entwickelung der Metbode gedient, durcb die auf 
rein analytiscbem Wege geometriscbe Wabrheiten gefanden 
werden konnen. Die Eigenscbaften der bomogenen Formen 
und das Hilfsmittel der Determinanten verleiben ibren Er- 
gebnissen jenen Cbarakter algebraiscber Allgemeinbeit, der 
vielleicbt der unterscbeidende Hauptcbarakter der neueren 
Forscbungen genannt werden darf. Auf solcbe Weise lernt 
man die allgemei^n Eigenscbaften der Kegelsebnitte kennen; 
aber die Eigentfimlicbkeiten jener besonderen Kegelsebnitte, 
die, wie die Parabel, der Kreis, die gleicbseitige Hyperbel^ 
durcb besondere metrisebe Beziebungen ebarakterisiert sind, 
treten in dieser Art der TJntersucbung wenig hervor. "Cber- 
baupt sind die metriseben Beziebungen gegen die allgemein 
projektiyen zurfickgetreten. Im Folgenden ist darum zunaebst 
nacJimweisen, wie die vorigen Untersuchungen aiwh m metri- 
schen JBesieJmngen fuJiren, 

Die bomogenen Pormeln lassen sicb, wie wir mebrfacb 
geseben baben (Nt. 362 SchluB, Nr. 88 usw.), obne weiteres 
durcb Einfiibrung niebt-bomogener Koordinaten metriscb 
spezialisieren. Nicbt ebenso unmittelbar bieten sicb die Aqui- 
valente zu gewissen fur Gleicbungen in Cartesiseben Koordi- 
naten woblbekannten Punktionen bei Anwendung von Drei- 
eckskoordinaten. Zu ibrer leiebten Gewinnung bilft die Tbeorie 
der Invarianten, sobald es gelingt, die mei/rischen JBe 0 iehungenr 
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in Beziehungm der gegeb&n&n JElemente mm Unendlichfernm^ 
insbesondere m den imagindren KreispunMen umzusetzen. Zur 
Erlauterung der Methode greifen die folgenden Nummem 
auf die Theorie der Gattuugskriterien iind Fokaleigenscliafte)! 
zuriick. 

371. Homogene Gattimgskriterien. In den zu den recht- 
winkligen Oartesischen Koordinaten on, y dnalen Linienkoordi- 
naten lantet die Tangentialgleickung des Paares der imaginaxen 
Kreispunkte + 2 ?® = 0 . 

Von der besonderen Beziebung eines gegebenen Kegel- 
schnittes zu diesem Punktepaar bangt zum Teil die Gattung 
des Kegelscbnittes ab. Wir betracbten daber die Invarianten- 
tbeorie einer Scbar 

( 1 ) 2.g)(Uf v) = 0 , wo 

(2) <p (m, v) = H + 

ist, also einer Schar Jconfokcder KegdschniUe (Teil I, Nr. 232). 
Die Diskriminante dieser Sekax wird (vgl. Nr. 343): 

(3) _ j,(a) = _«33 2 + 2®(A,,+ A,j)-A®A, _ 

wobei A die Determinante von <p(u,v) bedeutet, wabrend 
Aji, Aj 2 die Fnterdetenninanten von und ™ Schema 
von A sind. Die Grleichnng y{l) = 0 hat l^e Wurzel 1 = 0, 
•wodurch zum Ausdruck kommt, da 6 das imaginare Kreis- 
punktepaar der Schar ( 1 ) angehort. FaBt man g}(u, v) = 0 

als die zu f(x, y)^ 2 a^^xy -] 1 - ajj = 0 gehorige 

Gleiohung in Linienkoordinaten F(u, v) = 0 auf, so sind die 
mit den sonst durch J.,j bezeichneten GroBen identisch, 
A,.j geht fiber in A in J.® (TeU I, S. 284), und an Stelle 
von = 0 tritt nach Absonderung des Faktors X: 

(4) - XA(a^^ + ajj) + — Oja® = 0. 

Hier erkennt man in au+Oss und 0 ^ 3 ®= 0 die 

Ausdrficke wieder, durch deren Verschwinden die gleichseitige 
Hjperbel und die Pajrabel charakterisiert werden (Teil I, S. 326 
bez. 271). Vom Standpunkt der Invariantentheorie betrachtet 
sind «ii +»22 — ®i 2 *= -^ss die fdr die Formen 

f{x,y) und tt®4-®® gebMeten, frfiher mit 30 und 3 H be- 
zeichneten Invarianten. Hat die Gleichung (4) eine Doppel- 
wurzel, so zeigt dies an, daB die imaginaren Kreispunkte 
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selbst jedem Kegelsclinitt der Schar angehoren, da dann die 
Ton ihnen ausgelienden Tangenten nur ein zusammenfallendes 
Paar von Schnittpunkten haben. Die Bedingung + <^22) " 

= 4(^11 ^22 ““ <^12^ (^11 — ^22)^+ fill* keine 


anderen reeilen Werte als a., 


erfuRt werden 


kanji; ist daher die charakteristiscbe Bedingung fur den Kreis 
(Nr. 97 ).**^) 

Bei trimetriscben Normalkoordinaten ist nacb Nr. 319 
I o(u,u) = uf^ + ^'2^+ ^8® ““ 2 u^u^ cos 
1 — 2^3% cos — 2 u^u^ cos - 4 g = 0 

die Gleichnng des imaginaren Ereispunktepaares, und zwar 
bedeuten bier A^, A^, Ag die Winkel des Koordinatendreiecks. 
Die zu ( 5 ) geborige Gleicbung in Punktkoordinaten 

I sin^- 4 i + ‘ + oCg^ sin^Ag + sin A^ sin J.3 + • 

^ ^ I + 2x^X2 sin A^ sin J.2 = 0 

in der man sin . . durcb die ibnen proportionalen Langen 
‘ • der Gegenseiten des Koordinatendreiecks ersetzen konnte, 
steRt doppelt zablend den Trager des Punktepaares ( 5 ), die 
unendlicb feme Gerade dar (Nr. 75 ). 

Die Bedingung dafur^ daB 

(7) f(Xy x) ^ H h ^3^83^2^ + + • + 2ai35?iir2 =- 0 

eine gleichseitige ECyperbel darsteRt, wird in trimetriscben Nor- 
malkoordinaten 


f 30 = dll + ^22 “h ^^33 — 2^33 cos A^ — -^2 

^ ^ 1 — 2^12 COS Ag = 0, 

und die Bedingung fiir die Barahel wird 

I 3 H = sin^^i + ^22 + Agg sin® J.3 

+ 2^23 sin A2 sin Ag + 2 Jg^ sin Ag sin A^ 

4- 2 J.12 sin A^ sin Ag = 0. 

Ist die Gleicbung 30 ®— 4 H = 0 erfuRt, deren linke Seite 
auf verscbiedene Arten in eine Summe von zwei Quadraten 
zerlegt werden kann, so gebt die Kurve ( 7 )^ wenn sie reeR ist, 
durcb die beiden imaginaren Kreispunkte, ist also ein Kreis. 

Damit ist klar, wie die Kriterien unter Annabme aRge- 
meiner projektiver Koordinaten zu bRden sind, sobald die 
Gleicbung der imaginaren Kreispunkte bekannt ist. 

*) Die Doppelwuizel ist — 1 : (On — ^j®). 

Salmon- Fiodler, anal. Goom. d. Kegeisclin. XI. 7. Aufl. 19 



Der Hauptkreis als Kovariante h. 


291 


bestehende Kurvenpaar, bezeiclmet den Ort eines Punktes, fiir 
den das Paar seiner Tangenten an den Kegelschnitt zn dem 
Paar seiner Verbindnngslinien mit jenen festen Pnnkten har- 
moniscb konjngiert ist (Nr. 356). 1st das Punktepaar insbe- 
sondere das der imaginaren Kreispnnkte; so bezeicbnet Z? =* 0 
den Ort des ScJinitfpunTctes der JPaare rechtwinkliger Tang&ntem 
(Nr. 313; 2). Alsdann ist‘ nacb dem in Nr. 354 gegebenen 
Werte 

(10) 2l(x, y) = — 2A^^x - 2A^y + + -Ajj = 0 

die allgemeine QleicJmng des Hauptkreises in rechtwinkligen 
Cartesischen Eoordinaten y, Fiir == 0 oder ^12^ 

d. b. fiir die Parabel, gibt Jb = 0 ibre Leitlinie: 

( 11 ) 2(A^^x + A^zV) “■ (-^11 + -^ 22 ) ^ 

In trimetriscben Normalkoordinaten findet man die all- 
gemeine Gleicbnng des Hauptkreises in der Form der Ko- 
variante 2'k{XyOS) von F(ujU) und cd(W;W); namlicb 

^ M + 2 (A^^ cos JLi “ A 2 Z — ^13 cos -4^ — A^^ A^) iTg iCg -f • • = 0 . 

Man kann diese Grleicbung mit Hilfe der Ableitungen 
aucb scbreiben 

n f — +'^fifa cos A + cos A 

'■ '' t + 2/;jr5, cos^g= 0. 

DaB sie einen Kreis darsteUt, kann gezeigt werden (vgl. 
Nr. 321); indem man sie auf die Form bringt 

sin A siJi ^2 sin ^3 • (sin Ax' ‘ a?! + * •) 

— 3H sin A^ + sin A^ + x^x^ sin ^3}= 0; 
vro (sin A)^ zur Abkiirzung fiir x^ sin A^ + x^ sin A^ + x^ sin A^ 
gesetzt ist. Wenn der Faktor H recbts verscbwindet, ist 
(Nr. 371) die Kurve eine Parabel, und unsere Grleicbung stellt 
das aus der unendlicb femen Geraden und der Leitlinie der 
Parabel bestebende Geradenpaar dar. 

B. 1 ) Man zeige, daB die Gleicbung der Leitlinie der Parabel 
(Nr. 317,1,3) = 0 lautets 

tg Ag tg Ag + a^x^ tg Ag tg A, a^x^ tg A^ tg Ag = 0. 

19'*' 
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2) Der Winkel (p der vom Pimkte an die Knrve f{x^ a?) = 0 
gezogenen Tangenten ist bei trimetriscben Normalkoordinaten ge- 
geben durcb die Pormel 

,(2/1 sin J.1 + 3/j sin + j/, sin ji,) l/— 27 ( 3 /, V) 

= ± , 

wobei x) durcb (12) definiert ist. Bei rechtwinkligen Cartesi- 
scben Koordinaten ist i/i sin -4^^ + * * durcb 1 zu ersetzen^ ftir den 
Nenner h kommt dann (10) in Anwendung. ^^®) 

3) Die Gleicbung 

{UK— U ^%) si’i A + (/s ^<1 — fi ^s) sin ^2 + 7i ^2 — /a ^i) sin 2s = 0 , 
in der /i, . • • die partiellen Ableitungen der Ausdriicke f(x^ x) 
und h{x^ ic) bedeuten, stellt die beiden Acbsen des Kegelscbnittes 
f{x^ it;) = 0 dar fiir 7c(ir, a;) = 0 als Gleicbung des Hauptkreises. 

Derm sie ist die Bedingung fur die Koordinaten eines Punktes, 
dessen Polaren in bezug auf den Kreis ifc(a;, a?) = 0 und den Kegel- 
scbnitt f(aj, a?) = 0 einander parallel sind. 

373. Homogene Brennpunktskriterien. Die Wurzeln der 
Diskriminante einer Kegelscbnittscbar sind die Parameter 
ibrer Punktepaare. Also’ sind die beiden Wurzeln der Dis- 
kriminante der konfokalen Scbar (vgl. Nr. 371) 

(14) dQAX + 3H = 0^) 

die Parameter der beiden Faare von Brermpunlden des Eegel- 
scbnittes, der durcb eine numeriscbe Gleicbung /* = 0 gegeben 
ist. Bei Verwendung der zu den bomogenen rechtwinkligen 
Cartesiscben Koordinaten z dualen Linienkoordinaten 

%i, V, w bestimmen wir die Brennpunkte, indem wir eine 
Wurzel von (4) in + v"^ — XF{UyV,w) = Q einsetzen^ so 
daB die linke Seite dieser Gleicbung von der Form wird 
{x'u + y'v + 0'w){x"u + y"v -f- 
denn nun sind die Brennpunkte x i ss \ y'i x": | 

Der eine Wert von 2 gibt die beiden reellen, der andere die 
imagindren Brennpunkte. Dasselbe Verfabren ist bei trime- 
triscben Koordinaten anwendbar. 

Bildet man ferner nacb der Kegel von Nr. 309 die Rezi- 
prokalform von u^+ v^ — lF(tijVyW)y so erbalt man die 
Gleicbung in Punktkoordinaten x^ y eines mit dem gegebenen 
Tconfolcalen Kegelschnittes in der Form 

*) Sie bat gleicbe Wurzeln fur den Fall des Kreisea und eine 
versebwindende Wurzel fur den Fall der Parabel. 
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fl5) — 2^232/4” -4^1 + -422} 

^ ^ I +1 = 0. 


Man erhalt aus ihr die Gleiclinng der Hullkurve des Systems 
(Nr. 292), d. h. der gemeinscliaftliclien Tangenten, als 


(IQ') ( {^ssC^^ ”1“ y) 2-4^3^; 2^232/ + + -4.22 } ^ 

^ ^ ^ -4:Af(x,y)=^0. 

Dnrcli Zerlegen derselben in das Faktorenpaar 

{(^ - (y - m {(^ - ccj+iy - ^y] 

wiirde man die Brennpunkte a [ jS; cc' \ ^' ebenfalls erbalten. 

AUgemein entspricht der trimetriscben Gleicbung (d(u^u) 
— XF(u, v) die Gleicbung in Normalkoordinaten 

X^Af{x, 'x) — X[ (^22 + A 33 + 2^23 cos A^xy + - • 
(17) +2(J.iiCos-4i— ^23— A 13 COSA 3 — Ai 2 COsA 2 )ir 2 ir 3 +-*} 

+ [x^ sin A^-\- • 0 . 


Wenn X einen der ans der verscbwindenden Diskriminante 
entspringenden Werte erbalt, so liefert die Reziprokalfonn 
zn o{Uy v) — XF(u^ u) = Q das Quadrat der Qleichung einer 
der Achsen des Kegelsclmittes^^*^ 

B. 1) Man bestimme die Brennpunkte you 

— 2xy + 2y ^ — 2x — 8^/ + 11 = 0. 

Die quadratiscbe Gleicbung in X ist -4^1^ 4-41 + 3 =* 0, 

und ihre Wurzeln sind X = d : A und 1 *= 1 : A mit -4 == — 9. 
Fiir den Wert 1 « — wird 

6w^+ 21'2;^+ 3 + BOuv + 12uw + 18vw + 3(«^® + v^) 

= B(u + 2^ + w){Bti + 4t; + «;); 
dies liefert die Brennpunkte 1 1 2; 3 | 4. Der Wert X = — ^ 'gibt 
die imaginaren Brennpunkte 2 + i | 3 T i 

2) Man bestimme den Brennpunkt einer durcb die allgemeine 
Gleicbung in Cartesiscben Koordinaten gegebenen Parabel. 

Die quadratiscbe Gleicbung wird linear, und 

(flll+«23){AX+A2®®+2As«’«’ + 2J3iWM + 2^12M©}— 

ist in Faktoren zerlegbar: dieselben mussen sein 

(^11 + ^ 22 ) (2 ^13^+2 ^23 
(^ 11 + ^ 22 ) Alt — A , (<^1 1 + ~~ ^ 41 4 - ^ 

^(^11 + ^22) -^18 ^{^11 + ^22) -^23 

Der erste Faktor liefert den unendlicb fefnen Brennpunkt und zeigt, 
da6 die Acbse der Kurve zu A^^x — A^^y == 0 parallel ist. Der 
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zweite I’aktor zeigt, daJB die Koeffizienten seiner Glieder in u und v 
die Koordinaten des endlichen Brennpunktes sind. 

3j Man bestimme den Brennpunkt einer durcb ihre Gleichnng 
in trimetrischen Nomaalkoordinaten gegebenen Parabel. Die Glei- 
chung des Brennpunktepaares ist 

3QF(u^ u) — A(o(u^ u) ^ 0, 

Die Koordinaten des unendlicb entfernten Brennpunktes sind aus 
Nr, 309 bekannt als Koordinaten des Pols der unendlicb femen 
Geraden; daber sind die des endlicb entfernten Brennpunktes 

30^11 — J. SOAsi — A SOAsg — A 

All sin Ai + Ais sin A^ + A^^ sin Ag A^^ sin + • • A^^ sin + . . 

(zykliscb). 

4) Man bilde und diskutiere die Gleicbung der Jacobiscben 

und der Oayleyscben Kurve de^ Gewebes 3C9j(t«, w) 

+ fico(w, =« 0. Sie liefem die Eigenscbaften der Kurve, die die 
Acbsen der Kegelscbnitte der Sobar 0 mn- 

bullen, bez. diejenigen des Ortes der Brennpunkte (Nr. 300, 8). 

5) Man kann die Brennpunkte mit Hilfe des Satzes in Nr. 188 
bestimmen, wonaeb das Eecbteck der Entfemungen eines Brenn- 
punktes von zwei paraUelen Tangenten konstant ist. 

Eine zur Seite = 0 des Koordinatendreiecks parallele Gerade 
bat nSmlicb (Nr. 71) bei trimetriscben Normalkoordinaten die 
Gleicbung (l — + ■M' 0, wo + ZgO/g + 

doppelten Inbalt des Koordinatendreiecks darstellt, wabrend 
die Langen seiner Seiten sind. Die Gerade bertibrt den Kegelsclmitt 
f(x, ic) = 0 unter der Bedingung 

AiA" + + 2 AM + AsV = 0, 

Tind die Einfahrung des Wertes i = (liX^ — M) : fiilirt sie fiber in. 

x^FQ,, t) — Mx^F'Q,^ + JfMji = 0. 

Die zu den Enndamentallinien scg = 0, aij = 0 paraUelen Tan- 
genten geben analoge Gleichungen 

x,^F(l, t) — Mx,F'(Q M^A,, = 0, 

1) - 3fx,FXh) + M^A,, - 0 . 

Sind dann die Wurzeln der ersten, oTg', die der zweiten 

und x^' die der dritten unter ibnen, so siud fur x^yX^, bez, 
als die entsprecbenden Koordinaten des Brennpunktes die Differenzen 

Xi—x^\ ajg— ojg"; x^ — x^\ — 

die Abstande desselben von den drei Paaren paralleler Tangenten. 
Man bat so nacb dem erwabnten Satze die Gleicbbeit ibrer Pro- 
dukte, also die Beziebungen 

*r)®i + iSj®— (ajj'-f- x^")x^ -(- x^'x^" 

= 3/3® C*S "f" ^ ^ ^3 ? 
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d, h. die Gleiclmngen 

t) - t) - Mx,r(},) + 

= x,^F(l, 1) ~ Mx,F\\) + 

liefern die Koordinaten der Brennpunkte des Kegelschnittes. Die 
geometrisclie Bedeutung dieser Gleichungeii besteht darin, daB jede 
•den Ort eines Punktes von solcher Beschaffenheit bezeiclinet, daB 
die FnBpunkte der Lote, die man von ibm auf die vier den be- 
treffenden Fundamentallinien parallelen Tangenten des Kegelschnittes 
fallen kann, in einem Kreise liegen. 

Fiir die Parabel ist Z) = 0; man erbalt nur einen Brenn- 
punkt. 

Der Fundamentalsatz von Nr. 183 ftber Brennpunkt und^Leit- 
liaie kann in analoger Weise benutzt wdtden. Man bildet das ^ 
Quadrat des Abstandes eines Punktes x. vom Brennpunkt y- nach 
Nr. 74 und ebenso nacb Nr. 68 das seines Abstandes von der zu- 
gebSiigen Leitlinie und vergleicht die aus jenem Pundamentalsatze 
entspringende Gleicbung des Kegelschnittes mit der allgemeinen 
homogenen Gleichung zweiten Grades. Man erhalt sechs Bedingungen, 
•die mit 1^=^ M zusammen die Elimination der Unbekannten ge- 
statten und die Brennpunkte und Leitlinien bestimmen. 

6) Fiir die auf ein System harmonischer Pole bezogene Parabel 

^ 22 ^ 2 ^"!“ wobei 

^11 ^22 ^8^ "t" ^22 ^33 ^33 ^ 

ist, werden die Bestimmungsgleichungen des Brennpunktes 

= (ajj + agg) : (agg + <h^ - {<hi + «2s) 

und daher 

^ 1 * 08 % + + ^ 2*2 — 

"I" ^3% “1“ ^S*(^2^2 “I” ^S®S ^2®'3) ”0. 

Da die Klammerausdriieke, gleich Null gesetzt, die Seiten des dem 
Koordinatendreieck parallel eingeschriebenen Dreiecks darstellen, 
hat man also den Satz: Der Ort der Brennpunkte aller Parabeln, 
-die ein gemeinschaftliches Polardreieck haben, ist der durch die 
Mittelpunkte der Seiten ihres Dreiecks gehende Kreis. 

7) Auch die Langen der Halbachsen lassen sich durch die 
Gleichungen in B. 5 bestimmen; denn fiir r als die Lange einer 
solchen ist jedes der drei in sie eintretenden quadratischen Poly- 
nome = — r^JF'(Z, Z); die Elimination zwischen den durch diesen 
Wert verbundenen Gleichungen und M ergibt 

kVO^" + 0 > 

wo ^ 2 , §3 Abktirzungen sind, deren Bedeutung aus 
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Qi Qi Qs 

M^A 

hervorgeht. In der Tat hat fur Qi= Q^= Qs <liese Gleichung in r 
gleiche Wnrzeln, und die Gleichheit der Nenner derselben Grbfien 
in den vorigen Beziehungen stimmt mit den Bedingungen des Kreises 
iiherein. (S. 151, Gl. (67).) Die Bestiiflmuiigsgleichung fur erhalt 
die Bonn Ar^+ 2Br^+ C — 0 mit den Koeffizientenwerten 

B « 2\l,l,(l^Q^ cos^i+ • •), h^Q^^+ • • -^WQsQs - • • • 

Man kann sie auch schreiben 

16i?^- (3H)V+^4JS2ilf2j.(3H)(30)r2+ 0, 

wo 3H und 30 durch (9) und (8) definiert sind, wahrend B den 
Radius des dem Koordinatendreieck umgeschriebenen Kreises be- 
deutet. Bei rechtwinkligen Oartesisehen Koordinaten lautet die ent- 
sprechende Gleichung 

(%%— a22)(aiias,2— ^2^ 0. 

Diese Gleichungen haben in stets reelle Wurzeln. Die Unter- 
suchung derselben auf ihre Gleichheit und ihre Yorzeichen lieferb 
die bekannten Unterscheidungszeichen der Kegel schnittarten. 

8) Der Inhalt F des Dreiseits der Polaren von drei Punkten 
P, jR in bezug auf eine Ellipse mit den Halbachsen a, 5 ist mit 
dem luhalt BQB .des von ihnen gebildeten Dreiecks far 0 als 
Mittelpunkt der Ellipse durch die Gleichung verbunden 

4.{Q0B){B0F){B0By 

374, Die Bezielnmg auf ein Absolutes. Die Bedingung^ 
unter der zwei Strahlen u\Vy \v' oder bei trimetrischen 
Normalkoordinaten u! rechtwinklig zu einander sind, nam- 
lich uu' + vv' ^ 0 bez. (vgl. Nr. 68) 

U^U^' + U 2 U 2 + + ^Wg') cos A^ 

— A 2 — -^s 0; 

ist identisch mit der Bedingung, unter der diese Geraden 
harmonische Polaren sind in bezug auf das imaginare Kreis- 
punktepaar, also in bezug auf den zerfaUenden Kegelschnitt 
7^2 ^^ 2^0 qJqj. w) === 0. JDaher ist die Be^iehung der 
BechtwinUigkeit ein hesonderer Fall der Beziehung mwischen 
harmonischen Polaren in besitg auf einen festen KegelsclmUt 
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So tritt sie auch in die Satze ein. Aus dem Satze z. 
daB die Verbindungslinien entspreciiender Ecken von zwei in 
bezug anf denselben Kegelsclnitt einander konjugierten Drei- 
ecken sicb in einem Punkte scbneiden, folgt als Sonderfall 
der Satz, daB die Hohen eines Dreiecks sicb in einem Punkte 
scbneiden, sobald co{u,u) — 0 an die Stelle des allgem einen 
Kegelscbnitts gesetzt wird. Die Cbarakteristik der besonderen 
Kegelschnitte: Kreis, gleicbseitige Hyperbel und Parabel, die 
Beziebung des Kegelscbnittes anf seine Hanptacbsen^ Brenn-* 
pnnkte nnd Leitlinien, alle diese metriscben Cbaraktere der 
Kegelscbnittstbeorie sind als abbangig von dem analytiscben 
Ansdrnck fiir das imaginare Ereispunktepaar erkannt worden. 

ITberbanpt ist der Begriff der Recbtwinkligkeit fur di^ 
ganze Winkelmessung von grundlegender Bedentung, da er 
unmittelbar gestattet, die Gleichheit wn Winkeln zu definieren. 
Denn wir konnen den Satz von der Winkelbalbiemng, im 
Hinblick anf jene Verallgemeinerung des Begriffes, wiederum 
als einen Sonderfall des Satzes von der barmoniscben Be- 
ziebung zweier Strablenpaare bezeicbnen. Sind rg barmo- 
niscbe Strablen in bezug auf das imaginare Kreispunktepaar 
und \ barmoniscbe Strablen in bezug auf rg, so 
sind gjh^ und g^\ gleicbe Winkel von verscbiedenem Sinn. 

tTberall ist bervorgetreten, daji die imagindren Kreis- 
punlcte mtr einen ausgeseichnetevi KegelschniU darstdlen^ den 
man mr Definition des Messens als ein Absolutes benutzt. Auf 
der Deziehung der geometrisehen Gebilde auf ein absolutes Ge- 
bilde meiten Grades beruM alle Metrik, sowobl die der G-e- 
bilde erster Stufe oder der binaren bomogenen Formen, als 
die des ebenen Systems iiberbaupt oder der temaren bomo- 
genen Pormen. Dies soli im Folgenden nacbgewiesen werden. 

375 . Metrische Grundlagen erster Stufe. Wenn durcb 
f(x, x) ^ 0 gegebenes festes 

Paar von Elementen bestimmt ist, so kann die Gleicbung 
g(Xy x) ~ 0 eines beliebigen anderen Paares von Elementen 
desselben Gebildes erster Stufe auf zwei Arten in der Form 



f(x, x) + (<^11^1^+ "^0,12^1^2 + ^22^2^) 
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dargestellt werden. Denn die Paare f{Xy x) = 0, g(Xj a?) ~ 0 
bestimmen eine Involution, deren Doppelelemente die durch 
die beiden moglicben Werte von bestimmten Elemente 
= 0, 0 sind. In Erinnerung an die Bedeutung einer 

Grleicbung von der Form f{Xy x) + kv^ = 0 in der Theorie 
der Kegelschnitte (Nr. 258), .die das System der den Kegel- 
schnitt f{x, re) = 0 doppelt berubrenden oder ihm ein- und 
umgeschriebenen Kegelschnitte bezeichnet, kann man sagen, 
das Paar g{XjX)^0 sei dem Paare f(x, oo) = 0 ein- oder nm- 
geschrieben, und die Elemente vj' = 0 seien als Mittel- 

punkt und Achse der Ein- und Umschreibung zu bezeichnen. 
Das eine von ihnen ist das konjugiert harmonische des an- 
deren in bezug auf jedes der beiden Elementenpaare f und g, 
Wird also das eine durch oder x^y^— dargestellt, 

so ist das andere notwendig 

(19) f(x, y) = a^iX^y^ + ^ 2 (^ 1 2^2 + ^ 2 ^ 1 ) + ^ 22 ^ 2^2 == 0- ^ 
Wenn man ntm in der Gleichung f(XjX)f{y,y)—p(x,y)===>‘0 

von Nr. 313, die in Nr. 361 wiederholt in bezug auf das bier 
entsprechende Problem gebrauebt wurde, alle x^ entbaltenden 
Grlieder versebwinden lafit, so folgt .die Identitat 

I + a^3y^) 

( 20 ) - { dn^tyt + ^ 

I = (ttuaja ®i2‘')(%2/a 

Man erkennt aus ibr, daB das eingeschriebene Elementenpaar 
g(x, x), fiir B als eine Konstante, in den beiden Pormen 

(OiiiCiH 2 ffli 2 iCia :2 + a22a^3®)(«iiJ^i®+ 2012 ^ 1 ^*+ fl83?/s®) sin® 0 

- («U«22 - = 0; 

■ (»iiV+ 2ai2%ir2+ 20^122^12/3+ “ 222 / 2 *) 

— {%®i 2 /i + “i 2 («i 2/2 + ^sVi) + 022*22/2}®= 0 

dargestellt werden kann, je naebdem man von den Elementen 

*i 2 / 2 - *22/1 = 0 . “u*i 2 /i + + *22/i) + 022*22/2 = 0 

das erste oder das zweite als Acbse der Einsebreibung ansiebt 
Bebalt man die Bezeiebnungen f{XyX)y f{y,y) und f(x,y) 
aucb im binaren Gebiet bei, so kaim man die Identitat (20) 
in der Determinantenform sebreiben: 
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( 21 ) 


f{x,x) f{x,y) 
fi?>,y) fi3),y) 



®11 





i 



Vt Vi 


wobei ^12 = ^ 21 . Nach Hinzufngimg einer dritten Zeile 0 ^ 1 0 ^ 
und mit Benutzung der Bezeichnungen 

f{y, g) = a^^y^g^ + (jy^g^ + y^g^) + a^y^g^, analog f{x, g), 
erbalt man, recbts ausmnltiplizierend, die Identitat 



fix,x) fix,y) fix,g) 


^12 0 


x■^ x^ 0 

( 22 ) 

fiy,e!) fiy,y) fiy,e) 

== 

^21 ^22 ^ 


yi Vi 0 


fie, x) fig, y) fig, 0) 


0 0 1 


ex e^ 0 


Oder f{x, x) f(j/, y) f{0, g) + 2f{x, y) f(y, 0 ) f{0, x) 

— f {^, «) f(3i, — f{y, y) Pie, - fie, e) fix, y) = 0. 

Dies geht nacb Division durch f{pyX)f{y,y)f{ 0 , 0 ), wegen 

M y) cos* 6 = f(x, y), fiy, y) pg, g) cos* d’ = p-(yf, 0 ), 
f(x, x) f{g, 0 ) cos* r = /*(»,«), 

liber in 

1 — cos^ d — cos^ ff — cos^ 0" ± 2 cos 6 cos & cos 0" = 0 
d. b. in (cos 6 cos d' + cos 0")^ *= sin^ 0 sin^ 0' 
und “COS (0 ± 0') = ± cos 0"'. 

Da nun 0, 0\ 0" nur durcb die Cosinusquadrate bestimmt sind, 
kann uber sie so verfdgt werden, dab die Beziebung bestebt 


(23) 


arc cos t-. 4 « arc cos — ^ 

Vf{x,x)f(y,y) ^ ® yf(y, y) f{ 0 , z) 


arc cos 


fM 




376. Aquidistanz. Denkt man unter den Elementen eines 
geometriscben Gebildes erster Stufe ein Paar Eg als un- 
veranderlicb — man nenne es das absolute Faar — , so kann 
jedes Paar von Elementen dieses Gebildes als ibm einge- 
scbrieben angeseben werden. Es bestimmt dann mit jenem 
zwei Elements als Doppelelemente der erzeugten Involution, 
nacb dem Vorigen zu benennen als Mittelpunkt und Acbse 
der Einscbreibung. Insofern das betracbtete Paar dem abso- 
luten eingescbrieben ist, woUen wir es ein Kreispaar nennen, 
und jene Doppelelemente der Involution, die das absolute und 
das Kreispaar zugleicb barmoniscb teilen, sollen Mittelpunkt 
und Achse des Kreispaares beifien, mit der Bestimmung, daB 
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jedem von ilmen wahrend einer und derselben Betrachtung 
derselbe Name (Mittelpunkt oder Acbse) verbleibe. Aus dem 
Mittelpunkt nnd dem einen Element des Kreispaares bestimmt 
sicb. dessen anderes Element in einziger Weise; denn zuerst 
liefert der Mittelpunkt die Acbse als das ibm in bezng auf 
das absolute Paar barmoniscb konjugierte Element, dann das 
erste Element des Kreispaares das zweite als ibm barmoniscb 
konjugiert in bezug auf Mittelpunkt imd Acbse. 

Pur alles Weitere ist der Begriff der Aquidistam der 
Elemente grundle'gend, und wir setzen ibn so fest, daB der 
Satz gilt: Die mei Elemente eines Kr&ispaares sind dquidistant 
vom Mittelpunkt. Diese Definition ist namlicb die projektive 
Verallgemeinerung der Bescbreibung gleicber Winkel in Nr. 374 

Die Metrik der Gebilde erster Stufe grundet sicb dann 
matbematiscb auf folgenden Vorgang: Sind E^y E' zwei Ele- 
mente des Gebildes, so bestimme man ein drittes Element JB" 
desselben Gebildes so, daB E% E" ein Kreispaar vom Mittel- 
punkt E' sind; sodann E" so, daB E' und JB'" ein Kreis- 
paar vom Mittelpunkt JB" sind; E'"' so, ‘daB E" und JB"" 
ein Kreispaar vom Mittelpunkt E" sind, usw.; ferner anderer- 
seits ein Element -B' so, daB E\ JB' ein Kreispaar vom Mittel- 
punkt E^ sind; JB" so, daB i?", jB® ein Kreispaar vom Mittel- 
jB' sind, usw. Dann hat in der EeiJie . . ., E'", JB",’ E\ E^, 
Ey E\ jB'", . . . jedes Elemmt von deal Him ndchstbenachbarten 
Eementen gleiche Entfernungen in verschiedenem Sinn. Wenn 
die Elemente E^, E' einander nahe genug gewablt waren, 
wird der ganze Trager des Elementargebildes in eine stetige 
Polge von beliebig kleinen und einander gleicben Elementar- 
distanzen geteilt; die Zabl derjenigen, die zwiscben irgend 
zwei Elementen des Gebildes eingeschlossen sind, gibt far 
diese letzten das MaB ibres Abstandes (Abst.). Fiir drei auf 
einander folgende Elemente Ey Ey JB" gilt dabei die Funda- 
mentaleigenschaft von der Addierhaarkeit der Maliunterschiede: 
(24) Abst. {Ey E') + Abst. {E, E') == Abst. (JS, E") . 

377. Abstandsformeln. 1st das absolute Paar Eg durcb 
f{Xy 0 ?) — 0 dargestellt, so ist das „Kreispaar^^ vom Mittelpunkt 
E'(p^ durcb die Gleicbung gegeben: 
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'25) fix, x) fiy, y) cos^ 6 -fix,y) = Q. 

Sind E'^iXf), die beiden Elemente des Paares, so 

bat man 


^26) 


^11 2/i + ^12 (a?! 2/s + ic, y^) + agg a?g 

= ^11 Vi + «i2 (yi + y± ^i) + «sa 

V(^ii2/i" + -0Kr^^'+^) 


als Ansdruck der Walirlieit, daB 0 ^ nnd yon gleickweit 
entfernt sind. Infolgedessen ist Abst. (E^E') eine Funfction von 


(21) ' ^11 yt + «18 (^1 2/2 + 2/1^3) + «g2a;2yg 

Vfi^^my.y) y(«nV + *-)(<*u2/i^ + -0 " ' 

deren Form durcb die Forderung bedingt ist^ daB fiir die 
Elemente JEJ®, E', E" die Fnnktionalgleicbung (24) besteht. 

Nach der Formel (23), S. 299 wird derselben Grentige 
geleistet, wenn man voraussetzt, da^ der Ahsiand von bis 
einem Bogen gleich sei'^), der den letderlialtenen Ausdruck 
0 u seinem Cosinus hat, so daB » 


(28) Abst. {E°E') = arc cos 

Vi®!!®!'")" ■ ■ ■) 

Oder, nacb dem friiberen gleicbbedeutend, 


Abst. iE°E') = are sin V k n ^ 1 ) . 

Die beiden Formen der Gleicbnng des Kreispaares (Nr. 375) 
sagen dann gleicbmaBig ans, daB die Entfernungen der beiden 
Elemente jB®, JB" desselben vom Mittelpunkt E' dem Bogen B 
gleicb sind, oder daB sozusagen B der B-adius dieses Kreises ist. 

Insbesondere bat man fur 0 = 0 die Beziebnng x^y^ 
— beiden Elemente fallen zusammen, nnd 

ftir 0 = ist f{Xj y) = 0, d. b. die Elemente x^ und y. bilden 
bezuglicb der Elemente des absoluten Paai*es ein barmoniscbes 
Paar. Der Abstand zwisclien irgend zwei in bezug auf das 
absolute Paa/r harmonischen Elementen ist stets ein Quadrant. 
Wir bebandeln den Quadranten als die Einheit des Abstandes, 
d. b. wir driicken die numeriscben Abstandsangaben in Teilen 



*) Eigentlicb kann ebensowoM ein konstantes Yielfache des arc cos 
als Abstand bezeichnet werden. 

♦ 
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des Quadranten aus, nemieii also z. B. rechtwintlige Strahlen 
solche vom Abstand Eins. 

Neben dieser allgemeinen Messung bedarf insbesondere 
noch der Sonderfall einer Erortenmg, wo das absolute Paa/r 
in ein doppeltes Element zusammenfallt. Dann fallt namlicb 
das barmoniscb konjugierte eines beliebigen Elements in bezug 
auf das Absolute mit diesem zusammen. Daber kann jedes 
Paar von Elementen als ein Kreispaar betracbtet werden, das 
das barmoniscb konjugierte Element des Absoluten zum Mittel- 
punkt hat. Damach kann wie vorher der Trager eines Ble- 
mentargebildes in beliebig kleine gleiche Elementarabstande 
zerlegt imd die Entferrtung zweier Elements des Gebildes 
durch die Anzahl solcher Elementarabstande gemessen werden^ 
die zwischen ihnen liegen. Aber die Einheit des Alstcmdes 
ist Jiier wUlMrlich, denn der Begriff des Quadranten hat keinen 
Inhalt mehr, so z. B. fur die gewohnliche Langenmessung. 

In diesem PaHe ist 0, d. h. der Abstand 

ist als ein Bogen vom Sinus Null gegeben. Durch tJbergang 
vom arc sin zum sin und Unterdriickung des verschwindenden 
Paktors erhalt man, fiir — 0 als das absolute 
Doppelelement, den Abstand von x. und gleich 

NachMultiplikation mit einem willkiirlichen Faktor 

laBt sich der Abstand in der ofifenbar der Punktionalgleichung 

genugenden Form einer Differenz schreiben 


(31) 


Abst. {xt, = 


^8 ^2 


gi2/i — Caj/a 

\yx — Kyt 


378. EUiptisclie und hyperbolisclie Messung. Wir haben 
gesehen, wie aus dem Anfangselement E^ E' eine zusammen- 
hangende Reihe gleicher Elemente, aus dem angenommenen 
Skalenteil die ganze Skala abgeleitet wurde. Beim gewohn- 
lichen Messen geschieht die Bildung der Skala oder des MaB- 
stabes durch Bewegung des ersten Teils im Endlichen; fur 
die mathematische TJntersuchung ersetzen wir die Bewegung 
durch eine lineare Transformation, bei der die absoluten 
Elemente festbleiben. Die allgemeinen MaBe mussen daim 
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bei diesen Transformationen ebenso unveranderlicb bleiben^ 
wie die gewobnlichen bei Bewegungen. Wil’d dann die Lage 
eines Elementes im Gebilde erster Stufe durcb den Wert ^ 
des Verbaltnisses zweier Veranderlicben : x^ bestimmt; so ist 
/ — die Form der fraglicben Transformation, sobald wir 
die absoluten Elemente als die fundamentalen nehmen, d. b. 
durcb = 0 und 0 = oo ausdriicken. Durcb die wiederbolte 
Anwjendung dieser Transformation auf ein Element ^ ent- 
stebt dann die Elementenreibe X-z^ X^z, usw, als die 

Skala, die durcb die erzeugende Transformation in sicb selbst 
iibergebt. Dabei ist X nur der Bescbrankung unterworfen, da6 
alle Elemente mit reeU sind und in einerlei Sinn auf ein- 
ander folgen. Ist der Skalenteil die Einheit des Abstandes, 
so sind die Abstande der bezeicbneten Elemente von dem 
Elemente z gleicb 0, 1, 2, 3, usw. Die XJnterabteilung der 

Skala wil’d dann durcb eine Transformation z' = X'^^z bewirkt, 
bei der man die Wurzel so zu wablen bat, daB das be- 
zeicbnete Element zwiscben z und Xz liegt. 

Dann ist der Exponent von X der Ausdruck des Ab- 
standes, Oder der Abstand des Elementes z vom Elemente z 
ist gleicJi dem dwrch die Konstante log X dividierte/ii Logarithm 
mus des Quotienten ziz. Da aber z' : z das Doppelverbaltnis 
der beiden bezeicbneten Elemente als Teilelemente des abso- 
luten Paares ist, so definieren wir den Abstand zweier Ele- 
mmte als den mit einer Konstantm c muUiplizierten Logarithm 
mus des Doppelverhaltnisses^ das sie mit dem absoluten Paar 
iilden, 

Dabei ist die Befriedigung jener Addierbarkeitsbedingung 
klar. Den analytiscben Ausdruck des Abstandes erbalten wir 
nun, wenn das Absolute wieder aUgemein durcb f(x, x)^0 
gegeben ist, indem wir nacb Nr. 329, 1 das Doppelverbaltnis 
bilden, das die Elemente x^, mit dem absoluten Paar be- 
stimmen, also 

(E E E^E') = 2 /) - y) — y) 

und der Abstand ist somit der cfacbe log desselben. Wegen 
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c log a == 2i(? • arc cos — 

^ 2T/a 

erlialt man aber fiir diesen Abstand aucb den Ausdmek 

(33) c log {eIe,E^E') = . arc cos ^ — , 

der fur — in den Ausdruck von Nr. 375 und 377 
ubergebt. 

Die beiden Elemente des Absoluten sind dls unendlich fern 
m betracMen, denn ibr Abstand von einem beliebigen anderen 
Element ist unendlicb groB, namlicb c • log 0 oder c • log oo. 
Wenn die Punkte des Absoluten reell gedacbt werden, so 
konnen von einem beliebigen Elemente aus nur die Abstande 
in dem Gebiete zwiscben jenen gemessen werden^ in dem 
jenes Element selbst liegt; dies Gebiet ist durcb zwei un- 
endlicb feme Elemente begrenzt, und von dem Gebiete jen- 
seits derselben ist eine Kenntnis nicbt en*eicbbar. Dies ist die 
Vorstellung der sogenannten JiyperboUschen MalSbestimmung}'^^) 

Wiinscben wir dann, daB der Abstand reeller Elemente 
einen reeUen Wert erbalte, so miissen wir, weil {E^E^E^E') 
dann positiv ist, der Eonstanten c einen reellen Wert bei- 
legen und formell den logaritbrniscben vor dem zyklometri- 
scben Ausdruck bevorzugen. 

Sind dagegen die Elemente des Absoluten konjugiert 
imaginar, so miissen wir zuerst der Eonstanten c einen rein 
imaginaren Wert c'i geben, damit der Abstand reeller Ele- 
mente reell sei. Alsdann ist ein solcber Abstand stets reell, 
aber nur nacb der Periodizitat des Logaritbmus bis auf Viel- 
facbe einer reellen Periode 2^ic = — 2%c' bestimmt^ es gibt 
keine reellen unendlicb fernen Elemente. Die Gerade kebrt 
wie der sicb drebende Strabl in sicb zuriick, und die Periode 
ist ibre Gesamtlange. Soil diese, wie die Drebung im Biiscbel, 
% betragen, so ist zu nebmen. Man bat so in der 

Winkelmessung ein Abbild fur die Yorstellungen der ‘€ZZ^^^i- 
sclien Mafibestimmung, 

379. Parabolische Messxmg, Die am ScbluB von Nr. 377 
betracbtete besondere MaBbestimmung unter Voraussetzung des 
Zusammenfallens der beiden Elemente des absoluten Paares 
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»entspriclit der einzig moglicben besonderen Art linearer Trans- 
formationen, bei denen ein doppelt zablendes Element unge- 
andert bleibt. Man kommt so auf die parabolische Ma^be- 
Mimmung, deren bekanntes Beispiel die gewohnlicbe Messnng 
in der Geraden der Euklidiscben Geometrie bietet. Ikr all- 
.gemeiner analytischer Ansdruck ergibt sich dureb den frii- 
beren Grenzbbergang, bei dem der verscbwindende Faktor 
einem unendlicb grofi zu nebmenden c zn 
•dem endlicben Werte vereinigen ist. Der 

nicbt mebr vieldeutige, algebraiscbe Ausdmck gibt den Ab- 
stand als Differenz zweier Doppelverbaltnisse, die nocb von 
dem willktirlicben Element | abbangen. 

Die Zuriickfubrung auf Doppelverbaltnisse macbt die 
Untersucbung entscbeidend iiber die Frage nacb den ilber- 
baupt moglicben Mafibestimmungen der Geometriey sofem 
jerie als ireiiie Zablen unabhangig von einer MaBbestimmung 
erklart werden konnen. 

Yon besonderem Werte ist nun^ daB in der Ndhe eines 
bestimmten Elementes die aUgemeine Majibestimmung stets bis 
auf Glieder hbherer Ordnung genau durch die besondere erseUt 
werden Jcann^ fiir diese Beziebung erscbeint der Ausdmck 
Beruhrung der beiden MalSbestimmwngen geeignet. Man muB 
dazu das dem gegebenen Beriibrungselement in bezug auf das 
absolute Paar der allgemeinen MaBbestimmung barmoniscb 
konjugierte Element als das absolute Element der besonderen 
MaBbestimmung w*ablen und die Konstanten geeignet be- 
stimmen. 

Sind etwa die Elements des absoluten Paares, als bar- 
moniscb zu ;sf = 0 und « 00 gelegen, dureb 0^^ — a^ be- 
stimmt, so findet man den Abstand des Elementes 0 vom 
Koordinatenanfang nacb der allgemeinen MaBbestimmung als 

= 2ciarctgJ = 2ci};J-^, + 5^,-- + •••), 
und nacb der in = 0 beriibrenden besonderen 



^enn man die Konstante so wablt, daB sie mit dem ersten 

Salni on-Fiedler, anal. Geom. d. KegelBchn. H. 7 Aofl. 20 
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Glied der Klammer ubereinstimmt. Nehmen wir z. B. die ge~ 
wokoliclie Streckenmessung in der^Geraden, so daB e den 
Abstand vom NuUpnnkt bedeutet, und die gewohnlicbe Winkel- 
messung in dem Btiscbel, dessen Strablen absolnter Richtimg 
die Punkte — — 1 ausscbneiden, so ist der die Strecke ^ 

projizierende Winkel bestimmt durcb arc tg ^ ^ j ^ 

in der Tat der besondere Fall fur 2oi = 1. 

Die tTbereinstimmung der allgemeinen und der besonderen 
MaBbestimmung gilt nur in der Nacbbarscbaft des Beruhrungs- 
elementes. Weiterhin bleibt eine elliptiscbe gegen die be- 
rubrende paraboliscb§ stets zuruck, d. h. gibt kleinere Werte 
der Entfemungen fur dieselben Punkte wie diese (^>0), 
wahrend eine byperboliscbe der paraboliscben voraneilt, d. h. 
groBere Abstandszablen gibt {a < 0). Diese Ahweichung der 
aUgemeinen Ma/3bestimmung von der paraboliscken ne/nnt mm 
Kriimmung derselben. Man deiSiniert als ihr Krummtmgsmafi 

— namlich das negatiy genommene Verbaltnis des drei- 

facben zweiten Gliedes der Reibe zum Kubus des ersten. 
Das KriimmungsmaB ist also bei reellen Elementen des Ab- 
soluten negativ und bei imaginaren positiv (fur 
gleicb Eins)', fiir die paraboliscbe MaBbestimmung, der eine 
unendlicb groBe Konstante entspricbt, ist es aber Null. 

380. Metrische Grundlagen zweiter Stufe. Das System 
der einen gegebenen Kegelscbnitt f(x, x) ^ 0 doppelt beriib- 
renden oder ihm eingeschriehenen Kegelschnitte war in Punkt- 
koordinaten durcb f(Xj x) + 0 und in Linienkoordinaten 

durcb F{UyU) ausgedriickt. Wir nennen wieder 

die Beriibrungssebne v^=0 oder v^ Achse der EinschreHtfung 
und den Pol oder der Beriibrungssebne MiUelj^nht der 

Einschreibung, Wir scbreiben daber die Gleicbungen von 
und y. in der Form von Polaren: 

( 34 ) ^ + • • = 

\Ay^^F(VfU) • • + A2K«2+i’2«i) + • • = 0. 

Hierbei besteben (vgl. (32), S. 136) die Identitaten 
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y) /■(«; «) - f(y , «) ■= Ax - «sy»)* + • • 

/ggN "t" ^sJ/l) "t" ■ ■> 

F{v, v)F(u, u) — F^(v, u) = — Mg®j)*+ • • 

+ 2%(M8®i — %®8)(Mi®2— “2®0 + • •• 

Lifolge der ersten Identitat konnen wir, fur 0 als eine Kon- 
stante, der Ortsgleichung des eingescliriebeiien KegelsclmitteS; 
fiir den Punkt als Mittelpunkt der Einscbreibung, die bei- 
den aquiyalenten Formen erteilen 

/(yj y) «) cos* e - f\y, a;) = O, f(i), y) f{x, x) sin* 6 

(3®) — { Axi^iyi - ^syi? + ■ ■ 

+ 2^88 (^3^1 - ^l^s) (^1^2 - * 2 ^ 1 ) + • • } = 0. 

Damit nun die Form f^y, y)f{x, x) cos* 6 — p{y, x)^0 mit 
der Torausgesetzten Form fix, x) + ic) =* 0 uberein- 

stimme, muB sein A « — 1 : f{y^ y) cos* 0, wofiir aucb 
— A \ F{v, «;) cos* 6 gesetzt werden kann, denn fur 
®i= «iiyi + «i 2 y 2 + ««ys = 4-f W F{v, ®) = Af(y,y). 

Der zweiten Identitat (35) gemaB konnen wir analog die Tan- 
gentialgleichung desselben eingeschriebenen Kegelscbnittes in 
aquiyalenten Formen darstellen. Um aber dieselbe Konstante 6 
brauchen zu konnen, miissen wir uns erinnem, daB die zu 
f{x, x) + A/**(y, ic) = 0 geborige Gleicbung in Linienkoordi- 
naten von der Form F{u, u) + xF^{v, w) =* 0 sein muB. Tat- 
sacblicb findet man fiir sie: 

{ A + XF{v, v ) } F(Uy u) — XF^(v, u) ^ 0. 

Somit ist !)c = — A :{ J. + XF{VyV)}^ — 1 : F{VyV) sin* 0, und 
das Paar der aquivalenten Formen der Tangentialgleicbung 
desselben eingescbriebenen Kegelscbnittes lautet 

F{Vy v) F(Uy u) sin* 6 — JP*(v, u) = 0, 

(37) ' F(vy v) F{Uy u) cos* 6 A{a^^ {v^u^ — % w^)* H — 

+ — i^i%)(ViW2 — + ••}*= 0. 

Abnlicb wie in Nr. 375 erbalt man die durcb Bildung 
des Determinantenprodukts zu beweisende Identitat 



f{x,x) f{x,y) f{x,s) 


ajj x^ x^ 

(38) 

/■(y.y) /■(y;^) 

f{ 0 ,x) f{g,y) f{e,e) 


yx ^2 ys 

Si h 

20* 
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Da fiir drei Punkte einer G-eraden die Determinante rechtg 
verschwindet, ist wieder wie in Nr. 375 


f(«!, y)f{y, x) - f(x, x)f{y, a) 

- f{y, y)fi ?, «) - fi«, «)/■“(«, y) = 

d. h. nach den vorher entwickelten Beziehungen 

fM 


arc cos 


(39) 


yf(x,x)f(i/,y) 
= arc cos 


r + arc cos 






yf(jc,x)f{p,z) 


381. Absoluter Kegelsclmitt. Man denke einen Kegel- 
sclinitt innerlialb des ebenen Systems als unTer&iderlicli — wir 
nennen ibn dm ahsoluten KegelschniU — so kommt znnaclist 
die Theorie von Nr. 376, 378, 379 mit ihm in folgenden Zn- 
sammenhang. Jedes Elemmtargebilde erster Stufe hat mit dem 
absdluim KegelschniU mei Elemmte gemeinsam — namlicli eine 
Punktreibe das Paar der Scbnittpnnkte, ein Strablenbnscbel das 
Paar der beriibrenden Strablen — die das absolute Paar dieses 
GebUdes liefem. Insbesondere wird fiir die Tangenten des 
absoluten Kegelscbnittes als Trager von Reihen das absolute 
Paar ein Paar zusammenfallender Punkte und fiir die Punkte 
des absoluten Kegelscbnittes als Trager von Buscbeln ein 
Paar zusammenfallender Strablen. Die Theorie der Abstande 
fiir jedes einzelne von alien diesen Gebilden erster Stufe ist 
in den genannten Nummem enthalten, und es bleibt nur die 
Vergleicbbarkeit derselben von einem Gebilde zum andem zu 
begriinden. Dies gescbiebt aber einfacb durcb die Voraus- 
setzung, dafi die Einlieit des Abstandes fur dieselbm, der 
Quadrant^ von einem Gebilde mm orndern und fur alle Gebilde 
des Systems dieselbe Grofie sei — eine Voraussetzung, die da- 
durcb scbon im Vorigen stillscbweigend gemacbt ist, daB der 
Quad!rant durcb das Symbol bezeichnet wurde. 

Nennt man dann den Pol einer Geraden, bez. die Polare 
eines Punktes in bezug auf den absoluten Kegelscbnitt d6n 
absoluten Pol, bez. die absolute Polare, so gilt ferner das 
Gesetz: Der Abstand ^weier Punkte oder Meier Geraden ist 
gUich dem Abstand ihrer ahsoluten Polaren bez, ihrer absolutm 
Pole. Denn die Doppelverbaltnisse in zusammengeborigen Pol- 
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reihen xmd PolareHbiisclielii sind untereinander gleicli. Damit 
ist eine Vergleiclibarkeit der Messung von Strecken nnd Win- 
keln begriindet, infolgedessen in dieser Qeometrie von aUger 
meiner Ma/iiestimmung die metrischen JBeziehimg&n in gl^cher 
Weise dem Dualitdtsprimip unterliegen^ me die projektiven, 
Unter der Bntfemnng eines Punktes von einer Greraden 
hat man seinen Abstand von dem Schnittpunkt der Geraden 
mit dem ihn enthaltenden Lote derselben zn verstehen^ dieses 
ist die Verbindungslinie des Punktes mit dem absoluten Pol 
der Geraden (Nr. 374). Danach ist dieEntfemnng eines Punktes 
von seiner absoluten Polare (wie von alien seinen konjugierten 
Polen) oder die Entfernung einer Geraden von ihrem ab- 
soluten Pol (wie von alien ihren konjugierten Polaren) ein 
Quadrant. Daher ist die JEntfernung eines Punktes von einer 
Geraden das Komplement der Entfernung der absoluten Polare 
des Punktes von der Geraden oder auch das Komplement der 
Entfernung des absoluten Pols der Geraden vom Punkte, 

Ein dem absoluten Kegelschnitt eingescJiriebener KegdscJinitt 
heifit KreiSf and der Mittelpunkt und die Achse der Ein- 
schreibung heifien der Mittelpunkt wnd die Achse des Kreises. Auf 
alien Strahlen durch den Mittelpunkt bilden die Schnittpunkte 
mit- dem Kreise Kreispaare nach Nr. 376. Also sind alle Punkte 
des Kreises aquidistant vom Mittelpunkt und ebenso alle Tan- 
genten des Kreises aquidistant von seiner Achse, wobei diese 
letzte Entfernung das Komplement der ersten ist. 

382. Abstandsformeln. Damit ergibt sich die analytische 
Ausdrucksform der gewomenen Pegriffe, Stellt f{Xj x)=^0 oder 
w) “ 0 den absoluten Kegelschnitt dar, so ist die Orts- 
gleichung des Kneises vom Mittelpunkt (Nr. 380) entweder 

f40') ( cos^ 0 - /•%, a:) = 0 oder f(jj, y)f(x, x) sia* 6 
^ ^ ^-{Al(«2ys-«82/2)®+"+2^3(«s2^1-«l2/3)ta-«8yi)+"}=0- 


Nach ganz analogem Gedankengange ■wie in Nr. 377 erhalt man 
den Abstand der Pnnkte x^, yf in einer der beiden Formen 



J 0'n«iyi+ HanCaiS/i 

» H H 2 <»ii ai »i) (<»11 yi * -I h 2 Oi, yi yt) ^ 

y l-soisyiy*) 
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Auch gilt fiir die Abstande zwischen drei Punkten einer 
Geraden 

Abst (E, E') + Abst. (E', E'^ - Abst. (E, E"), 

1st ferner die Acbse der Einscbreibung, so ist die Tan- 
gentialgleicbung des Kreises 

F{v, v) F(uj u) sin^ 6 — F^(v, u) ^0 
(42) - Oder F(vy v) F(u, u) cos^ 9 — A{a^^ (v^ H — 
+ 2«23(??3Wj — i\u^) (v^u^ — v^u^) + ..}== 0. 

Der jjAbstand^^ der beiden Geraden mit den Koordinaten u^^ 
ist daber 

Ai H K ^8S (^a ^8 + ^g) H — 


(43) 


arc cos 


Oder 


*+ • • + 2 AjgWgWs + • • y h 2 As^s^3+ • 


arcsm 


y (A^^u^ 2^ . . _j, 2AgsW3i«j+ • •) h 2 j1j3Vj^;j+ • •) 

Indem man endlicb. in der ersten Formel (41) die gemaB 
(34) durch (-Afi^i + ^ ersten Formel 

(43) die durcb zugleich arc cos durch 

arc sin ersetzt, erhalt man fiir den Abstand des Punktes 
von der Geraden den Ausdruck 

■■ iv^^ + V,a>>f%X,)y2 _ 

y**!!*! *+ • • + 2 Wss ®!*S+ • • y Al ®1 ’+ ■ • + 2 A8 ®S«'s + ’ ' 


(44) { 


Auch die Formeln von Nr. 378 lassen sich unmittelbar 
auf das temare Gebiet iibertragen, da der symbolische Aus- 
druck fiir das Doppelverhaltnis zweier Elemente mit dem 
absoluten Gebilde zweiten Grades unverandert bleibt. Die 
Entfemung zweier Punkte bez. der Winkel zweier 

Geraden sind dann 


c loff y) +Vf\^^ y) — ^)f{y.y) 

^45^ * ^ /(^i y) y) — x)f(y, y) ^ 

bez c lop -^(^1 +y V) — F{u,u) F{v, v) 

^ F(U, V) — yjp*(w, V) — F{u] u)F{v, V) ^ 

wo €j c' zwei beliebig, aber fest gewahlte Konstanten be- 
deuten, die nach Nr. 378 passend zu spezialisieren sind. 

Hiernach erscheint der absolute Kegelschnitt als das Utir 
endlichferne der EbefiCy namlich als der Ort der Punkte^ die 
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Ton jedem anderen Punkte einen unendlicli groBen Abstand 
baben; nnd als die Hiillktirve der Geraden, die mit jeder 
anderen Geraden einen unendlich groBen Winkel bilden. Irgend 
awei Pnnkte auf einer Tangente dieses Kegelscbnittes baben 
den Abstand Null;, irgend zwei Strahlen durcb einen seiner 
Punkte bilden den Winkel Null, denn das definierende Doppel- 
verhaltnis bat den Wert Eins. 

383. Bewegungen in der Ebene. Es erdbrigt nocb 
nacbzuweisen, daB diese Tbeoiie der allgemeinen MaBbestim- 
mung in der Ebene mit den besonderen linearen Transfor- 
mationen, die den Bewegungen in der Ebene entsprecben, im 
engsten Zusammenbang stebt.^^°) (Vgl. Nr. 378.) 

Ein gegebener absoluter Kegelscbnitt kann durcb drei- 
facb unendlicb viele lineare Transformationen in sicb selbst 
ubergefubrt werden. Bei einer solcben Transformation bl^iben 
oflfenbar im allgemeinen zwei Punkte, die Doppelpunkte der 
projektiven Punktreiben sowie aucb die zugeborigen Tangenten 
des Kegelscbnittes, unverandert. Werden diese mit ibrer Beruh- 
rungssebne als Fundamentaldreieck zugrunde gelegt, so hat die 
Gleicbung des absoluten Kegelscbnittes die Form 

Die Transformation 

^ 40 ) 7 ^ Ag fl/2 , il/g — 3/g 

fiihrt diesen Kegelscbnitt in sicb selbst uber, wenn man hat 

Also ist dies nocb auf einfacb unendlicb viele Arten moglicb. 

Da bierbei das Verbaltnis X 2 ^ seinen Wert bebalt, 
so gehen alle Kegelscbnitte des Biischels x^x^ — Jcx^^^^O in 
sicb selbst uber. Hier bat man nun die reellen Transforma- 
tionen in zwei Gruppen zu scbeiden, jenachdem Ag = 

Oder ^2 = — y^i^s ist. Die der ersten Grappe geben durcb 
Wiederbolungen und Kombinationen unter einander nur wieder 
solcbe, die der zweiten aber liefem je zu zweien eine der 
ersten. Sind z. B. der Kegelscbnitt und die Doppelpunkte 
reell, so werden diese von je einem Paar homologer Punkte 
getrennt oder nicbt getrennt. Nur die Transformationen der 
ersten Gruppe lassen sicb durcb Wiederbolung einer reellen, 
beliebig kleinen Transformation derselben Art erzeugen, und 
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sollea als Bewegungm der JEbene bezeiclinet werden; die der 
anderen Gnippe sind analog zu den Transformationen; die 
symmetriscli gleiche Figuren erzeugen. 

Dann ist das Vorige in dem Satze zusammengefaBt: Bei 
einer Bewegung der Ebene geJit der absolute Kegelschnitt in 
sich seTbst iiber, und ebenso jeder Kegelschnitt (Kreis), der ihn in 
den beiden fesfbleibenden BunUen beruhrt Der BeriiLrungspol 
ist der gemeinsame Mittelpunbt dieser Kreise, und die Be- 
wegung der Ebene darf daher als eine Eotation um diesen BunU 
bdradhtet werden. 

Da die Kreise auch dieselbe Acbse baben und dual ent- 
sprechende Eigenscbaften gegen diese, so ist Bewegung oder 
also Botation ein sich sdbst dualer Begriff, 

Fallt insbesondere der Mittelpunkt der Rotation in den 
absoluten Kegelsclinitt selbst, d. b. unendlicb fern, so wird die 
Bewegung als Translation der Ebene zu bezeicbnen sein. Die 
Babnen der Punkte der Ebene sind Kegelscbnitte, die den 
absoluten im Mittelpunkt der Translation vierpunktig berubren,. 
nicbt aber gerade Linien. 

Nacb diesen Erklarungen ist offenbar der Satz begriindetr 
Bei den Bewegungen der Ebene bleiben die Mafiverhdltnisse un- 
gedndert, Diese Unveranderlicbkeit der MaBverbaltnisse gilt 
aber aucb yon der anderen Art der den absoluten Kegelscbnitt 
in sicb uberfubrenden Transformationen und uberdies von den 


im nacbsten Kapitel einzufubrenden reziproken Substitutionen. 

Sobald jedocb der absolute Kegelscbnitt selbst zerfallt, 
gebt er nicbt nur durcb dreifacb, sondem durcb yierfacb 
unendbcb yiele bneare Substitutionen in sicb selbst Tiber. 
Dreifacb unendlicb yiele lassen sicb in zwei Gruppen teilen,. 
die den Beziebungen der Kongruenz — und diese sind die 
Bewegungen der Ebene — und der Symmetrie entsprecbender 
Figuren zukonamen; die ersten lassen jeden der beiden Punkte 
bez. Strablen des zerfallenen absoluten Kegelscbnittes unge- 
andert, die letztgenannten yertauscben dieselben miteinander* 
Der nocb ubrig bleibenden einfacb unendlicben Reibe der er- 


wabnten Transformationen entspricbt aber die VeraUgemeinerung 
der direkten und der inyersen Abnlicbkeit entsprecbender Figuren* 
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384. BUiptiselie und hyperbolisclie G-eometrie sind die* 
far die Geometrie allgemeiner MaBbestimmung gebraachlichen 
Namen, jenachdem der absolute Kegelsclmitt derselben ima- 
ginar oder reell ist (vgl. Nr. 378). In der eUiptischen Geometrie 
gibt es weder reeUe nnendlich feme Punkte nock reelle Ge- 
raden, die mit anderen nnendlich groBe Winkel bilden. Dem- 
zufolge kann man zu einer reeUen Geraden durch einen reeUen 
Punkt Tmne reelle ParaUele ziehen. Eine weitere Folgerung 
zeigt dann, daB die Winkelsumme im Dreieck nicht Tconstant 
sondern grower cds mei MecMe ist and zwar nm so groBer, je 
groBer das Dreieck ist. 

Diese Eigenschaften weisen auf bekannte Besonderheiten 
der Geometrie auf der Kugel hin. Man kann die gewohnliche 
spharische Trigonometrie geradezn ein Beispiel zur allgemeinen 
eUiptischen Geometrie nennen. Namentlich zeigt die spha^ 
rische Geometrie die voUe Herrschaft des Dualitatsprinzips. 
Streng genommen bezieht sich jedoch das Beispiel der ellip- 
tischen Geometrie nor auf die Geometrie der Dnrchmesser 
and Diametralebenen der Kugel, sofem sie am Mittelpunkt 
ein Biindel bilden. Ist der Scheitel dieses Biindels in der 
Entfemung Eins von der Ebene unserer Untersuchungen, so 
konnen wir den Abstand zweier Punkte der Ebene durch den 
Winkel ihrer Verbindungslinien mit dem Scheitel, den Winkel 
zweier Strahlen der Ebene durch den Winkel ihrer Verbin- 
dungsebenen mit dem Scheitel messen. 

Ist der absolute Kegelschnitt reell, so gilt an alien 
Punkten auBerhalb desselben *und auf aUen ihn schneidenden 
Strahlen die hyperbolische, an alien Punkten des Innern und 
auf alien ihn nicht reell schneidenden Strahlen die eliiptische 
MaBbestimmung. Nur ein Biischel, dessen Scheitel im Innern 
liegt, kann von einem rotierenden Strahle desselben voU- 
standig durchlaufen werden. Irgend zwei Punkte des Innern 
haben einen endlichen, reeUen Abstand, wenn wir die am 
SchluB von Nr. 382 eingefuhrte Konstante c nach Nr. 378 
reeU wahlen. Denken wir uns im Innern des Ahsol/uterif so 
kann keine Bewegung (Nr, 383) uns aus demselben heraus- 
fiihren, sondem fur uns ist die Ebene durch dm selbst uner- 
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reichbaren alsoluten Kegelschnitt vollig iegrenst. tTber das AuBere 
konnen wir also gar nichts aussagen, was wir nicht durch. 
besondere Definition emfiiliren. Die Geometrie im Inneren 
des absoluten Kegelschnittes, etwa eines Ereises, kommt der 
gewohnlichen urn so naher^ je groBer der Kreis ist. 

Wir baben in dieser Geometrie neben Geraden, deren 
Scbnittpunkt im Inneren liegt, anch solcbe, die sich nieht, 
d. h. im Aufieren scbneiden nnd einen imaginaren Winkel 
einscblieBen. Straklenj die sick auf dem absoluten Kegel- 
scbnitt scbneiden, bilden den Winkel Eull, sind also parallel. 
Durcb einen Punkt gibt es somit zu einer Geraden met 
ParaUelen, die einen Winkel einscblieBen, dessen GroBe von 
dem Abstand des Punktes von der Geraden abbangt. In dieser 
Geometrie ist die Winkelsimme im Drdech Tdeiner als mei 
Bechtey und zwar um so kleiner, je groBei das Dreieck ist. 

386. Parabolisclie Geometrie. Nimmt man als absoluten 
Kegelschnitt ein PunJctepaar an*), so vertritt dessen Verbin- 
dungslinie doppelt zablend den absoluten Kegelschnitt als Ort 
(Nr. 311). Eine gerade Punktreibe hat mit diesem nur zu- 
sammenfallende Punkt e gemeinsam; die Metrik aller geraden 
Beihen des Systems ist daher spemell oder ^a/ralolisch (Nr. 379), 
wahrend dies bei einem wirklichen absoluten Kegelschnitt 
nur fur diejenigen Reihen eintritt, deren Trager ibn berubren. 
Weil dagegen jeder Punkt des Systems — mit alleiniger 
Ausnabme derer, die in der absoluten Geraden liegen — mit 
den beiden Punkten des absoluten Kegelschnittes ein Paar 
von Tangenten (Verbindungslinien) bestimmt, so Ueilt die 
Metrik des StraMenhUschels durch die cdlgemeinen Formeln von 
Nr. 378 gegeben. 

Die Vergleicbbarkeit der Abstande von Punkten in ver- 
scbiedenen Geraden Tallt binweg mit dem Verscbwinden des 
Quadranten als der allgemeinen Einbeit der Distanz. Nennt 
man aber einen durcb die beiden Punkte des Absoluten 
gehenden (eingescbriebenen) Kegelschnitt einen KreiSy so kann 
dieser Vergleichung solcher Abstimde in verschiedenen Geraden 

*) Ebenso kaim offenbar eine Geometrie gedacht werden, bei der 
das Absolute aus einem Geradenpaar bestebt. 
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dienen. Der Pol der absoluten Geraden in bezug anf ihn wird 
sein Mittelpunkt, jene Gerade seine Acbse der Einscbreibung 
genannt, und es wird voransgesetzt^ dafi alle Pnnkte des 


Kreises von seinem Mittelpunkt 
gleickenAbstand haben. DieKon- 
struktion des Euklid, um durch 
einen Punkt A eine Strecke AI) 
Oder Ajy gleich der Strecke BGixx. 
zieben (Fig. 38), gilt nacb den bier 
gemacbten Voraussetzungen: Man 
ziebt ABj konstruiert xiber dieser 



Strecke das gleicbseitige Dreieck ABE, verlangert seine Seiten, 


EA, EB iiber A und B binaus, um von B aus auf die letzte 


BF ^ BG abzutragen und dann aus E mit dem Ereise durcb 


F die erste in D zu scbneiden. 


Da aber die Langeneinbeit in der Metrik der geraden 
Punktreibe unbestimmt ist, so fdllt die Mdglichkeit einer Ver- 
gleichung der Abstdnde innerhalb der Beihe mit Abstanden 
(Winkeln) innerhalb des Buschels weg, Dagegen kann der 
Abstand eines PunMes P von einer Geraden g mit dem Ab- 
stand zweier Punkte verglichen werden, da er der Abstand ^ 
desjenigen Punktes der Geraden g von P ist, in dem diese 
von dem zu ibr in bezug auf das absolute Punktepaar kon- 
jugiert barmoniscben Strable gescbnitteii wird. 

Werden die Koordinaten der beiden Punkte des absoluten 


Kegelscbnittes durcb js?/ und j?/' bezeicbnet, so lautet seine 
Gleicbung in Linienkoordinaten (J. = 0): 

(47) F{u, w) = 2 (^iX + 0. 

Mit der leicbt verstandlicben Bezeicbnung der Determinante 
aus den Koordinaten dreier Punkte lautet die Gleicbung der 
absoluten Geraden (a;, /,/')=«= 0 und es tritt (x//y an die 
Stelle von Af(x, x) (Nr. 311). Daber gelten fur den Abstand 
zweier Geraden die Ausdriicke 
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den Abstand zweier Punkte dagegen erhalt man 

ans dem arc sin dnxcli denselben Grenznbergang wie in 
Nr. 377 nnd mit einem verfugbaren Faktor G den algebraischen 
Ansdruck 

^ -\/^{xyz'){xyz") 

{xz'z")(2/zY') ’ 

dessen Zabler, gleicb NnU gesetzt, angibt, daB die Verbin- 
dnngsgerade ic,., dnrcb einen der absoluten Punkte gebt. 

Die elemmtare Melrik der Elene ist derjenige besondere ' 
Fall der paraholiscJien Metri\ bei dem die imaginaren Kreis- 
punkte den absolnten Kegelscbnitt darstellen (vgl. B. i) 2)). 
Die recbtwinkligen Koordinaten sind zu den metriscben Unter- 
sucbungen besonders geeignet infolge der einfachen Beziebnng 
ibrer Fundamentalelemente zum imaginaren Kreispunktepaar. 

B. l) Wenn man die Tangentialgleicbung des absoluten Kegel- 
scbnittes in der Form m(u^ w) = 0 von Nr. 371 voraussetzt, nebmen 
die vorigen Gleicbxmgen bekannte besondere Formen an, wenn 
man setzt: 

— — cosAg — isin Ag, ^ — cos Ag + i sin Ag , 
53' = — cosA^ + isinAg, ^fg"^ — cos Ag — isin Ag. (Vgl. Nr. 319.) 
Z. B. wird, wenn man in (49) die Konstante (7 = — 4 : |/2 setzt, 
— ^ { (»s y» — jga yi)*-l 2 cos A Vi Vz) s/i)— • • } ^ 

2) Setzt man 

% = 1, ^2 ~ ^3 “ ^5 % “ ^9 ^3 G, 

so wird die Gleicbung des absoluten Kegelscbnittes nacb (47) 
F{uy ^ = 2(^1*+ i«2^), und wenn man, wie bei recbtwinkligen 
Parallelkoordinaten, bez. durcb x^y^l ersetzt, und 

bez. dnrcb u^v^l, sowie y^-^y^^ durcb x\y\ 1, so tritt 2 {u^ + 1;^) =* 0 
an Stelle von F{u^u) ^ 0^ der absolute Kegelscbnitt ist das ima- 
ginare Kreispunktepaar, und die Einfubrung der genannten Aus- 
drucke in (49) ergibt mit C = — 4 : fur den Abstand der 

Punkte X | y und x | y' die bekannte Formel 

■j/(a: — a:')* + {y — y'f. 

Ebenso erbalt man for den „Abstand“ (Wiokel) der Geraden 
w |a?| 1 und u'\v\ 1: 

uu' + vv' - . uv' — ^u' 

— Oder arc sm — - — ; - ■ . 


arc cos 
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Endlicli ist der Abstand des Punktes cc | y von der Geraden 
' ' ux-\-'oy -\-t 

3) Man bestimine die Lange d der ans einer Geraden = 0 
dnrcb den Kegelschnitt /‘(re, a;) = 0 berausgesclmittenen Sebne bei 
Anwendnng von tiimetriscben Normalkoordinaten. 

Die Schnittpunkte sind nack Nr. 316 reell, wenn 


— F{v , v) ■■ 



%2 






^23 

®2 



«81 

^32 

^83 




^^2 

^3 

0 



Hk 


positiv ist, und zwar wird das Scbnittpnnktepaar in lanfenden 
Linienkoordinaten nacb (11 a) in Nr. 309 dnrcb die Gleicbung 


luv\ _ 


^11 


u. 


«'12 

<^23 

^82 

U. 


^28 

<^38 


^8 

0 

0 


^2 

% 

0 

0 


== 0 


dargestellt, die,’ nacb Potenzen der geordnet, von der Eorm 
=* 0 ist. Bezeiebnen wir mit bez. 0^ die Nonnalkoordi- 
naten der Scbnittpnnkte der Geraden mit der Knrve f(x^ x) = 0, 
so mnB daber die Gleicbung = 0 gleicbbedeutend sein mit 

d. b. es mnfi eine Identitat stattbnden von der Form 
2Cii^UfUj.= Qy^s^^ wo 0 einen gewissen Proportionalitatsfaktor 
bedeutet, oder es muB 

Sind nun Zj , \ die Langen der Seiten des Koordinatendrei- 

ocks, also M dessen doppelter Inbalt, so wird 

01f2= 02,,^,= 

Die reebts stebende GroBe gibt dnrcb ihr Verschwinden die Be- 
dingung, nnter del: die gegebene Gerade einer Asymptote des Kegel- 
sebnittes parallel ist, denn die Z. sind den Koordinaten der nnend- 
licb femen Geraden proportional. Femer ist 

“22“38) = ^ > 

'■ ^ Qii I 


also — 2/8% = F{v, v) : 

Vsh — Vth = 2 F{v, v) ; 

^1^2 - ■ C z) 


und 


<^ik 


analog 
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Nnn ist das Quadrat des Abstandes zweier Punkte 0 ^ gegeben 
durcb die Formel 

die sofort aus (28) in Nr. 74 (Teil 1, S. 139) hervorgebt, wenn 
man daselbst B durcb : 2 Jf und %, 02, ^3 der Eeibe nacb 
durcb 2^2% 3Z3^2? ““ — V^h ersetzt. Man erbalt als- 

daun fiir den Ausdruck^^^) 


2t?i«?3COsA3 } 



Hier gibt die Klammer durcb ibr Verscbwinden die Bedingung 
©(-y, v) =« 0, unt^r der die gegebene Gerade 0 durcb einen 
der'unendlicb femen imaginaren Kreispunkte gebt. 


Ist femer — 1Z^= 0 eine zur gegebenen Geraden parallele 
Sebne, so kann der Ausdruck fclr die Lange dieser Sebne erbalten 
werden, indem man in dem oben abgeleiteten Werte von cZ* die 
GrSBen durcb X\ ersetzt. Ygl. aucb Nr. 371, 3 und 229, 6. 

386. Verallgemeinerung metrisclier Satze. Die Erkennt- 
nis der wabren Natur der metriscben Beziehungen gestattet 
nunmebr in verscbiedenen Fallen die projektiv allgemeine 
Gestalt von geometriscben Satzen aufzufindeu; wenn diese durcb 
metriscbe Beziebungen, die sie entbalten^ aus jenem Bereicbe 
von Wabrbeiten ausgescblossen sind^ die das Prinzip der 
Dualitat verbindet. So ist es in dem Falle des Satzes (Nr. 321, s) 
von der Berubrung der einem Dreieck eingescbriebenen Kreise 
mit dem Kreise, der die Mittelpunkte der Seiten des Dreieeks 
entbalt. Wir baben bereits auf analytiscbem Wege in NTr. 361, 4 
die allgemeinere Form bewiesen, die diesem Satze zukommt: 
Die vier Kegelscbnitte, die dieselben drei Punkte oder Tan- 
genten gemeinsam baben und zugleicb einen festen Kegel- 
scbnitt doppelt beriibren, werden samtlicb von einem Kegel- 
scbnitt beriihrt, der mit dem gegebenen Eegelscbnitt aucb 
in doppelter Berubrung ist. Die Auffassung der imaginaren 
Kreispunkte als eines Kegelscbnittes, der mit den eingescbrie- 
benen Kreisen eine doppelte Berubrung bat, weil jene in 
diesen liegen, fiibrt obne Weiteres zu dieser allgemeineren Form 
des Satzes. Wenn der gemeinscbaftlicb berubrende Kreis die 
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HolLenfuBpunkte des Dreiecks entlialt, erkennt man, da6 der 
gemeinschaftlicli beruhrende Kegelscbnitt dnrcb diejenigen 
Schnittpunkte der Dreiecksseiten mit den Geraden aus den bez. 
Gegenecken geht, die ibnen in bezng anf den fasten Kegel- 
schnitt konjugiert sind, usw. 

B. l) Man bat den elementaren Satz: Wenn man dnrcb den 
Scbeitel/S eines rechtenWinkels (Fig.39)einenKreis nnd an diesen drei 
Tangenten so legt, daB die 
zwiscben dem Bertibrungs- 
pnnkt nnd den Scbenkeln 
des recbten Winkels ent- 
baltenen Abscbnitte einer 
jedenAa,A.a'; Cc, 

Oc von je gleicber Lange 
sind, so bilden die Beriib- 
rungspnnkte nnd also ancb 
die drei Tangenten ein 
gleicbseitiges Dreieck. Hier- 
nacb ist der Kreis dem Tan- 
gentendreieck eingescbrie- 
ben nnd beriibrt also seine 
Seiten in ibren Mittel- 
punkten, d. b. in den kon- 
jngiert barmoniscben zn den nnendlicb femen Punkten der Seiten; 
somit ist die nnendlicb entfemte Gerade die Harmonikale desjeni- 
gen Pnnktes in bezng anf das Dreieck (vgl. Nr. 67, l, 2 ), in dem sicb 
die drei Verbindungslinien der Berubrnngspunkte mit den Gegen- 
ecken scbneiden (Nr. 302), nnd sie ist zngleicb seine Polare in 
bezng anf den Kreis. Die Scbenkel des Winkels 1)81/ bilden mit 
den in jener nnendlicb entfernten Geraden gelegenen Pnnkten des 
Kreises eine barmoniscbe Gruppe. 

Denken wir dann einen Kegelscbnitt, der irgend drei Geraden 
beriibrt, so ist die Polare des Scbnittpnnktes der drei von den 
Berubmngspnnkten nacb den Gegenecken des nmgescbriebenen 
Dreiecks gezogenen Geraden wieder die Harmonikale dieses Pnnktes 
in bezng anf das Dreieck; sie schneidet den Kegelscbnitt in zwei 
Punkten, mit denen diejenigen Geraden eine barmoniscbe Gmppe 
bilden, ^e die Scbenkel des recbten Winkels vertreten. Sie be- 
stimmen in den Dreiecksseiten Punkte, die mit den Ecken Invo- 
lutionen erzengen, fiir die jeder Berubmngspunkt ein Doppelpnnkt 
ist. Solcbe zwei Geraden also scbneiden sicb immer in der Peri- 
pherie des eingescbriebenen Kegelscbnittes; ibre Scbnittpunkte bilden 
mit den Seiten des Dreiecks, den bez. Beriibrungspunkten des ein- 
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geschriebenen Kegelschnittes tind den Punkten in der Polare je ein 
barmoniscbes System; ibre Scbnittpnnkte mit je einer Seite liegen 
in einem Kegelschnitt, der den entsprecbenden Berubrungspunkt 
des eingescbriebenen Kegelscbnittes znm Pol jener Polare hat, und 
fiir den nnd den eingeschriebenen Kegelschnitt sie eine gemeinsame 
Sehne ist. 

Endlich aber darf man die Schenkel des rechten Winkels durch 
oine Kurve zweiter Ordnung ersetzen; denn die drei Punktepaare 
in den Seiten des Dreiecks, die mit den Ecken Involutionen be- 
stimmen, die den Beriihrungspunkt des eingeschriebenen Kegel- 
schnittes znm Doppelpunkt haben, liegen in einem Kegelschnitt, 
der die Polare zu der ihm mit jener Kurve gemeinsamen Sehne hat. 
Dann gilt der Satz: Pur jede Gerade, die mit diesen Kegelschnitten 
eine harmonische Teilung bestimmt, liegt der in bezug auf den einen 
genommene Pol in dem anderen. 

2) Wenn zwei Kegelschnitte a?) — 0 und^(a5, a;) == 0 und das 
gemeinschaftliehe Polardreieck, femer auf g zwei Punkte A^B 
und ihre Tangenten AT^ BT^ sowie die zu diesen in bezug auf 
/(a;, a?) = 0 harmonisch konjugierten Geraden AT\ BT' gegeben 
sind, so bestimmt die Harmonikale von T in bezug auf das Polar- 
dreieek in g zwei Punkte G und D, fur welche die zu ihren Tan- 
genten in bezug auf f harmonisch konjugierten Geraden durch 
denselben Punkt T' gehen. 

Denn in bezug auf den Kegelschnitt f(a?, a;) = 2x? == 0 sind 
die Geraden = 0, ^ harmonisch konjugiert, wenn = 0 

ist. Sind also a;/ (i = 1, 2, 3) die Koordinaten eines der betrach- 
feten Punkte von ^(a?, a;) = 2?A^a?A= 0, so ist die zu seiner Tan- 
gents in bezug auf den Kegelschnitt f konjugierte Gerade durch 

(Ag Ag^ajg ajg a?u **{- (Ag ^2 ^2)^1 ^2 ^ ^ 

dargestellt, und sie schneidet die den Punkten a?/', a?/" entsprechen- 
den Geraden derselben Art im namlichen Punkte, wenn 


x^' ajg' 

a?3 ajj 




tr 

n 

tr 

tr 

ft 

rt 

- 0 

a?2 


ajg x^ 



rff 

rn 

rtf 


rrr rtr 


**■2 



a?i 

x^ 

^2 i 



ist. Der Lage der Punkte a?/, a?/', a?/" auf dem Kegelschnitt g{x^ a;) = 0 
entspricht fa?'^, a;"^, a?'"^) ~ 0, und da die Summe dieser und der 
doppelten ersten Determinante dem Produkte von 

in die Determinante (x\ x \ x"') gleich ist, so muB die erste dieser 
iSroBen gleich Null sein, weil die letzte es nicht sein kann. Die 
^leichung der die Punkte a?/, a?/' verbindenden Geraden liefert aber 
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far die Koordinaten ihres Pols T in bezng anf den Kegelschnitt 
..g{x,x) — 0 

K ■ h ’ ’ 

h., da nach den Gleichungen + . . == 0 , + * - == 0 

die Beziehung bestebt 


1 1 1 ' 


ancb 




Die Harmonikale dieses Punktes T in bezug anf das Fundamental- 
dreieck bat daber die Gleicbnng 

^ + a^a" V) + *2 + ^"»iO + ®8 (®i'»2" + = 0 ; 


tind da diese bei Einfubmng der Koordinaten a;/" an Stelle von 
x^ in den vorbin aufgestellten verscbwindenden Ansdruck libergebt, 
so entbalt diese Gerade den Punkt (7. Ein analoger Beweis gilt- 
aucb dem Punkt D. 

Gebt man bei der soeben durcbgefubrten Betracbtung nicbt von 
'den Gleicbungen der beiden Kegelscbnitte in Punktkoordinaten aus, 
sondern von ibren Gleicbungen in Linienkoordinaten g?(w, w) = 0 bez. 

w) = 0, und lafit man 9 (w, w) ==» 0 in das Paar der imaginaren 
!&eispunkte ausarten, so werden die Geraden, die in bezug auf dieses 
Paar den in A und J?, 0 und D gezogenen Tangenten von — 0 

tonjugiert sind, zu den Normalen von %(w, 0 in A und B, 

O und D. Das gemeinscbaftlicbe System barmoniscber Pole liefert 
den Mittelpunkt und die unendlicb femen Punkte der Acbsen von 
und die Harmonikale des Pols T von AB in bezug auf dieses 
Poldreieck wird als die Yerbindungslinie der Punkte erkannt, die 
in den Acbsen auf den entgegengesetzten Seiten vom Mittelpunkt 
die Abstande des Punktes T baben; diese Gerade bestimmt auf % 
das Paar von Punkten 0, D, deren Hormalen mit den Normalen 
in A und B in demselben Punkte T' zusammentreffen. 

3) Wenn man die Hormale eines Kegelscbnittes f{x^ a;) — 0 
in einem seiner Punkte K,. als die zur Tangente in bezug auf einen 
andern festen — den absoluten — Kegelscbnitt ^(a;, a;) == 0 kon- 
jugierte Gerade durcb den Punkt auffaBt, so bestebt das Problem, 
die Normalen von einem heliebigen BwnMe aus an den Kegelschnitt 
f(xy x) >= 0 m Ziehen^ darin, den Punkt desselben so zu be- 
stimmen, daB die Gerade yX durcb den in bezug auf ^(a?, a;) = 0 
genommenen Pol der in X an /(aj, a?) = 0 gezogenen Tangente gebt, 
Oder anders ausgedruckt: die in K an f gezogene Tangente und 
die in bezug auf ^ — 0 genommenen Polaren der Punkte X und y 
miissen durcb einen und denselben Punkt, den Pol der Geraden 

Salmon-Fiedler, anaL Geom. d. Eegelsolin. H. 7. Anfl. 21 
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yX m bezug auf ^ = 0, gehen. In dieser Fassnng ist das Problem 
der allgemeiaen analytischen Behandlung zugSriglich.^*®) 

Man hat neben f(X, X) = 0 drei Gleichnngen von der Form 

y'(i/s) = (^s) + w (^s))) 

Oder fOr und als Koeffizienten von f und y: 

\iVl "I" ~ (^%l “1“ “1“ (^^12 “l~ ^^^12)-^2 

+ (^^13 + f*^is)^8 5 

^ 122^1 " 1 ” ^ 223^2 ” 1 “ ^zVz ~ (^%2 " I " ^ 12)^1 " 1 “ (^^22 “ 1 “ ^^^ 22 ^*^ 

+ (1^23 + ^^^23) ^3 5 

^18 2^1 “f" ^23 2/2 ^ 35^3 “ (^%3 ”1" (^^23 “1“ 

+ (1^33 f^^88)-^8'* 

Bezeicbnet man die aus den Elementen Xa^j^ + gebildete Deter- 
minante mit die TJnterdeterminanten dieser Elemente mit 
die Ausdriieke mit so sind 

/dX^=^ gi^ll + 92^12 93^13^ 

= 5 ^ 1^21 + ^ 2^22 + 93^23'i 

^1^81 + ^2-^32 + ^3^83 

die Aufldsungen der letzten drei Gleickungen nacb den X^. Durck 
Substitution in f(X^ Z) — 0 erkalt man 

Nack der bekannten Determinantenbeziekung 

gekt diese Gleickung tiber in 


^^9a^a^^9p9q^pq-“ ^^^^^^a9p9q^a,pq^ ^5 
da a^ji, auck Ableitung von nack X ist, so ist 

^^^^^ik9p9q^ik,pq ~gl 


Die Endgleickung erkalt daker fur SI — EEg g J die Form 


Sie bezeicknet fur als Ver§,nderlicke einen Kegelscknitt von fol- 
gender Entstekung: Er ist, wenn man X und ft als Konstanten be- 
tracktet, der Ort der in bezug auf den Kegelscknitt g ^ 0 genom- 
menen Pole aller jener Geraden, die fiir die Punkte von /“ »= 0 die 
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Polaren in bezng auf den Kegelscbnitt If fig ^ 0 sind, der durch 
die Scbnittpunkte von /* = 0 und ^ = 0 bindnrcbgebt. Die 61ei- 
chimg ist bei festen biquadratiscb in nnd ihre invarianten- 
theoretische Untersucbung (vgl. Hr. 339) fabrt auf die voUstandige 
LSsnng des Problems der Hormalen. Ibre Diskriminante zerfSllt in 
zwei Faktoren seebsten Grades; der erste gibt doppelt zahlend die 
Seiten des gemeinsamen Poldreiecks von f nnd g, der zweite eine 
Kurve secbster Ordnnng mit je zwei Euckkebrtangenten in diesen 
Seiten (durch Achsen und unendHch feme Gerade gebildetes Dreieck 
und Evolute, wenn f und g konfokale Kegelschnitte sind). Die erste 
Invariante der biquadratisehen Gleichung ist ein vollstandiges 
Quadrat; ein durch die sechs Eiickkehrpunkte gehender Kegelschnitt 
mit demselbeq Poldreieck (als Ort der Punkte mit Squianharmoni- 
schen Hormalenbuscheln Hr. 358, B und Hr. 222); allgemein erhSlt 
man fur beliebigen Wert des Doppelverhaltnisses zwei Kurven 
sechster Ordnung mit denselben Eiickkehrpunkten, die in eine zu- 
sammenfallen fur die harmonischen (Hormalen)“BiischeL 


21 



Einundzwanzigstes Kapitel. 

Von den reziproken Yerwandtsckaften. 

387. Lineare Beziprozitat, Als die wichtigsten Unte 
suclmiigsmetiiodeii der analytisclien wie der reinen Geomefer 
haben wir die Lebre von den linearen Snbstitutionen od< 
Verwandtscbaften und das Dnalitatsprinzip erkaimt Diei 
beiden Mattel gestatten aber nocb eine Verschmelzung in ein< 
neuen Elasse von Verwandtscbafken. Ibrem analytischen An 
druck nacb sind anch diese in der Eigenscbaft der lmear< 
Substitutionen, an die Stelle dreier Veranderlichen drei nei 
Veranderlicbe einzuftibren^ entbalten. 

Offenbar bleibt die analytiscbe Tbeorie von Nr. 91 und £ 
absolut ungeandert, wenn wir das eine System von Verande 
licben als Punktkoordinaten, das andere jedocb als Linie. 
koordinaten deuten, also die Snbstitutionen scbreiben 

(1) [lUf = Oder ftM/- OntCi + auiCg + usv 

und die XJmkebrungen 

( 2 ) • 

Hiernacb ist jedem Punkte des ungestricbenen eben< 
Systems eine Gerade w/ des gestricbenen ebenen Systems z 
geordnet. Ebenso ist aucb jedem Punkte des gestricben< 
Systems eine Gerade des ungestricbenen zugeordnet^ namli< 
durcb die transponierten Snbstitutionen 

(3) , 

weil und nur dann identiscb werden, Im allgemeine 
namlicb so lange von verscbieden ist^ entsprechm de 9 
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seTbm Element (JPunM, StrdhH) der Ebene verschiedene reziproke 
Elemente (Strahl, PunM), jenaclidein man es znm einen oder 
andern System getorig ansieht. 

Die aumahmslos eindeutige Yerwandtschaft zwischen je 
einem elenen System von PunTcten und einem ebetien System 
von Oeraden wird cds lineare Bezijprozitdt iezeichnet, Unmittel- 
bar einleuchtende Analoga zu Satzen der KoUineation sind: 
Ptmktreihen des einen Systems sind Strahlenbuschel des andern 
reziproh; reziproke BeiJien wnd Puschel sind projeUiv (doppel- 
yerhaltnisgleich, Nr. 92). Vier Paare reziproker Elemente von 
unabhangiger Lage hestimmen die VenvandtscJiaft; die Konstmk- 
tion des einem gegebenen entsprechenden Elementes gescbieht 
dnrcb zweimalige Zuordnnng in reziproken Elementargebilden 
(Nr. 82). Zwei zu einem dritten reziproke Systeme sind zu ein- 
ander koUinear. 

Die nngestrichenen nnd die gestricbenen Veranderlicben 
konnen anf zwei unahhdngige Koordinatensystenie bezogen 
werden. Wenn den nngestricbenen Fnndamentalpnnkten die 
gestricbenen Fundamentallinien als reziprok zugeordnet werden, 
dem Einbeitspnnkt dort die Einbeitsgerade bier, so treten an 
die Stelle der Snbstitutionen die einfacben ProportionaUtaten 
(4) %'= x^y u^:u§: x^\x^. 

In den folgenden Untersncbnngen werden wir dagegen aZfe 
Koordinaten auf dieseTben festen Elemente bezieben; die vorigen 
Proportionalitaten wtirden dann nicht mebr die allgemeine 
Reziprozitat definieren. 

388. Pol- -and Polarkegelscimitt. Nacb den allgemSinen 
Snbstitutionen bestebt zwiscben den Koordinaten zweier Pubkte, 
Yon denen der eine in der reziproken Q-eraden des anderen 
liegt, die bilineare Gleicbung Ea^j^x^ Xj^^O oder 

^2 (j^2X^l ^22^2 ^28 ^s) 

“h ^5 (,^ 51^1 “1“ ^32^2 ^88 ^s) 

<^21^2+ +^2(^12 CC22^2+^2^2) 

+ ^ 23^2 " 1 “ ®^ 88%0 ~ 

Daber gibt es aucb Punkte, die auf den ihnen reziproken Qe- 
raden liegeny d. b. fiir deren Koordinaten x^ = x! die Glei? 
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chung (5) erfiiUt wird. Diese Puidite liegen also auf dem 
Kegelschnitt = 0 oder 

/ 0 \ \ ^ 11^1 + ^ 22 ^ 2 ^ + ^ 38 ^ 8 * " 1 ” (^8 “ 1 “ ^32) ^2 ^8 

1 , + (<^1 + ais)^»^s»i + («i2 + a^iJoSiOCa = 0, 

den man den FolkegelschniU der Meisiprozitat nennt. Durch 
jeden Pnnkt desselben gelien zwei StraUen p, p\ die ihm 
reziprok zugeordnet sind, jenachdem er als Pnnkt P' oder 
Pnnkt P angeseken wird. 

Ebenso gilt fiir zwei Strahlen, deren einer dnrcb den 
reziproken Pnnkt des anderen gebt, die Beziebnng = 0^ 

und die Strahlen j die durch die iJmen reziproken Funkte 
gehen, nmhnUen einen Kegelscbnitt ZA^j^UiUjj. = 0^ den man 
znm TJnterscbied von dem vorigen den Folarkegelschnitt det' 
Beziprozitdt nennt. Seine Gleicbnng kann man in den Sub- 
stitutionskoeffizienten S'elbst scbreiben 

^2 ^18 % 

^21 ^22 ^28 ^2 
I ^81 ^32 ^38 ^3 

I % 'Wg W3 0 

Man nennt diese beiden Eegelscbnitte die Ordnungskurven 
der reziproken Systeme, denn mit ihrer Hilfe definiert man leicht 
den Zusammenbang entsprecbender Elemente. Einem Punkte 
des Polkegelscbnittes entspricbt die eine oder andere der von 
ihm an den Polarkegelschnitt gehenden Tangenten, je nachdem 
man ihn als dem ersten oder zweiten System angehorig be- 
traehtet; einer Tangente des Polarkegelschnittes entspricbt 
der eine oder der andere von ihren Scbnittpnnkten mit dem 
Polkegelscbnitt, je nacbdem man sie dem einen oder andern 
System angehorig ansiebt. 1st dann aber einem Punkte des 
Polkegelscbnittes ; als zu einem der Systeme gerecbnet, eine 
bestimmte der Tangenten zugeordnet, so kann fiir jeden folgen- 
den Punkt keine Zweideutigkeit mebr besteben. Denn bewegt 
sich der urspriinglicbe Punkt auf dem Polkegelscbnitt in eine 
zweite Lage, so mufi auch die reziproke Tangente des Polar- 
kegelscbnittes sfcetig in die der zweiten Lage entsprecbende 
ubergehen, Dasselbe Stetigkeitsprinzip gilt im dualen Pall. 
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Um nun die Geraden zu bestimmen, die einem be- 
liebigen Punkte P, P' der Ebene entsprecheii; ziebt man von 
dem Punkte an den Polarkegelscbnitt die TangentenP^^L; -^^ 2 ; 
bestimmt ibre Scbnittpunkte P^, P/; Pg, Pg' bez. mit dem Pol- 
kegelscbnitt so, daB, wenn nacb 5^2 bewegt wird, P^ mit 
p*, A' mit P 2 ' zusammenfallt, und erbalt in dem Paare ibrer 
Verbindungslinien P/Pg', P^ Pg die Geraden y, p^ die dem 
Punkte entsprecben. Um den einer gegebenen Geraden j?, p 
entsprecbenden Pnnkt zu finden, bestimmt man ibre Scbnitt- 
punkte P;j, P 2 mit dem Polkegelscbnitt und ziebt von diesen 
die Tangenten Pi^i, ^ 2 ^ 2 ; ^^ 2 ' an den Polar- 
kegelscbnitt so, daB PjL, stetig in Pg, 5^2, iiber- 

gefiibrt werden; entsprecben dann Pj^P/, Pg^s" 

Pg im ersten System, so ist ibr Scbnittpunkt P der der Ge- 
raden entsprecbende Punkt im ersten und der Scbnittpunkt 
von Pi^Pi mit Pg^Pg der ibr entsprecbende Punkt P' im 
aweiten System. Insbesondere nennt man den der unendlicb 
femen Geraden eines Systems reziproken Punkt den Gegm* 
punkt des anderen Systems. 

389. Involutorisches Tripel. Die beiden Ordmmgskurven 
sind miteinander in doppelter Beruhrung. Denn fiir einen 
Scbnittpunkt derselben fallen beide zu ibm reziproken Geraden 
mit der in ibm beriibrenden Tangente des Polarkegelscbnittes 
zusammen. Es miissen daber aucb, damit dieser Geraden nur 
ein Punkt reziprok sei, die Scbnittpunkte dieser Tangente 
mit dem Polkegelscbnitt zusammenfallen. Also beriibrt die- 
selbe die Ortskurve und die HuUkurve in ibrem gemeinscbaft- 
licben Punkte; die vier Scbnittpunkte beider vereinigen sicb 
daber in zwei Beriibrungspunkte. Man beweist dies aucb 
analytiscb, indem man aus Her mit den gesaumten Sub- 
stitutionsdeterminante (7) in Nr. 388 durcb Entwicklung bildet 

(8) -f- . . + -j- = 0 

und alsdann durcb Saumung der Diskriminante von (8) mit 
den die Gleicbung des Polarkegelscbnittes in Punktkoordi- 
naten F = 0, wo 



F = { (-^23 ^ 82 )*' 4.^22 -^33 } x^ -b • • 

“h 2 { 2 (-4.23 “t" -^82) (-^1 3 -^si) (-^12 -42 i) } ^2 “b ‘ ~ ® 5 
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dena man findet durcli Subtraktion des Quadrates der linearem 
Punktion 

(-^23 -^ 32)^1 + (*^1 ^is)^2 + (-^12 ”■ -^ 21)^3 

von V den Rest 

'^{(*^23 "^82 -^22-^s)^l^ * ' 

-f- (-4 ji-423 + -‘'^12-^81 -^21-^13)^2^S “I" * * } J 

der leicht als das Produkt des durch (6) definierten Aus- 
drucks V fiir den Polkegelscbnitt in das Vierfache seiner 
negativ genommenen Diskriminante A erkannt wird. Man. 
hat also in der Tat 

(10) F ^ « 4 A Z 7 + { (A23 - A32) + * • } ^. 

Infolge dieses Zusammenhanges entfallt auch die scheinbare' 
Zweideutigkeit der vorher gegebenen Konstruktion. 

In dieser sind nach Nr. 297 die Punktreihen zweiter Ord- 
nung Pi, Pg, . . Pj', P^', . . . auf Z7 — 0, ebenso die Strahlen- 
biischel zweiter Klasse Pj^i, Pg^Pg, . 

F = 0 untereinander derart projektiv, daB ihre Doppelelemente- 
die Schnittpunkte A, A der reellen Berukningssehne A^A^,, 
bez. die gemeinsamen Tangenten AgAg des reeUen Be- 

ruhrungspols Ag sind; daB femer der Schnittpunkt der Ver- 
bindungslinien PiPg', PgPi^ auf A^Ag liegt, bez. die Ver- 
bindungslinie der Schnittpunkte Pi^Pi, Pg^Pg', P 2^27 
durch Ag geht. Diese Bemerkung geniigt in der Tat, mn die 
Konstruktion ohne Benutzung des Stetigkeitsprinzips eindeutig 
zn machen. 

GremaB dieser Konstruktion sind die ieiden Beruhrutlgs- 
punkte Aj, Ag und die dwch sie gehenden gemeinsamen Tanr 
genten A^Ag, AgAg, daher auch der Beruhrungspol Ag md die 
Berilhrungssehne A^Ag remproky ob man sie nun zum einen 
Oder andern System rechnet, also, wie wir sagen woUen, in- 
volutorisch reziproh Von diesen drei Punkten und Geraden 
liegen also zwei reziproke Paare ineinander, das dritte, stets 
reeUe, aber nicht. 

Es gtbt in einer Besiprozitdt nur ein Tripel involutorisch 
reeiprolcer Elemenie, Denn, damit fiir einen Punkt 
xf ~ die reziproken Geraden u/ und u^ zusammenfaUen,, 
mtissen nach (1) und (3) die Gleichungen bestehen 
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liUf=QvUi Oder -S(a„— 0, 
was nur fOr drei Werte von q moglich ist. 

De^x einfachsten analytischen Ausdruck der Reziprozitat er- 
kalt man in bezng anf das involntorisclie Tripel als Fundamental- 
dreieck. Denn^ sollen den Punkten 1|010, OjllO, OlOjl 
die Geraden OjOjl^ OjljO, 1|0|0 vertauschbar entsprechen^ 
so miissen 0, ass= 0, 0, 0, 

sein; also lauten die Substitutionen 

( 11 ) ( ~ ^ 2 ^ 2 ? ^ ^ 81^15 

und die Gleicbungen der Ordnungskurven (Nr. 388) 

^22^2^ “f" (®^31 ^13) ^1^3 ^ ^31^13^2^ “t" ^22 (^31 “b ®^13)^1^3 ~ ^ - 

Im allgemeinen, namlicb so lange ^ ist, entspricbt 
jedem Elemente der Ebene nur ein anderes als doppdt reziprok 
(vgl. Nr. 387), einem Punkte der Scbnittpunkt seiner beiden 
reziprokto Strablen p, p\ einem Strahl die Verbindungs- 
gerade seiner beiden reziproken Punkte P, P'. Die Koordi- 
naten und xi^ dieser Elemente sind 

(12) I 2^1 * 2^2 • ^3 ~ • (%i ^3)^1% * ^22^8^2 

Da somit Vi'y^^x^iXs^ v\: Vs== u^i ist, so liegen doppelt 
reziproke JPwnMe auf Strdhlm aus dem SerUhrungspol und 
doppelt reziprohe StraUen schneiden sick auf der Beruhrungs- 
sehne. Dies liefert eine lineare Konstruktion von und 
aus gegebenen Elementenquadrupeln. 

Weil die vorige Substitution vom zweiten Grade ist, so 
nennt man auch die Verwandtschaft der doppelt reziproken Me- 
onentenpaare vom zweiten Grade, Wir betrachten sie in Kurze- 
am SchluB des Kapitels. 

B. Das anscbaulichste Beispiel der Reziprozitat wird durcb die 
einfacbste Wahl zweier Kegelschnitte in Doppelberuhrung erhaltenr 
Die Ordnungskurven seien zwei konzenirische Kreise 

Da die Tangentialgleichung zu Y lautet — ^ 

so sind die Bedingungen fur die Substitutionskohffizienten zu er- 
fullen Ofjj ~ ^22 ” 1 9 -^1 ~ -^22 ^ ^33 “ ^*1^9 *^38 ^ k 
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nnd — ^ii, ^ + *5 aus Ai“=-<^S 4 

folgt ai 8 ®=« 2 sS s-iis 0. Da endlich 

i = cfj 2 ®+ 1 nnd ist, so ist zu setzen 

, x + ay «a: + i/_ x' — ay' ax' -{-y' 

%l - V 2 5 W' - 2 ^ ^ * 

— Qi "~^r — 

Analog konnen zwei gleichseitige Hyperbeln mit gemeinsamen 
Asymptoten gebraucht werden. 

390. Polarsystem. Die vorangebendeii Eigenschaften 
einer aUgemeinen Reziprozitat hinsicbtlicli involutorisch rezi- 
proker Elemente sind daran gekn^ft, daJB wenigstens ein 
Substitutionskoeffizient von verschieden sei. In der 
Tat lehrt der Anblick der Substitutionen, dafi unter den JBe- 
dinqunqen 

uUe rez^'dken Elemente einander vertauschbar enisp^echen. Es 
bat dann keinen Sinn mebr zweierlei, in derselben Ebene 
liegende reziproke Systeme zn nnterscbeiden^ sondem in dieser 
involutorischen Beziprositdt sind je ein PunJct und eine Gerade 
der Ebene einander eindeutig zugeordnet, vermoge 

(13) —Xi = EAj^iUj. . 

Die beiden Ordnnngskurven der Reziprozitat fallen in 
•einen Kegelscbnitt f{x^x) = Ea^^x^Xj^^O, die Leifknrve oder 
Birektrix der involutorischen Bezijgrozitdt, zusammen. Die 
Gleicbung der zum Punkte reziproken Geraden Ea.^^y^Xj^ = 0, 
ebenso die Anwendnng der Konstrnktion in Nr. 388 zeigt, 
dafi die zugeordneten Elemente Pol und Polare in bezug auf 
die Leifkurve sind. Man bezeicbnet diese Znordnung daber 
als Pdarrezvgrozitdt nnd faBt die reziproken Systeme als Polar- 
system zusammen. Pole, Polaren und Polar dreiecke, Mittel- 
punkt, Durcbmesser und Acbsen der Leifkurve oder des Polar- 
systems sind gleicbbedeutende Benennungen. 

Eine Beziprozitat^ die zwei involutorische Paare von nicht 
in einander liegendenElementen enfhdlty ist eine Pdtbrreziprozitdt. 
Denn sind und a^, und a^ vertauschbar, so^ sind es 
auch a^a^(Ag) und A^A 2 (a^), d. b. es gibt ein Polardreiecb 
Aj^AgA^. Nebmen wir dieses zum Fundamentaldreieck der 
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Koordinaten, so entsprechen sich und 0 nur, 

wenn a^j^. ^ 0 also lauten die Snbstitutionen 

und die Gleiclmng der Leitkurve ist Daber er- 

fordert die Bestimmung der Konstanten die Angabe eines 
weiteren Elementenpaares A, Das Polarsystem ist also 
durch drei Elementenpaare bestimmtj die Tcein Dola/rdreieck bilden. 
Jedes weitere Elementenpaar P, ist durch zwei Projektivi- 
taten zugeordnet 

{A^-A^A^A^F) = {a^-a^a^a^), {A^-A^A^A^F) = 

Die Leitkurve des Polarsystems wird als Ort und Hiill- 
kurve der in einander liegenden Elementenpaare erhalten. 
Auf jeder beliebigen Geraden ist eine Punktinvolution definiert 
durch ihre Schnittpunktpaare mit A^.P, die die Schnitt- 
punkte mit der Leitkurve als ihre Doppelpunkte liefert. Doihefr 
sind alle KonstruMionen der KegelschniUleJire im Dolarsxjstem 
reell durcJifuhrbar, unabhdngig von der Bealitat der Leifkwrve. 
Die Einfiihrung des Polarsystems bedeutet so genau dieselbe von 
der Realitat unabhangige Definition fur die Eurven zweiten 
Grades, wie die der Involution fiir das Punktepaar. Man kenn- 
zeichnet das Polarsystem auch kurz als ebene Involution. 
tJbrigens ist das Polarsystem mit imaginarer Leitkurve mit 
Hilfe der Satze von Nr. 16, 17 und 18 leicht dadurch zu 
charakterisieren, dafi dann einem Pol im Innem eines Polar- 
dreiecks eine Polare entspricht, die ganz aufierhalb desselben 
liegt. 

B. 1) Ist ein Polaxdreieck A^A^A^ (Seiten bez. a^, Oj, Og) 
und ein Paar gegeben, so sind auch fur 1, 2, 3 die 

Geraden A^A^. und bez. die Punkte Paare von Polaren und Pol. 
Hiermit sind auch die Involutionen harmonischer Polaren und bar- 
monischer Pole an den Punkten A^, . . A^^ und in den Geraden 
% 5 . . ^4 je durch zwei Paare bestimmt. 

Urn dann m einer beliebigen Geraden der Ebene den Pol zu 
konstruieren, nimmt man zu ihren Schnittpunkten mit ag, a^ 
die entsprecbenden in den bez. Polinvolutionen, Der Schnittpunkt 
ihrer Yerbindungsgeraden mit den Gegenecken A^, Ag, Aj bez. ist 
der gesuchte Pol. So erbalt man insbesondere den Pol der unend- 
lich fernen Geraden oder den Mittelpunkt des Polarsystems; so 
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anch die Involution karmoniscker Polaaren, die das Polarsystem in 
ikm bestimmt, insbesondere ibr Recbtwinkelpaar und ihre Doppel- 
strablen: die Acbsen und die Asymptoten der Leitkurve. 

Mittelpunkt, Acbsen, aucb Brennpunkte und Leitlinien sind in 
jedem Polarsystem reell; die Brennpunkte sind (Nr. 300, 6) die 
Doppelpunkte der Involutionen in den Acbsen, ^e durcb ibren 
Scbnitt mit einer beliebigen Geraden ^ und den Scbnitt ibrer Nor- 
male aus ibrem Pol P als zweites Paar bestimmt werden, wabrend 
Mittelpunkt und bez. Acbsenricbtung ibr erstes Paar bilden. 

1st die Leitkurve reell, so findet man unmittelbar als Doppel- 
elemente der bezuglicben Involutionen ibre Scbnittpunkte mit zwei 
Seiten des Polardreiecks und die zugeborigen Tangenten als ibre 
Verbindungslinien mit den bez. Gegenecken derselben, also vier 
Punkte mit ibren Tangenten. Die Bestimmung des Polarsystems 
aus den Acbsen oder aus einem Paar konjugierter Durcbmesser ist 
davon nicbt wesentlicb verscbieden. 

2) Wenn das Polarsystem durcb die Acbsen und ein Paar 
von solcber Lage bestimmt ist, daB die Polinvolutionen in den 
Acbsen (also aucb in der unendlicb femen Geraden) elliptiscb sind 
Oder seine Leitkurve eine Ellipse obne reeUe Peripberieelemente 
ist, so kann man sie vertreten lassen durcb die reelle Ellipse, die 
die symmetriscben Paare der Involutionen zu Scbeiteln bat. Die 
Konstruktion zeigt sofort, daB die Polaren desselben Punkfces und 
ebenso die Pole derselben Geraden fur die imaginare und filr die 
reeUe Ellipse in bezug auf den Mittelpunkt symmetriscb parallel 
begen (Antipolare wid Antipol). 

391. Folarreziprozitat ist im allgemeinen nur eine 
besondere Lage allgemein reziproker Systeme, also nicbt 
wesentlicb von der aUgememen Reziprozitat verscbieden. Man 
kann namlicb durcb Verscbiebung und Drebung des einen 
von zwei reziproken Systemen beide in involutoriscbe Lage 
bringen. Beziebt man die allgemeinen Substitutionsformeln 
auf recbtwinklige Koordinaten und setzt fur x\y die allge- 
meinsten Ausdriicke einer recbtwinkligen Koordinatentransfor- 
mation, so wird 

^ fiw = «ii(^o + (10 QOS (p —y sin tp) 

+ «i2 (2/0 + ^ sin 9 + 2/ cos (p) + ^18, 
piv = 0^21 (^0 + ^ 9 — y sin 9) 

+ «a2 (2/0 + ® sin 9 + «/ cos y) + ajj, 
n =!= + X COB (p — y sin 9) 

+ «fssO'o + ® sin 9 + 2/ cos 9) + ajj. 


( 14 ) 
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Die OrdnuBg der recMen Seiten nacli dipn Yeranderliclieii 
y zeigt; daB man y^y 9? so zu bestimmen hat, daB 
^ ^ki ergibt sich 

— sin 9+0^2 ^ 9 + ^2s 9 ? 

( 15 ) - (hi^o + ^ ^31 cos 97 + 0:32 sin 9?, 

«21^0 + + ^28 sin 9? + 0^32 COS 9?. 

Die erste dieser Gleichungen liefert zwei Werte von 97, 
die andern bestiinmen sodann Xq | y^ linear: 


( 16 ) 


tg 9 ? 


^11 + 


— 0^82^18) y + (“81^12 + BUI qP — (ciisOfgg — CfgsCfls) 


Vo- 

(«S2^1 — QQ8 y fa2<^2i + “si^gii) sm g? — . 

«iias2 — 


Geometrisch betrachtet kann diese Transformation auf 
folgende Weise geschehen. Man bestimmt znerst in jedem 
der Systeme den Gegenr oder Mitteipmkty der der unendlich 
femen Geraiden als einer Geraden des anderen Systems ent- 
spricht, dessen Strahlen also den Richtungen in demselben 
entsprechen. Bringt man dann diese beiden Punkte durch 
Lagenveranderung eines Systems zur Deckung in 0 , so sind 0 
Tind die unendlich feme Gerade unverandert nnd involntorisch 
reziprok. Dieser Pnnkt 0 wird der gemeinschaftliche Mittel- 
prinkt, seine Strahlen werden Durchmesser der beiden Ord- 
nungskurven sein, die nun, weil sie in doppelter Beruhrung 
bleiben miissen, zu ahnlichen und konzentrischen Kegel- 
schnitten werden. (Nr. 226 .) Man hat femer noch 0 und 00 
als Elemente eines Polardreiecks zu nehmen. Daher muB man 
das eine der beiden reziproken Systeme so um den gemeia- 
samen Mittelpunkt 0 drehen, daB die einer Richtung A rezi- 
proke Gerade OA' die namliche ist, ob man dieselbe zum 
einen oder zum andern System zahlt; dann gilt dasselbe fQr 
jede Richtung B und die reziproke Gerade OB' (Nr. 94 ). Es 
besteht dann Involution zwischen den Buscheln OAy OBy . . ; 
OA!y OB', Da nun aber die absoluten Richtungen der Ebene 



334 


XXI. Von den reziproken Verwandtsckaften. 391. 


bei jeder Drebung des Systems unverandert bleiben, so sind 
durcli eine solcbe die reziproken Greraden einer derselben 
wirklicli zum Zusammenfallen zu bringen. (Vgl. B. 3 .) 

Aber wir erzielen die involutoriscbe Vereinigung durcb 
reelle Konstruktion; denn die Durcbmesser der beiden ur- 
sprunglicben reziproken Systeme bilden zwei zu einander 
projektive Biiscbel, in denen je zwei einander entsprecben, 
von denen der eine der Ricbtung des andern zugebort. Unter 
diesen Durcbmessern gibt es im allgemeinen nur ein Paar zu 
einander recbtwinkliger q, r, denen ein Paar recbtwinklige 
konjugierte g', r' entsprecben. Ibre Verkebrt -Vereinigung q 
mit Ty r mit g fubrt zur Involution und liefert die Acbsen 
der Leitkurve. Daber ist die involutoriscbe Lage nur auf 
gw&i Arten berzustellen und bangt an der Endlicbkeit der 
Koordinaten Xq, des Mittelpunktes 0 , also an 
der Fall der Grleicbbeit ist zunacbst ausgescblossen; bei para- 
boKscber Leitkurve ist er verwirklicbt. 

Wir konnen aber mit den wie oben bestimmten Xq, tp 
die Gleicbung der Leitkurve aus den nacb den Veranderlicben 
geordneten Bedingungsgleicbungen S. 333 sofort scbreiben: 

cos (p H- sin (p)x^ + (ofgg cos 9? — Ogi sin 9^)2/^ 

+ 2(aij cos 9 — Oil sin (p)xy + 2 (ai^Xo + 0^31^0+ 

+ 2(021 flJo + <“ 32 % + “2j)y + (o^i«o + Wo + «»s) “ 0 
und betracbten nun ikre Diskriminante 

o^iCOS9?+ai2sin9? ai2C0S9--aiiSin9? thi^o+^isiVo+^is 
cc^^cosq>—ai^sixi^ oTggCpsg?— « 23 ^o+« 222 ^o+« 2 s 
Ojl Xq ifo + ^8 ^21 ^0 ®^2 2^0 + ^S 3 ^S1 ^0+ ^82 2 /o+ ^83 

Entwickelt man sie nacb den Elementen der letzten Spalte^ 
so findet man die zugeborigen XJnterdeterminanten unter Be- 
rucksicbtigung der Bedingungsgleicbungen ( 15 ) gleicb den 
entsprecbenden Unterdeterminanten der Substitutionsdeter- 
minante A der vorgelegten Reziprozitat, z. B. 

agi cos 9? + ojgg sin 9? ofgg cos 9) •— agi sin 9? __ ccgi 
ttgi-cos 9? + oigg sin 9? ofgg cos ain Ogi Og, 

Ebenso aucb Agg'^^-lgg, und uberbaupt immer 

nacb denselben Gesetzen der TJmformimg A. 
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Wir konnen also aus der Substitution der reziproken 
Ebenen Scblusse zieben auf die Art der Leitkurve der zum 
Polarsystem vereinigten Ebenen. 

Zunacbst folgt, daB die Leitkurve ein eigentlicber Kegel- 
scbnitt sein wird, so lange A nicbt verscbwindet; fitr < 0 
eine Hyperbel, fur Agg > 0 Ellipse; sodann eiu Geradenpaar^ 
reell und getrennt, parallel oder konjugiert imaginar, je nacb- 
dem zugleicb Agg = 0 bei A = 0 ist. (Vgl. Nr. 310 und weiter- 
bin die singuldren Projektivitaten) Unter den Beispielen 4 — & 
sind die Sonderfalle besprocben. 

B. l) Die den Punkten eines Durcbmessers reziproken Geraden 
sind einander parallel, und einer Scbar von Parallelen entsprecben 
Punkte auf einerlei Durcbmesser. 

2) Die Koordinaten der zu 0, 0 und = 0, «; == 0 

reziproken Gegenpunkte sind Ag^ : Agg ] Agg : Agg ; A^g : Agg | Agg : Agg . 
Daber gescbiebt die Transformation der Systeme auf gemeinsamen 
Mittelpunkt durcb 

-^33 (p i*?) = -d^g Agj^, Agg ( 2 / 2 ^) == Agg Agg . 

3) Man soil fiir die konzentrische Lage beider Systeme den 
Drebungswinkel berecbnen, der der Transformation des Textes ent- 
spricbt. Die Polaren eines beliebigen Punktes sind bei recbtwinkligen 
Koordinaten aus dem gemeinscbaffclicben Mittelpunkt 

(“ 11*1 + + “ss = 

(“11 + “21^1)® + (“l2®l + + «83 “ 0, 

und daber ftir den unendlicb femen Punkt — ix^ 

(«!! + + (or^i + ia^y = 0, 

(«!! + + (ajj + 20:22)2/ = 0 . 

Der Winkel dieses letzten Geradenpaares ist bestimmt durcb 


tg 0 = -}- 


“ll + 0^2* 


Oder: Die dem Punkte 1 2/1 des ersten reziproke Gerade 
des zweiten Systems erbalt durcb Drebung um den Winkel 6 die 
Gleicbung 


(<^11 cos 0 — 2^ sin 0 ) + (^21 + « 223 ^i) (posirxd + y cos 0 } 

+ ofgg = 0 


Oder { cos 0 + sin 0)% + (^12 <^os 0 + cfgg sin 0)yj^}x 
+ {(of 2 i COS0 — ofii sin0)a;i+ (agg cos 0 — a^g sin 0)^i } y + agg* 0. 
Dagegen ist die Gerade, die dem Punkte x^\y^^ als dem trans- 
formierten System angeborig betracbtet, entspricbt 
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{ (oiii cos d + «2i sin d)x-^ + cos 0 — sin 0 )yi}x 
+ { (ajj cos 0 + «25 sin + (cjjcosd — sin 0)1/1 ji/ + Cg, = 0. 
Und diese Gerade ist mit der vorigen identisch, wenn man hat 
£1:^2 cos 0 + 6 ^ cos 6 — sin 6 . 

ytir ^13 = c^2x ist zur Herstellang des Polarsystems ans den 
reziproken Ebenen eine Drehnng nicht erforderlich. 

4 ) Fur die Leitkurve als gleichseitige Hyperbel mu6 naeh ( 17 ) 
= — o; 22^ sein oder cos g) + sin g) == sin g> — cos 95 
man erhSit 

tg 9 


+ «8S 




also ans dem allgemeinen Werte in (I6) 


Bedingung + cc^^Y +• (cc^^ — cc^^Y = 0. 

5 ) Soli die Leitkurve ein Kreis werden, so wird ct^^' =« cc^' und 
ccij'= 0 gefordert, also nach ( 17 ) 


cos g> + ce^2 9 ^22 9 — ^21®^ 99 ^12 9 = Cij sin 9 . 

Also wird 

tg (p =s _ ^12 _ (X2 1 

“12 + 0^21 «ii 

und somit die Bedingimg 

«22^ + «12“ = ^3S • 

Vgl. fiir Beisj^ele Kr. 396 . 

6) Den Fall der elliptischen Leitkurve als reell oder rein 
imaginar entscheidet das Vorzeichen der Halbachsenquadrate oder 
der Potenzen der auf den Achsen der Leitkurve durch das Polar- 
system bestimmten Polinvolutionen nach Nr. 152 und 142 dahin, 
dafi entgegengesetzte Zeichen von cc^i' 'i' <^2' — ^ ^9 

JR^=^ (^i^~ <^220*“)" ^^12' ^9 Eealitat bedingen und umgekehrt. 
Ersetzt man in 


9 -f gjg s.in 9 7 ^22 ^ ^22 9 “ ^21 9 

die Funktionen sin 9 und cos 9 durch ihre Werte in den also 

durch Briiche mit den Zahlem + 032 bez. — ^21 

gemeinsamen Nenner 

{ («11 + “ 22 )* + («12 — «^ l )* } \ 

SO erhalt man die Bedingung in den Koeffizienten der Eeziprozitats- 
Substitution 
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7 ) Wenn man das Polarsystem bestimmt denkt dnrcli seine 

Acbsen q^r (oder aJ-Achse) nnd qr (oder 2/-Achse, also durcli das 
absolut groBte Polardreieck) und ein Paar P, p von Pol nad Polare 
von solcher Lage, dafi beide Koordinaten von P positiv und die 
Pluckerscben Linienkoordinaten von p negativ sind, so ist die Leit- 
kurve die reelle Ellipse == 1 fiir : 0^33, & =* : ^33 

oder mit den reziproken Werten als den Potenzen und To^ der 
Polinvolutionen in den Acbsen 

Dreht man die Ebene mit P um die Achse x bez. y in sick 
zuriick, so dafi P die Lage Pj bez. Pg erhalfc, indem zugleich das 
Zeichen von TCy bez. wechselt, so entstehen Polarsysteme mit 
konjugiert-hyperboliscben Lsitkurven von den Gleicbungen 

V*® - = V V' 

Auf demselben Wege kommt man durch Drebung von P^^ um y 
bez. von Pg um x nacb Pg mit negativen Koordinaten, mit der 
imaginaren Elb'pse — hy^x^— \^y^ 

8) Die entsprecbenden B.ecbtmnkelpaare aus den Mittelpunkten 
der reziproken Ebenen qr und qr bilden mit der unendlicb fernen 
Geraden die recbtwinkligen Koordinatensysteme, mit Hilfe deren 
die Substitution der allgemeinen Reziprozitat die einfacbste und 
fiir metrische Untersucbungen vorzugsweise geeignete Ausdrucks- 
form erhalt. 

392. Polarreziproke Kegolsclinitte. Wenn ein Polar- 
system mit der Leitkurve i = 0 fest gegeben ist, so be- 
trachtenwirnuu m jeder Figur ihre Folarreziproke in demPolar- 
system^ d. b. in bezug auf den Kegelschnitt L, indem wir die 
reziproke Pigur aus den Polaren der Punkte als HuUkurve und 
aus den Polen der Tangenten der ersten als Ort bilden. Wir 
nennen kurz Pol und Polare beziiglieli L entsprechende Ele- 
mente, so daB sicb. in polarreziproken Figuren die Elemente 
paarweise entsprecben and jede aus der anderen in gleicber 
Weise bervorgebt. 

Die Hiilllcurve der Folaren oiler PunUe einer Kurve S 
heifit die Polkurve s zu S, wabrend der Ort S etwa als die 
Polkurve von s untersebieden wird. Da aber aucb S die 
HuUkurve aUer Punkte der Polarkurve s ist, so sind polar- 
reziproke Kurven 8 und s von gleicbartiger Bedeutung. Die 
Ordnung der Polarreziproken einer Kurve ist der Klasse der 
Kurve gleich. Denn ist n die Anzabl der Punkte, in denen 
eine beliebige Gerade die Kurve s scbneidet, so entspricbt 

Salinon-!Fiedl6T, anal. G-eom. d. Kegelsolm. 2X 7. And. 22 
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denselben in der polarreziproken Fignr 8 die gleiche AnzaU 
der Tangenten von 8, die dnrch den jener Geraden ent- 
sprechenden Punkt gehen (Nr. 28). Weil an einen Kegel- 
schnitt 8 nur zwei Tangenten von irgend einem Punkte ana 

gezogen vrerden tonnen, so 
schneidet eine beliebige Gerade 
die Knrve s nur in zwei Punkten, 
d. b. die Polarreziproke einer 
Kurve zweiter Klasse ist eine 
Kurve zweiter Ordnung. 

Aber nicht nur die Kegel- 
schnitte 8 und s, sondem auch 
die durcb sie als Leitkurven 
definierten Polarsysteme sind polarreziproke Figuren. Kon- 
struktiv folgert man dies daraus, dafi, wenn zwei Punkte P, P' 
in 8 den Tangenten pt, p'f an s entsprechen (Fig. 40), aucb 
die Tangenten in P, P' an 8 den Berubrungspunkten jp,jp' ent- 
sprecben miissen. Denn dann entspricbt der Scbnittpunkt Q 
von TP und T'P' der Berubrungssebne pp\ Einem Punkte Q 
und seiner Polare PP' in lezug auf 8 entspricht eine Gerade pp' 
und ihr Pol q in bezug auf s, 

Analytiscb sind diese Satze einleucbtend, da lineare Sub- 
stitutionen in quadratiscbe oder in bilineare Gleicbungen 
wieder solcbe Gleicbungen liefem (vgl. Nr. 175, is). 

393. Die Methods der reziproken Polaren^^) bat in der 
gescbicbtlicben Entwickelung die Lebre von der reziproken 
Verwandtscbaft und von dem Dualismus geometriscber Wabr- 
beiten vorbereitet. Ibre Ergebnisse folgen aus diesen allge- 
meinen Theorien durcb besondere Annabmen liber die Lage. 
Gerade durcb die konstruktiv einfacbe und iibersicbtbcbe Lage 
der zu vergleicbenden Figuren bat diese XJntersucbungs- 
metbode ihren selbstandigen Wert. Sie setzt lediglicb die 
Kenntnis der Polarentbeorie der Kegelscbnitte voraus. 

Aus jedem nur auf Bescbreibung der Lagenverbaltnisse 
sicb beziebenden oder projektiven Satz uber eine gegebene 
Figur kann rein mecbaniscb durcb Vertauscbung dual ent- 
sprecbender Worte der reziproke Satz iiber die polarreziproke 




Die reziproken Polaaren als Vorstufe der Dualitat. 


339 


Pigur abgeleitet werden. Z. B, folgt ans dem Pascalscben 
Satz fiir das einem Kegelschnitt 8 eingesdiriebeue Secbseck 
ABCDEF der Brianchonsche Satz fur das dem Kegelscbnitt $ 
umgescbriebene Sechsseit ahcdef (vgl. Nr. 283). 

Durck die Nebeneinanderstellung einiger Satze mit ikren 
Reziproken soil im Folgenden Gelegenkeit zur Anwendung 
and '0T3ting dieser Metkode gegeben werden. Auf die besondere 
Lagenbeziekung wird erst weiterkin einzugeken sein. 


B. l) Wenn sich zwei Ecken 
eines Dreiecks auf festen Geraden 
bewegen, wakrend sick die Seiten 
tun drei feste Punkte dreken, so 
ist der Ort der dritten Ecke ein 
Kegelscbnitt. (Nr. 276, 6.) 

2) Der bezeicknete Ort ist eine 
Gerade, wenn die festen Punkte 
der Seiten in einer Geraden liegen. 
(Nr. 52, 2, 3.) 

3) W enn von einem Kegelscbnitt 
zwei Punkte und zwei Tangenten 
gegeben sind, gekt die Verbin- 
dungsHnie der Berubrungspunkte 
dieser Tangenten durcb den einen 
Oder andem von zwei festen 
Punkten. 

4) DiePolareneinesfestenPunk- 
tes in bezug auf alle demselben 
Viereck umgescbriebenen Kegel- 
scbnittebndeneinStrablenbuscbel. 

5) Der Ort des Pols einer festen 
Geraden in bezug auf alle durcb 
dieselben vier Punkte gekenden 
Kegelscbnitte ist ein Kegelscbnitt. 
(Nr. 301, 1.) 

6) Die drei Geraden, die die 
Ecken eines Dreiecks mit. den 
entspreckenden Ecken des in be- 
zug auf einen Kegelscbnitt ge- 
bildeten polaren Dreiecks verbin- 
den, geben durck einen Punkt. 
(Nr. 299, 3 ; 348, 1.) 

7) Man boU einem Kegelscbnitt 


Wenn sicb zwei Seiten eines 
Dreiecks um feste Punkte dreben, 
wabrend sicb die Ecken in drei 
festen Geraden bewegen, so ist die 
Hiillkurve der dritten Seite ein 
Kegelscbnitt. 

Die bezeicbnete Hiillkurve ist 
ein Punkt, wenn die festen Ge- 
raden der Ecken in einem Punkte 
zusammenlaufen. 

Wenn von einem Kegelscbnitt 
zwei Tangenten und zwei Punkte 
gegeben sind, liegt der Scbnitt- 
punkt der Tangenten in diesen 
Punkten stets auf der einen oder 
der andem von zwei festen Ge- 
raden. 

Die Pole einer festen Geraden 
in bezug auf alle demselben Vier- 
seit eingescbriebenen Kegelscbnit- 
te bilden eine gerade Reibe. 

Die Hiillkurve der Polare eines 
festen Punktes in bezug auf alle 
dieselben vier Geraden beriikren- 
den Kegelscbnitte ist ein Kegel- 
scbnitt. 

Die drei Scbnittpunkte der 
entsprecbenden Seiten eines Drei- 
ecks und des in bezug auf einen 
Kegelscbnitt gebildeten polaren 
Dreiecks liegen in einer Geraden. 
(Nr. 348, 1 ; 67, 4 .) 

Man soil einem Kegelscbnitt 
22 * 
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XXL Von den reziproken Verwandtschaffcen. 394. 


ein Dreieck einschreiben, dessen 
Seiten durch drei gegebenePankte 
gehen. (Nr. 298.) 


ein Dreieck umscbreiben, dessen 
Ecken auf drei gegebenen Geraden 
liegen. 


S94. Wean zwei Kegelschnitte S und S' und ihre Eezi- 
proken $ und s' gegeben sind, so entsprechen den vier Schnitt- 
punkten A, JS, C, D von S und S' die vier Tangenten 
a, h, Cj d, die s und s' gemeinscbaftlich sind; den sechs Sebnen 
AB^ CD] AC, BD] AD, BG jener Scbnittpunkte entspre- 
chen die sechs Scbnittpunkte ab, cd] ac, bd] ad, be dieser 
gemeinschaftlichen Tangenten; A. h. dein vollstdndigen Viereck 
der ersten das vdlstdndige Vierseit der letdm, 

Wenn sich zwei Kegelschnitte beriihren, so beinibren sich 
auch ihre Reziproken; denn da die ersten einen Punkt und 
die zugehorige Tangente gemein haben, so miissen die letzten 
eine Tangente und den zugehorigen Beruhrungspunkt gemein 
haben. Und wenn zwei Kegelschnitte mit einander in doppelter 
Berbhrung sind, so sind es auch ihre Reziproken. Die Bezi- 
proken eines Biischels bilden eine Schar. 

Sind die Kegelschnitte S, s und die Leltkurve L gegeben, so 
entsprechen den gemeinsamen Punkten oder Tangenten von L 
und s die gemeinsamen Tangenten oder Punkte von L und 5. 
Denn die Scbnittpunkte L, s und die Tangenten L, S sind 
paarweise Beriihrungspunkte und Tangenten der sich selbst 
reziproken Leitkurve. Somit liabmje zwei reziproke Kegelschnitte 
S, s mit der Leitkurve L ein gemeinschafUiches Polardreieck, 
Sind nur 8 und s gegeben, so kann die Leitkurve L nur 
einer von den vier Kegelschnitten sein, die durch das ge- 
meinsame Polardreieck und die fernere Bedingung bestimmt 
sind, daB einer der vier gemeinsamen Punkte A,B,CjD von 
8, s der Pol zu einer ihrer vier gemeinsamen Tangenten a, b, c, d 
in bezug auf ihn sein muB. Es giU also vier Kegelschnitte 
L^, L^, Lg, ^4 beziiglich deren zwd gegebene S und s einander 
polarreziprok sind. 

B. 1) Wenn ein Dreieck einem 1 Wenn ein Dreieck einem Kegel- 
Kegelschnittumgeschriebenbleibt | schnitt eingeschrieben bleibt wah- 
wahrendzweiseinerECkeninfesten rend sich zwei seiner Seiten uin 
Geraden fortschreiten, so be-'feste Punkte drehen, so umhiillt 
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schreibt die dritte Eeke einen 
Kegelschnitt, der mit dem ge- 
gebenen in doppelter Berubmng 
ist. (Nr. 295, l.) 

2) Wenn drei Kegelscbnitte 
zwei gemeinscbaftlicbe Tan gent en 
baben, oder wenn sie alle mit 
einem vierten Kegelschnitt in 
doppelter Beriibrung sind, so 
geben die secbs Scbnittsebnen 
derselben viermal zu je dreien 
dnrcb einen Punkt. (Nr. 267.) 
Man darf diese Punkte als die 
vier Potenzmittelpunkte der drei 
Kegelscbnitte bezeicbnen, die den- 
selben vierten Kegelschnitt dop- 
pelt beriibren. 

3) Wenn sicb zwei Kegelscbnitte 
bert^ren, so scbneiden sicb die 
Tangenten derselben in den End- 
punkten einer dnrcb den Berfih- 
mngspnnkt gebenden Sebne in 
der gemeinscbaffclicben Sebne der 
Kegelscbnitte. 

4) Wenn man dnrcb einen 
Scbnittpnnkt der gem einschaft- 
licben Tangenten zweier Kegel- 
scbnitte zwei beliebige Sebnen 
ziebt, so scbneiden sicb die Ver- 
bindungslinien ihrer Endpunkte 
in einer oder der andern von 
den gemeinscbaftlichen Sebnen 
der Kegelscbnitte. 

5) Wenn die Kegelscbnitte A 
nnd beide mit dem Kegel- 
scbnitt B in doppelter Beriibrung 
sind, so scbneiden sicb ibre Be- 
riibrungssebnen mit 8 nnd ibre 
Scbnittsebnen mit einander in 
einem Punkte nnd bilden ein 
harmoniscbes Biiscbel. (Nr. 261.) 


die dritte Seite einen Kegelschnitt, 
der mit dem gegebenen in dop- 
pelter Berubrung ist. (Nr. 2 9 5, 2.) 

Wenn drei Kegelscbnitte zwei 
gemeinscbaftlicbe Punkte baben, 
oder wenn sie alle mit einem 
vierten Kegelschnitt in doppelter 
Berubrung sind, so liegen die 
secbs Scbnittpunkte ibrer gemein- 
scbaftlichen Tangenten viermal 
zu je dreien in einer Geraden. 
Man kann diese Geraden als die 
vier Abnlicbkeitsacbsen der drei 
Kegelscbnitte bezeicbnen, die den- 
selben vierten Kegelschnitt dop- 
pelt bertibren. (Vgl. Teil 1, Nr. 
122 .) 

Wenn sicb zwei Kegelscbnitte 
beriibren, so geben die Verbin- 
dungslinien der Ber'ubrungspunkte 
ihrer Tangenten aus einem Punkte 
ibrer gemeinsamen Tangente durcb 
den Scbnittpnnkt der gemein- 
scbaftlichen Tangenten der Kegel- 
scbnitte. r 

Wenn man in einer gemein- 
scbaftlichen Sebne zweier Kegel- 
scbnitte zwei Punkte wahlt, so 
liegen die Scbnittpunkte der von 
ibnen ausgebenden Tangenten in 
Geraden, die durcb einen oder den 
anderen von den Scbnittpunkten 
der gemeinscbaftlichen Tangenten 
der Kegelscbnitte geben. 

Wenn die Kegelscbnitte A und 
B mit dem Kegelschnitt 8 in dop- 
pelter Berubrung sind, so liegen 
die Scbnittpunkte ibrer mit 8 ge- 
meinscbaftlichen Tangenten und 
die der Paare ihrer gemeinscbaffc- 
licben Tangenten in einer Geraden 
und bilden einebarmoniscbeEeibe. 
(Nr. 309, 4 .) 
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6) Wenn die Kegelschnitte 
JB, 0 den Kegelsclmitt S je dop- 
pelt nnd iiberdies A nad B beide 
C einfacb berubren, so schneiden 
sicb die Tangenten in den Be- 
riibningspunkten in einer gemein- 
schaftlichen Sehne von A und B, 


Wenn die Kegelschnitte A^ jB, 
C den Kegelschnitt 8 je doppelt 
und iiberdies A nnd B beide C 
einfacb berubren, so gebt die 
Verbindungslinie der Beriibmngs- 
punkte durcb einen Scbnittpnnkt 
der gemeinsamen Tangenten von 
A und B. 


395. Invariantentlieorie reziproker Kegelselmitte. Piir 
die analytische Untersucbung polarreziproker Figuren wird 
die auBerste VereinfacKung dadurcb erreicbt, da6 die Leitkurve 
in der Gleicbungsform 
(18) + 

vorausgesetzt werden darf. Die Substitutionen der Rezipro- 
zitat reduzieren sicb dann auf =* a?,., d. h. auf einen bloBen 
Bedeutungswecbsel der Koordinaten. Jede temdre Oleichung 
definiert, in Bmkt- oder in lAnienkoordinaten gedeutet, pola/r- 
reziproke KurDen, mit (18) als Leitkurve. Abgeseben von der 
Deutung ist daher die Tangentialgleichung einer gegebenen 
Kurve identiscb mit der Gleichung der Reziproken (der Rezi- 
prokalgleicbung) in den gegebenen Veranderlicben. 

Bei monomiscben Substitutionen bleiben Normalformen 
der Gleichungen erbalten (Nr. 299). Also kann das Funda- 
mentaldreieck in einem Polarsystem stets so gewablt Tverden, 
daB mit bezug auf L = Xi^ + x^^ + x^^=0 als Leitkurve irgend 
zwei reziproke Kegelschnitte die Gleichungen baben 

/jm ( X) = “ 0 , 

wo die letzte gleicbbedeutend ist mit 

a^ia^x^^ + a^a^x^^ + a^a^Xs^ ^ 0. 

Diese beiden Kegelschnitte sind aber nicht nur beziig- 
lich der angegebenen Leitkurve reziprok, sondern uberhaupt, 
so lange die Bedingungen =- x^^ erfiillt sind. Daher gibt 
es je vier Kegelschnitte, hinsichthch deren zwei Kegelschnitte 
zu einander polarreziprok sind. Ihre Gleichungen konfien 
gleicbzeitig als 

(20) ai*±»**±V==0 
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(for alle Zeiclienkombinationen) geschrieben werden, sie haben ^ 
also eiu gemeinsames Polardreieck und paarweise doppelte 
Beruhrung, konnen aber nickt samtlich. reell sein (Nr. 394). 

Die Polarkurve, also die Hullkurve der in bemg aiif eine 
Leitkurve g(x, x) genommenen Polaren aller Punlde von 
f{Xy a;) =* 0, ist eine simidtane Kovariante. In der Tat ist ihre 
Gleichung in der Form 
(21) ?t\\g(Xy x) — 2k{x, x)^0 

darsteUbar (Nr. 354, l), wobei die Invariante 3H in Nr. 343 
und 348, die Kovariante 2k(Xy x) in Nr. 354 definiert ist. 

Ebenso konnen wir nun f{Xy x) als eine Leitkurve be- 
trackten, in bezug auf die wir die Polarkurve von g{Xy x) 
bilden; diese erscheint dann in der Gleicliungsform 
(21a) 30/(a;, a?) — 2A(a;, a?) == 0. . 

Baker gekt die Kovariante 2k(x^ x) zweier Kegelscknitte 
f{Xy x)f g{x, x) durck die Scknittpunkte jedes der beiden 
Kegelscknitte mft der Polarkurve des anderen in bezug auf 
ikn. Ist die Kovariante 2k selbst die Eeziproke eines der 
Kegelscknitte in bezug auf den anderen, so sind diese kon- 
jugiert (Nr. 349), und umgekekrt. 

Also decken sick fiir H = 0, 0 = 0 die beiden Polarkurven 
(21) und (21a) mit der Kovariante k. Aus den Gleickungen 

= 0, + a, = 0, 

folgt aber, daB, fiir s als eine komplexe Kubikwurzel der 
Einkeit, zu setzen ist 

Somit giU es Tripel von doppdt-harmonischen Kegelschnitten 
/ 99 >> t V + V+V=0; + 

deren jeder zugleich die Hauptkovarianim 2k und 2H und die 
vereinigten Polarhurven fur die beiden andem darstelU (vgl. 
auck Nr, 360, S. 246). Jedem derselben kSnnen dann Dreiecke 
eingesckrieben werden, die einem der andem umgesckrieben 
sind (Nr. 351). Die imaginare Darstellungsform beweist nur, 
daB das gemeinsame Polardreieck nickt reell ist; die drei 
Kegelscknitte konnen reell sein (vgl. B. 3). 
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B. l) Die Polarreziproke der gleickseitigen Hyperbel 
= a^xy — l)^y x (Nr. 178, Gl. (9)) in bezug auf die Ellipse 

= 1 ist eine Parabel (x x — y y — + 4:Xyxy = 0, 

CL* 0 

die die Koordinatenachsen beriibrt. Die gemeinsamen Tangenten 
der Parabel und Ellipse berubren diese Kui'ven in den PnBpunkten 
der von x | y anf sie gefallten Normalen. 

2) Der mit f{x^ ic), g{x^ x) kovariante Kegelscbnitt Qf(x^ x) 
— Hg(x^ x) 0 geht durch die Scbnittpunkte der Kegelschnitte 
/■, g und durch die ihrer Polarkurven. 

3) Ein Tripel doppelt-harmonischer Kegelschnitte wird be- 
stimmt durch zwei gleiche Kreise, deren gemeinsame Sehne dem 
Radius gleich ist. Vgl. Nr. 350, 9. 

Denn, setzen wir in den Gleichungen (22) des Textes 

x^^l+xi^ x^=^l—xi^ x^=yy 

so gehen sie uber in 

2(1 — a;*) + j(*=0, a:®+3/*±2]/3a:— 1 = 0. 

Der erste von diesen drei Kegelschnitten ist eine Hyperbel, bei der 
das Quadrat der halben Nebenachse halb so groB wie das Quadrat 
der Radien der beiden Kreise ist. 

4) Je zwei doppelt-harmonische Kegelschnitte haben Schnitt* 
punkte von aquianharmonischem Doppelverhaltnis (Nr. 359, Gl.(69)), 

5) Die Leitkurven zweier polarreziprok gedachter Kegelschnitte 

Ua^x^^ =» 0, Sb^x^^ == 0 

Sind y'ai ± aSs® ^2 ± V^hh ■= 0. 

Man unterscheide die hinsichtlich ihrer Realitat moglichen FSlle. 

6) Ein Kegelschnitt kann so bestimmt werden, daB ibm von 
funf Polarsystemen je ein Polardreieck eingeschrieben werden kann, 
Oder daB er in ^ Polarsystemen harmonisch ist und durch 5 — h 
gegebene Punkte geht. Diese Bestimmung umfaBt sehr viele be- 
sondere Falle. (Vgl. Nr. 349 und Beispiele.) 

396. Zirkulares Polarsystem. Wir Kaben bisher voraus- 
gesetzt, daB die Leitkurve L ein ganz beliebiger Kegelscbnitt 
sei. Man pflegt diesen jedocb zumeist als einen Kreis anzu- 
nehmen, weil die Reziprozitat dann einen metriscb elemen- 
taren Charakter annimmt. Wir woUen darum im Folgenden 
dberall, wo von Polarkurven ohne weiteren Beisatz die Rede 
ist, Polarlcurven in bezug auf einm Kreis verstanden denken. 
Aus diesem zMmlaren Polarsystem geht jedes andere durch 
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TcoUineare Umformung hervor. Die Beziehung zwischen Polar- 
kurven in bezug anf einen Kreis laBi sich (Nr. 110) wie folgt ans- 
sprechen; Wenn man von einem gegebenen PunJde 0 aM5(Fig.41) 
mf jede Tangente der Kurve 8 
eine Normale 0 T fallt und diese so 
weit verldngerty dafi das Bechteclc 
der Segments OT • Op einen Icon- 
stanten Wert erhdlt, so ist der 
Ort der PunMe p eine Kurve s, 
die die rezipro'ke Polare von 8 
genannt wird. Denn dies ist mit 
der Bestimmung gleicbbedeutend, 
daB p der Pol von PT in bezng anf einen Kreis vdm Mittel- 
pnnkt 0 und Radius 1c ist; die Tangente pt entspricht daher 
dem Beriihrungspunbte P, d. b. es ist aucb OP rechtwinklig 
zu pi und OP • Ot == IcK 

Eine Veranderung der GroBe 1c andert zwar die Stelle, 
aber nicht die Gestalt von 5, die allein in den meisten Fallen 
uns angeht, Darum kann in dieser Anschauungsweise von 
der Beziehung der Polarkurven die Beziebung auf den Kreis 
ganz unterdriickt werden, die Polarkurve s in bezug auf den 
Leitkreis kann als die Ee^iprolce von 8 in bezug auf den 
PunM 0 bezeicbnet warden, den man fiir diesen Fall den Ur- 
sprung der Reziprozitat nennt. 

Die mit der Anwendung des Kreises als Hilfskegelschnitt 
verbundenen Vorteile erlauben, mit Hilfe dieser Metbode auBer 
Satzen iiber die Lage der Figuren aucb solcbe zu transfor- 
mieren, die meirische Peziehungen von Linien und Winkeln ent- 
balten. Die Grundlage bilden die beiden Satze: Die Entfemung 
eines PunMes P vom Ursprung ist der reziprolce Wert der 
Entfernung des Ursprungs von der entsprechenden Geraden pt 
Der von zivei beliebigen Geraden TQ, T'Q eingeschlossene 
Winicel ist dem Winhel pOp' gleichy den die entsprechenden 
Punhte Pj p' am Ursprung bestimmen* denn Op ist normal 
zu und Op zu T'Q, 

397. Polarreziproke eines Kreises. Ist der Ort des Pols p 
eiuer Tangente PT des Kieises 0 in bezug ai^ den Kreis k vom 
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Mittelpunkt 0 zu ermitteln (Pig. 42) und ist MN die Polare des 

Mittelpunktes von C in bezng 
auf den Ereis 1c , so bestebt 
fur die Punkte G,p und ibre 
Polaren PT nacb ITr.l 12 

die Beziebung 

OCiCP^ OpipN. 
Diese zeigt nacb der Konstanz 
von OG und GP^ da6 der 
Abstand des Punktes p von 0 
zu seiuem Abstand von der Greraden MN in einem konstanten 
Verbaltnis OG*. GP stebt. Der Ort von^ ist daber ein Kegel- 
scbnitt, der 0 zum Brennpunkt, WLN zur entsprecbenden 
Leitlinie und OG : GP als Exzentrizitat bat (Nr. 183). 

Diese ist demnacb groBer oder kleiner als Eins, je nacb- 
dem 0 auBerbalb oder innerbalb des Kreises G liegt, und sie 



ist gleicb Eins, wenn der Punkt 0 der Peripherie desselben 
angebort. Die Pola/rreziprdke eines Kreises ist ein KegelschniU, 
der den TJrsprung zum BrennpunM und die dem MiUelpunlct 
entsprechende Gerade zu/r LeiUinie hat; derselbe ist eine Ellipsey 
Hyperlel oder Parabel, je nachdem der TJrsprung innerhodb oder 
au^erhalb des Kreises oder auf demselben liegt, 

Analytiscb liefert in der Tat die formale Ubereinstimmung 
der Kreisgleicbung und der Fokalgleicbung von Nr. 196 den 
Beweis. So ist die Reziproke des Kreises (x — of + 2^* = P* 
in bezng auf re* + j/* — 1 = 0 der Kegelscbnitt 

+ y^) — {ax — 1)® = 0 oder (te + a)^ + =*= 0* 

Daber faUt die Hauptaebse desselben in die Q-erade OG und 
ist gleicb dem durcb die Kreispotenz des Ursprungs dividierten 
Durcbmesser. Die Kegelscbnittsordinate im Brennpunkt ist 
1 : p, also ist der Sauptparameter der Beziproken eines Kreises 
gleich dem reziproken Wert des Badius, unabbangig von der 
Lage des Kreises. 


B. l) Wenn drei Kegelsebnitte einen Brennpunkt gemein 
baben, so begen die Sebnittpunkte der Paare ibrer gemeinsebaffc- 
licben Tangenten in einer Geraden. Denn far den gemeinsebaffc- 
licben Brennpunkt als Anfangspunkt sind die reziproken Kurven 
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Xreise, und die besagten Schnittpunkte werden die Potenzlinien 
derselben. 

2) Man konstruiere die Leitlinien der vier Kegelschnitte, die 
-dnrcb drei gegebene Punkte geben und einen vorgeschriebenen 
Brennpunkt haben. 

Dazu hat man nur den Mittelpunkt des Kreises zu suchen, tfer 
die Polaren der drei Punkte in bezug auf den Brennpunkt beriihrt. 

398. Winkelbeziehungen. Zur reziproken Umfonnung 
einer Reihe yon Eigenschaften, die sich auf die GroBe von 
Winkeln beziehen, machen wir von dem letzten Satze in 
Nr. 396 Gebrauch. 

B. l) Zwei Tangenten eines DieYerbindungsliniedesScbnitt- 
Kreises bilden mit ihrer Beriih- pnnktes zweier Tangenten mit 
rungssehne gleiche Winkel. einem Brennpunkt halbiert den 

Winkel der Brennstrahlen der Be- 
riihrungspunkte. (Nr. 190.) 

Denn der Winkel QPP' (Pig* 41) ist dem Winkel gleich, der 
an 0 von p, g gespannt wird; ebenso ist der Winkel QP'P dem 
von p\ g an 0 gespannten Winkel gleich; wegen QPP' QP'P 
ist daher j)0g == jp'Og. 

2) Jede Tangente eines Kreises Jeder Punkt eines Kegelschnit- 

istsenkrecht aufderVerbindungs- tes fafit mit dem Schnittpunkt 
linie ihres Beriihrungspunktes mit seiner Tangente mit der Leitlinie 
dem Mittelpunkt. am Brennpunkt einen rechten 

Winkel, 

Denn die Leitlinie des Eegelschnittes entspricht dem Mittel- 
punkt des Kreises. 

3) Jede Gerade ist senkrecht Jeder Punkt faBt mit dem 

zu der Verbindungsgeraden ihres Schnittpunkt seiner Polare mit 
Pols mit dem Mittelpunkt des der Leitlinie am Brennpunkt einen 
Kreises. rechten Winkel. 

4) Die Gerade, die einen Punkt Die Yerbindungsgerade des 

mit dem Mittelpunkt eines Kreises Brennpunktes mit dem Schnitt- 
verbindet, bildet mit den durch punkte einer Geraden mit der 
diesen Punkt an den Kreis ge- Leitlinie halbiert den Winkel 
zogeuen beiden Tangenten gleiche zwischen den Brennstrahlen der 
Winkel. Schnittpunkte der Geraden mit 

dem Kegelschnitt. 

6) Der Ort des Schnittpunktes Die Hiillkurve der Sehnen eines 
deijenigen Tangenten eines Krei- Eegelschnittes, die einen gegebe- 
ses, die einander unter gegebenem nen Winkel am Brennpunkt span- 
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Winkel schneiden, ist ein konzen- 
trischer Kreis. 

6) Die H^knire der Beruh- 
rungssebnen derjenigenTangenten 
eines Kreises, die sich unter einem 
gegebenen Winkel scbneiden, ist 
ein konzentrischer Kieis. 


7) Wenn man von einem festen 
Punkte an eine Beihe konzentri- 
scber Kreise Tangenten ziebt, so 
ist der Ort der Bertlhrnngspunkte 
ein dnrcb den festen Punkt und 
den gemeinscbaftlicben Mittel- 
punkt gebender Kreis. 


nen, ist ein Kegelscbnitt mit dem 
namlichen Brennpunkt und der- 
selben Leitlinie. (Nr. 300, 3.) 

Der Ort der Schnittpunkte der 
Tangenten eines Kegelscbnittes, 
derenBeriibmngssebnen amBrenn- 
punkt einen gegebenen Winkel 
spannen, ist ein Kegelscbnitt mit 
demselben Brennpunkt und der- 
selben Leitlinie. 

Wenn eine feste Gerade eine 
Eeibe von Kegelschnitten mit dem- 
selben Brennpunkt und derselben 
Leitlinie scbneidet, so ist die Hull- 
kurve derTangenten in denScbnitt- 
punkten ein Kegelscbnitt von dem- 
selben Brennpunkte, der die feste 
Gerade und die Leitlinie beriibrt. 


Wenn wir die Gerade unendlicb fern voraussetzen, so ergibt 
sicb als ein besonderer Pall des Satzes, daJB die Hiillkurve der 
Asymptoten aller derjenigen Hyperbeln, die den selben Brennpunkt 
und dieselbe Leitlinie baben, eine Parabel ist, die denselben Brenn- 
punkt bat und die gemeinscbaftlicbe Leitlinie beruhr^. 


8.) Die Hypotenuse eines dem 
Kreise eingescbriebenen recbt- 
winkligen Dreiecks gebt durcb 
den Mittelpunkt des Kreises. 


Der Ort der Schnittpunkte der- 
jenigen Tangenten einer Parabel, 
die einander recbtwinklig scbnei- 
den, ist die Leitlinie. 


Wir sagen „einer PardbeV^ denn wenn die der Hypotenuse eines 
solcben recbtwinkligen Dreiecks gegeniiberliegende Ecke als Ur- 
sprung gewablt wird, ist die Polarkurve des Kreises eine Parabel 
(Nr. 397). 

9) Die Hiillkurve einer Sebne 
im Kreise, die an einem gegebe- 
nen Punkte seiner Peripherie 
einen vorgescbriebenen Winkel 
spannt, ist ein konzentrischer 
&eis. 


Der Ort der Schnittpunkte der 
Tangenten einer Parabel, die ein- 
ander unter gegebenem Winkel 
scbneiden, ist ein Kegelscbnitt, 
der denselben Brennpunkt und 
dieselbe Leitlinie bat. 


Eine nocbmalige reziproke Umformung des letzten Satzes 
liefert den zum ersten kollinearen Satz: Wenn die Sebne eines 
Kegelscbnittes an einem gegebenen Punkt desselben einen kon- 
^stanten Winkel spannt, so beriibrt sie stets einen Kegelscbnitt, der 
den gegebenen doppelt berubrt. 
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Wenn von einem Dreieck zwei 
Seiten nach ibrer Lage und der 
Sebwinkel der * Basis an einem 
bestimmten Punkte gegeben sind, 
so umbullt die Basis einen Kegel- 
scbnitt, der diesen Punkt zum, 
Brennpunkt bat nnd die beiden 
gegebenen Seiten berubrt. 

Die Hullkurve der Sebne eines 
Kegelscbnittes, die' an einem ge- 
gebenen Pnnkie einen recbten 
Winkel spannt, ist ein Kegel- 
scbnitt, der diesen Punkt zum 
Brennpunkt bat. (Nr. 264.) 

12) Die Pufipunkte der Lote, di^ aus einem Punkte in der 
Peripherie eines Kreises auf die Seiten eines ibm eingescbriebenen 
Dreiecks gefallt werden, liegen in einer Geraden (Nr. 302, s). Wenn 
wir jenen Punkt zum Drsprung der Beziprozitat wablen, so ent- 
spricbt dem Dreieck ein einer Parabel umgescbriebenes Dreiseit; es 
entspricbt aucb dem FuBpunkt des auf eine Gerade gefallten Lotes 
die durcb den entsprechenden Punkt senkrecbt zu seiner Verbin- 
dungslinie mit dem Ursprung gezogene Gerade. Wenn wir also die 
Ecken eines Dreiecks, das einer Parabel umgescbrieben ist, mit 
dem Brennpunkt derselben verbinden und in jenen Eckpunkten auf 
diesen Verbindungslinien Senkrecbte erricbten, so geben diese durcb 
denselben Punkt. Der Kreis, der die Verbindungslinie dieses Punktes 
mit dem Brennpunkt zum Durcbmesser bat, gebt daber durcb die 
Ecken des umgescbriebenen Dreiecks. Somit: Die Brennpunkie der 
Parabeln, die die Seiten eines DreiecJcs zu Tangenten Jiaben, liegen 
auf dem umgeschriebenen Kreis des DreiccJcs. (Nr. 212.) 


10) Wenn die Basis und der 
Winkel an der Spitze eines Drei- 
ecks gpgeben sind, so ist der Ort 
der Spitze ein Kreis, da^ durcb 
die Endpunkte der Basis gebt. 


11) Der Ort des Scbnittpunktes 
zu einander recbtwinkliger Tan- 
genten einer Ellipse oder Hyper- 
bel ist ein Kreis. 


13) Der Ort des FuBpunktes 
der Senkrecbten (oder gleicbge- 
neigten Geraden) vom Brennpunkt 
einer Ellipse oder Hyperbel auf 
die Tangenten der Kurve ist ein 
Kreis. 


Wenn man von irgend einem 
Punkte aus nacb einem Kreise 
Strablen ziebt und in den End- 
punkten derselben Senkrecbte 
(oder gleicbgeneigte Geraden) auf 
ibnen erricbtet, so ist deren Hull- 
kurve ein Kegelscbnitt, der den 
Punkt zum Brennpunkt bat. 


399. Vektorenbezielii^geii. Die Umformung von Satzen, 
die die GroBen von Vebtoren aus dem Ursprung entbalten, 
kann auf Grund des ersten Satzes in Nr. 396 gescbeben. 
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B. 1) Die Snmme (bez. die Die Summe der reziproken 
Differenz) der AbstSnde paralleler Werte der Abscbnitte einer Pokal- 
Tangenten eines Kreises vom Ur- sebne in der Ellipse ist konstant, 
sprang ist konstant. 

Denn parallelen Geraden entsprecben Punkte in einer darck 
^en Ursprung gebenden Geraden. Da diese Samme bez. Differenz 
dem doppelten reziproken Wert des Parameters des Kegelschnittes 
gleicb ist (Nr. 184, l), so ist bestatigt, dafi dieser nnr vom Durcli- 
messer und nicbt von der Lage des reziproken Kreises abhangt 
(Nr. 397). Also haben die Eeziproken gleicber Kreise in bezng aixf 
irgend einen Ursprung denselben Parameter. 

2) Das Rechteck der Abscbnitte Das Recbteck aus den Senk- 
jeder durcb den Ursprung ge- recbten, die man vom Brennpunkt 
zogenen Sebne eines Kreises ist auf zwei paraUele Tangenten fallt, 
konstant. ist konstant. 

Daber ist mit der durcb den Ursprung an einen Kreis zu 
ziebenden Tangente aucb die konjngierte Acbse der reziproken 
Hyperbel gegeben. 

Die Sum me der reziproken 
Werte der Abstande eines be- 
liebigen Punktes von solcben zwei 
Tangenten eines Kreises, deren 
Beriibrungssebne durcb jenen 
Punkt gebt, ist konstant. 

400. Beziproke bomogene Gleicluingen. Jede bomogene 
Gleichung zwischen denL*angen derNormalenPa, P6, usw., die 
von einem veranderlicben Punkte P auf feste Geraden a, usw. 
gefallt werden, kann so transfonniert werden, daB wir eine 
bomogene Gleicbung zwiscben den Loten Ap, Bp^ usw. er- 
balten, die von den den festen Geraden entsprecbenden festen 
Punkten J., B, usw. auf die veranderlicbe Gerade p gefallt 
werden, die dem Punkte P entspricbt. Denn wir baben die 
Gleicbung nur durcb eine Potenz von OP, den Abstand des 
Ursprungs vom Punkte P, zu dividieren, um dann nacb 
Nr. 112 fur jedes Verbaltnis Pa : OP das gleicbwertige Ap : OA 
zu substituieren. 

Wenn z.B. Pa, Pb, Pc, Pd die vom beweglicben Punkte 
eines Kegelscbnittes auf die Seiten eines eingescbriebenen 
Vierecks gefallten Lote sind, so ist nacb Nr. 279 
(23) PaPe^JcPb^ Pd. 


3) Die Summe der Entfemun- 
gen des Brennpunktes von den 
Berubrungspunkten paralleler 
Tangenten ist konstant, namlicb 
gleicb der Summe der Brenn- 
strablen eines der Punkte. 
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Die Division jedes Faktors mit OP und die angegebene Sub- 
stitution liefert die Beziehung 


(24) 


OA^ 00 ~~ ^ OB ‘ OB 


Da OAy OBj OC, OJD konstant sind, so stebt fiir ein festes, 
dem Kegelschnitt nmgeschriebenes Vierseit das Produkt der 
Abstande einer veranderlicben Tangente von zweien seiner 
Gregenecken zu dem Produkt ibrer Abstande von den beiden 
andern Gegenecken in einem konstanten Verbaltnis, wie in 
Nr. 279. 


Da nun jede Gleicbung in trimetriscben Normalkoordi- 
naten (Nr. 69 und 87) eine bomogene Beziebuug zwiscben den 
Abstanden eines Punktes von drei festen Geraden ist, so konnen 
wir die Gleicbuugnacb dieser Metbode in eine Beziebung zwiscben 
den Abstanden dreier fester Punkte von der entsprecbenden Ge- 
raden verwandeln, d. b. in eine Beziebung zwiscben trimetri- 
scben Linienkoordinaten w,; also die bomogene Gleicbung einer 
Kurve in den in die ibrer Reziprokalkurve in den u^. So 
wird fiir als die Entfemungen des Ursprungs von den 
Ecken des neuen Fundamentaldreiecks die allgemeine bomo- 
gene Ortsgleicbung zweiten Grades transformiert in 


* Qi9k 

Und fur als die Dreieckskoordinaten des Drsprungs gebt 
aus einer Gleicbung zweiten Grades die Glei- 

cbung der Reziprokalform in den x, bervor 


274 = 

** ViVk 


B. l) Das Produkt der Ab- Das Produkt der Abstande 
stande eines beliebigen Punktes zweier fester Punkte eines Kegel- 
eines Kegelscbnittes von zwei scbnittes von einer beliebigen 
festen Tangenten desselben stebt Tangente desselben stebt in einem 
zu dem Quadrat seines Abstandes konstanten Verbaltnis zu dem 
von ibrer Beriibrungssebne in Quadrate des Abstandes jener 
einem konstanten Verbaltnis. Tangente vom Scbnittpunkt der 
(Nr. 279l.) in jenen Punkten gezogenen Tan- 

genten. 

Wablt man bei dieser Transformation den Ursprung der Ee- 
ziprozitat in der Beriibrungssebne selbst, so lautet der reziproke 
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Satz; Das Uechteck aus den Absehnitten, die eine veranderlicbe 
Tangente eines Kegelscbnittes in zwei parallelen festen Tangenten 
desselben bestimmt, ist konstant. (Nr. 286, 4.) 

2) In jedem Kegelscbnitte ist Das Quadrat des Abstandes 
das Produkt der Langen der Lote, eines festen Punktes von einem 
die man von zwei festen Punkten beliebigen Punkte eines Kegel- 
(den Brennpunkten) auf eine be- scbnittes stebt zu dem Prodakte 
Hebige Tangente fallt, konstant. der Abst^nde dieses Punktes der 

Kurve von zwei festen Geraden 
in einem kons tauten Verbaltnis. 

3) Wenn fiir einen Kegelscbnitt ein Brennpunkt nnd ein um- 
gescbriebenes Dreieok gegeben sind, so sind die Abstande der Ecken 
des Dreiecks von einer beliebigen Tangente durch die Beziehung 
verbunden 

— sin 0, -f — sin 02 + ~ sin 0^ = 0 

fOr 0^, 02, 03 als die Winkel, nnter denen die Seiten vom Brenn- 
punkte aus erscbeinen. Dies lebrt die Bildung der Reziproken 
von der homogenen Gleicbung des einem Dreieck umgescbriebenen 
Kreises. 

Wird der Mittelpunkt des eingescbriebenen Kreises als Brenn- 
pnnkt genommen, so ist 0^.== p,. sin und die 

Gleicbung des eingescbriebenen Kreises in diesem System ist 

cot -f- cot J-Aj 4“ cot A. = 0.] | 

Fiir jeden der auBerlicb beriibrenden Kreise sind zwei der Kotan- 
genten durcb die entsprecbenden Tangenten zu ersetzen. 

4) Wenn fur einen Kegelscbnitt der Brennpunkt und ein ein- 
gescbriebenes Dreieck gegeben sind, so werden die Abstande seiner 
Ecken von einer veranderlicben Tangente der Kurve durcb die Be- 
ziebung verbunden 

+sm^0j-]/^ + sin^0s-l/^=.O. 

Die Gleicbung des, umgescbriebenen Kreises in Linienkoordi- 
naten erbalt die Form 

sin A^l/wj + sin Ag + sin =» 0 . 

5) Die Gleicbung eines Kegelscbnittes bei einem gegebenen 
Brennpunkt und drei Tangenten ist 

^ + sin (9j, • l/g + sin 03 • |/g = 0 . 

Man erbalt sie durcb die Bildung der Reziproken zu der zuletzt 
gefundenen Gleicbung des umgescbriebenen ]&eises. 


* 
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6) In derselben Art erhalten wir ans 3) die Gleicbung eines 
Kegelscbnittes bei gegebenem Brennpunkt nnd drei Punkten 

JtgH=0. 

401. Doppelverhaltnis-Eigenschaften. Manche auf GroBen- 
verMltnisse bezugliclie Satze lassen sich in solche (iber hax- 
moniscbe oder gleiche Doppelverbaltnisse umwandeln. Ihre 
Transformation wird alsdann durcb die grundlegende Eigen- 
schaft ermoglicbt: Vier FunMen einer geraden Eeihe entsprechm 
vier StraJilen eines Suschels von gleichem Doppelverhdltnis, Zur 
selbstandigen elementaren Begriindung derselben hat man nur 
anzufuhren, daB jeder Strabl, der den Ursprung mit einem 
Punkte der Reihe verbindet, zu dem Strahle des Biischels, der 
dem Punkte entspricht, rechtwinklig ist. Mit Hilfe dieses 
Satzes lassen sich die projektiven Eigensehaften der Kegel- 
schnitte aus denen des Kreises ableiten. 


Das Doppelverhaltnis von vier Punkten einer Geraden ist 
aber nicht die einzige Streckenbeziehung, die durch eine 
Winkelbeziehung ausgedriickt werden kann. Fur jede Gleichung, 
die durch die wie in Nr. 84 vollzogene Substitution des Aus- 
drucks 

(20) ^ 

fiir jede in ihr vorkommende gerade Strecke AB in eine 
Gleicbung zwischen den Sinus der an einem gegebenen Punkte 
0 gespannten Winkel ubergefuhrt werden kann, gilt ebenfalls, 
daB sie fiir die Schnittpunkte jeder beliebigen Transversale 
mit den Geraden OA, OB . . . wahr ist, die jene Punkte mit 
diesem gegebenen Punkte verbinden. Indem man alsdann 
den gegebenen Punkt zum Ursprung der Reziprozitat nimmt, 
kann ein reziproker Satz leicht abgeleitet werden. So ist z. B. 
der folgende Carnoisciie Satz eine unmittelbare Polge von 
Nr. 150: Wenn ein Kegelschnitt die Seiten A^A^, Ag 
eines Dreiecks bez. in den Punktepaaren jB^, £“ 1 ; ^2, -Bg ; 
schneidet, so ist 

r26"> Aa Bi • A • Aj B^ ’ Ag B^ • B^' . 

^ ' Aa B^ • Ag Bs - As • Aj • A^ Bg • A^ B^' ‘ 

Dieses Verhaltnis besitzt die ebe^ erwahnte Eigenschaft, also 

Salmou-Fiedler, luaaL Geozo. d. Kogelschn. XL 7. Axifl. 23 
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diirfen ftir die in ihm anftretenden Strecken die Sinus der 
Winkel eingefukrt werden, die die Punkte 0 bestimmen. Wir 
konuen dann den zum Camotscben Satze reziproken Satz yon 
Ghasles bilden, den wir in Nr. 314 gegeben baben. 


DasDoppelverhaltnis der Punkte, 
in denen yier festeTangenten eines 
Kegelscbnittes yon eineryerander- 
lichen funften Tan gen te geschnit- 
ten werden, ist konstant. 


B. Das Doppelyerhaltnis des 
Buschels, das dureh die Yer- 
bindung von yier festen Punkten 
eines Kegelscbnittes mit einem 
yeranderlicben funften Punkte 
entstebt, ist konstant. 

Der erste dieser Satze ist fur den Kreis wabr, weil alle Winkel 
des Buscbels konstant sind; infolgedessen ist der zweite fur alle 
Kegelschnitte ricbtig. Der zweite Satz gilt fur den Kreis, weil die 
yon den yier Punkten am Mittelpunkt bestimmten Winkel konstant 
sind; infolgedessen ist der erste Satz fur alle Kegelscbnitte wabr. 

Indem man die Winkel betracbtet, die in der reziproken Figur 
den am Kreise vorbandenen konstanten Winkeln entsprecben, er- 
kennt man, dafi die yon den yier Punkten der yeranderlicben 
Kegelscbnittstangente am Brennpunkt bestimmten Winkel konstant 
sind, und daB ferner die Winkel, .die yon den Scbnittpunkten der 
yier Strablen des Biiscbels mit der Leitlinie am Brennpunkt ge- 
spannt werden, yon konstanter GroBe sind. 


402. Metrische Theorie reziproker Kegelsclmitte. Je 
naber eine Gerade oder ein Punkt dem TJrsprung ist, desto 
weiter muB ofiPenbar der entsprecbende Punkt oder die ent- 
sprecbende Gerade yon demselben entfernt sein; insbesondere 
entspricbt jeder durcb den Ursprung gebenden Geraden ein 
unendlicb femer Punkt und dem Ursprunge selbst die un- 
endbcb feme Gerade, Hieraus ergibt sicb allgemein die Be- 
stimmung der QaUung des reziproken KegelschniUes. 

Den beiden durcb den TJrsprung an die Kurve zu ziebenden 
Tangenten entsprecben die unendlicb iemen Punkte der rezi- 
proken Kurye. Je nacbdem yom TJrsprung aus zwei reelle 
oder imaginare Tangenten an die Kurye gezogen werden kon- 
nen, bat die reziproke Kurye zwei reelle oder imaginare un- 
endlicb feme Punkte, und wenn der TJrsprung in der Kurve 
begt, so daB die yon ibm aus zu ziebenden Tangenten zn- 
sammenfallen, so fallen die unendlicb fernen Punkte der rezi- 
proken Kurye zusammen und die zugeborige Tangente ist 
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die Tinendlicli feme Gerade. Mit den genan definierten Unter- 
scheidungen gilt somit das Kriterinm von Nr. 397 allgemein: 
JDer reziproke Kegelschnitt ist eine Hyjgerlel, eine Ellipse Oder 
eine Pardbel, je nachdem der Ursprung aufierJialb, innerhalb 
des gegeienen Kegelschnittes Oder auf demselben Uegi, undb^ 
Jiangig von dessen Galtung. 

Den Bertilirungspunkten der Tangenten ans dem Ursprung 
entsprechen die Tangenten in den nnendlicli fernen Punkten 
der Reziproken, d. k. die Asymptoten derselben. Die Exzen- 
trizitdt der Beziproken kangt nur von ihrem Asymptotenwinkel 
ab (Nr. 163) und dieser ist gleicb oder supplementar dem Winkel, 
den die vom Ursprung ausgehenden Tangenten der Original- 
kurve einschliefien. Die Reziproke eines Kegelschnittes in bezug 
auf einen Punkt seines reellen Haupikreises dls Ursprung ist 
eine gleichseitige Hyperbel, 

Ferner entspricbt der Scbnittpunkt der Asymptoten der 
Reziproken der Beruhrungssebne der vom Ursprung an die 
gegebene Kurve gezogenen Tangenten. Also entspricht der 
Mittelpunkt der Reziproken der Rolare des Ursprungs in bezug 
auf den gegebenen Kegelschnitt. Es ist kur ein besonderer Pall 
biervon, wenn dem Mittelpunkt eines Kreises die Leitkurve 
des reziproken Kegelschnittes entspricbt (Nr. 180). 

Die Achsen der Reziprokalkurve sind parallel der Tangents 
und Normals eines mit dem gegebenen konfokalen KegelschnitteSy 
der durch den Ursprung geht. Denn sie sind parallel den 
Halbierungslinien des Winkels, den die vom Ursprung an die 
gegebene Kurve gebenden Tangenten mit einander bilden 
(Nr. 188 und 229). Aucb sind die Acbsen der Reziproken aus 
ibrer Durcbmesser-Involution zu bestimmen, die zur Involution 
barmoniscber Polaren des gegebenen Kegelscbnittes am Ursprung 
projektiv ist. Sofort bekannt sind die Acbsen dann, wenn eine 
Acbse der gegebenen Kurve durcb den IJrsprung gebt. Insbe- 
sondere gilt offenbar der Satz: Die Reziproke eines Kegelschnittes 
in bezug auf seinen Mittelpunkt als Ursprung ist der koachsiale 
Kegelschnitt, dessenAchsen diereziproken Werte der gegebenen haben. 

B. 1) Die Reziproke einer Parabel in bezug auf einen Punkt 
ibrer Leitlinie ist eine gleichseitige Hyperbel. 


23 



356 


XXI. Von den reziproken Verwandtschaften. 403. 


2) Man weise die folgenden 
Die H5hen eines der Parabel 
tungeschriebenen Dreiecks schnei- 
den sick in der Leitlinie. 


Satze als reziprok nacb: 

Die H5ben eines der gleicb- 
seitigen Hyperbel eingescbriebe- 
nen Dreiecks scbneiden sicb auf 
der Knrve. 


3) Man leite den letzten Satz ans dem von Pascal ab. (Vgl. 
Nr. 276, 3.) 


403. Reziproke Kegelschnittsysteme. Durck die polar- 
reziproke Umformung geben die punktuell linearen Kurven- 
systeme aller Stnfen in tangentiell-lineare Systeme derselben 
Stufen iiber (Nr. 271). Sehr haufig kann man durch gedignete 
Wabl des Ursprungs dem reziproken System einen besonderen 
Charakter geben, der die Untersuchung desselben libersicht- 
licber werden laUt. 

Allen Kegelscbnittenmiteinem gemeinsamen reellenPunkt 
entsprecben fiir diesen als TJrsprung gleicbzeitig Parabeln. 
Allen Kegelscbnitten mit zwei reellen oder imaginaren ge- 
meinsamen Tangenten entsprecben fur deren Scbnittpunkt als 
TJrsprung gleicbzeitig Kegelscbnitte mit parallelen Acbsen und 
Asymptoten, d. b. Jiomothetische KegelscJmitte, 

Die Reziproken von irgend zwei Kegelscbnitten konnen 
konzentriscb gemacbt werden, indem man eine Ecke ibres ge- 
meinsamen Polardreiecks als TJrsprung nimmt. Jedes Biiscbel 
Oder jede Scbar entspricbt so einer Scbar oder einem Buscbel 
Tconsmtrisdher Kegelschnittej deren Grundelemente ein Parallelo- 
gramm bilden. 

Die reziproken TJmformungen beliebiger Kreissysteme 
geben das Mittel, Eigenscbafben von Kegelscbnitten zu er- 
kennen, die einm gemeinsamen Brennpunkt baben. Zu den 
Kreisen eines Buscbels obne reelle Scbnittpunkte laBt sicb 
stets ein Punkt finden, fur den als TJrsprung die reziproken 
Kurven der Kreise 'konfokale Kegelscimitte werden (Nr. 228). 
Denn diese Reziproken werden konfokal, sobald sie einen ge- 
meinscbaftlicben Mittelpunkt baben. Also muB der TJrsprung 
in bezug auf die Kreise die namliche Polare baben, d. b. er 
muB einer der beiden Grmzpunkte des Buscbels sein. 
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Die gemeinschaftlicheTangente 
von zwei Kreisen bestimmt an 
jedem der Grenzpunkte einen 
rechten Winkel. 

Die anf einer Sekante von zwei 
Kreisen zwischen denselben ge- 
legenen Abschnitte spannen an 
jedem der Grenzpunkte gleicbe 
Winkel. 

Die Polaren eine§ festenPunktes 
in bezug auf die Kreise eines 
Biischels gehen durch einen festen 
Punkt, der mit jenem an jedem 
der Grenzpunkte einen rechten 
Winkel bestimmt. 

4) Die Metliode der reziproken Polaren bietet eine einfacke 
Auflosung der Aufgabe des Apollonius dar: Einen Kreis zu be- 
schreiben, der drei gegebene Kreise berulirt Der Ort des Mittel- 
punktes fiir einen Kreis, der zwei gegebene Kreise (l), (2) beriilirt, 
ist offenbar eine Hyperbel, die die Mittelpunkte dieser Kreise zu 
Brennpunkten hat; denn die Aufgabe reduziert sich sogleieh auf 
diese andere: Man soil den Ort der Spitze eines Dreiecks bestimmen, 
fur das die Basis und die Difierenz der Seiten gegeben ist. Infolge- 
dessen muB (Nr. 396) die Polare des Mittelpunktes in bezug auf 
einen der gegebenen Kreise immer einen Kreis beruhren, der leicht 
konstruiert werden kann. Ebenso muB die Polare des Mittelpunktes 
fur einen unter denjenigen Kreisen, die die Kreise (l) und (3) zu- 
gleich beriibren, auch einen gegebenen Kreis beruhren. Wenn wir 
daher zu den zwei so bestimmten Kreisen eine gemeinschaftliche 
Tangente ziehen und den Pol derselben in bezug auf den Kreis (l) 
nehmen, so ist mit ihm der Mittelpunkt eines die drei Kreise be- 
ruhrenden Kreises gefunden. 

404. Gleichung dos reziproken Kegelschnittes. Wenn 
die Lange des vom Mittelpunkt auf die Tangente : gefallten 
Lotes mit Hilfe des von ihr mit den Achsen gebildeten Win- 
kels a durch p = cos^ a + b^ sin^ a) ausgedruckt wird 
(Nr. 167, l), so ist der Abstand eines beliebigen Punktes 
^0 I Vo dieser Tangente gleich p — a — sin a, 

Mit Hilfe von p^r^ ^ ergibt sich hieraus unmittelbar die 
Gleichung der Beziproken eines KegelschniUes mit bezug auf 
einen PunM x^^ | als Ursprung in der Form 
(27) + y^y + P)* = a^x^ + 


B. 1) Konfokale Kegelschnitte 
schneiden einander rechtwinklig. 
(Nr. 229.) 

2) DieTangenten von zwei kon- 
fokalen Kegelschnitten aus einem 
beliebigen Punkte bilden gleiche 
Winkel mit einander, (Nr. 229.) 

3) Der Ort des Pols einer festen 
Geraden in bezug auf die Kegel- 
sehnitte eines konfokalen Systems 
ist zur festen Geraden recht- 
winklig. (Nr. 229, 1.) 
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insbesondere erhalt man wenn der Mittel- 

punkt selbst Ursprung ist. (Nr. 397.) 

1st uberJiaupt die Beziprdke einer Kurve in hemg auf den 
mm Ursprung genommenen Nullpunld der Koordinaten lekannt, 
so Tcann man daraus die Gleichmg ihrer fur einen leliebigen 
PunU Xq I j/q als Ursprung gelildeten Beziprohen alleiten. Ist 
namlich p der Abstand einer Tangente vom Kullpunkt, also 
ihr Abstand PqQq^ P vom Punkte Xq | j/q gleicb. (p — x^ cos cc 
— sin a)j so ist wegen pr P • die Polarglei^ 

chnng der reziproken Kurve 
Aj- 

y — XqCOS cc — yQshx a\ daher 

^ ^o^ + 2/o2/ + ^* , rcosa Jocose; 

r It~~~ “"P ^ + 2/o2/ + ^c*' 

*Wir miissen demnacli in die Gleichung der auf den Koordi- 
natenanfang bezogenen reziproken Kurve fiir x und y bez. 

(28) r y. und 

einsetzen, um die gesucEte Gleichung zu erhalten. 

Das Ergebnis dieser Substitution kann in der folgenden 
Art einfacb ausgedruckt werden: Sei die Gleichung der auf 
den Anfangspunkt der Koordinaten bezogenen reziproken Kurve 

^{n) ^ ^(n- 1) ^ ^(n-. 2) ..j Q, 

WO die Yereinigung der Glieder Grades bedeutet. 
Dann ist die Gleichung der dem Punkte Xq | y^ entsprechen- 
den Reziproken 

«(«) + „(«-!) o'. 

Sie ist offenbar mit der ersten von demselben Grade. 

So wird die Reziproke eines durch die allgemeine Glei- 
chung gegebenen Kegelschnittes in bezug auf die Leitkurve 
^2 2 / 2 = p durch Einsetzen von — x I'k^ y I'k^ fiir u\v 

in die Tangentialgleichung erhalten als 

+ 2A^^xy + — 2A^^Wx — 2 = 0 . 

AUgemein hat die reziproke Polare einer Kurve f{x,x) = 0 
in bezug auf eine Leitkurve g{x, x) = 0 die G-leichung 

•FOi, Qi, = 0, wo gr.= y{x^, i = 1, 2, 3. ■ 
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Dies wurde bereits in Nr. 354, i gezeigt; dabei ist 
(29) F(g^ ,9i,9%) = ^ Hgf {x, x) - 2h(x, x) . 

(Vgl. aucli Nr. 395.) 

B. Man erl^utere den Pall der Bildnng der Polarreziproken 
in bezug auf die symmetriscb gesckriebene Leitkurve 0. 

405. Parabolische Polarreziprozitat. Es gibt eine Gmppe 
von Satzen, zu deren Transformation vorteilbaft eine Parabel 
als Leitkurve^^^) genommen werden kann. Diese Satze bezieben 
sicb auf die GroBe von Strecken, die einer festen Geraden 
parallel gemessen sind. Die Parabel ist zur reziproken Um- 
formung dieser Satze besonders geeignet, weil der zwiscben 
irgend zwei Geraden gelegene Abscbnitt in der Acbse der 
Parabel demjenigeh Abscbnitt der Acbse gleicb ist, der zwi- 
scben den von den Polen dieser Geraden gefaUten Acbsen- 
normalen liegt. (Nr. 204.) 

Bei der Anwendung dieser Metbode entsprecben den zwei 
Kurventangenten, die der Acbse der als Leitkurve gewablten 
Parabel parallel sind, die unendlicb fernen Punkte in der 
Reziproken. Daber ist diese Kurve eine Hyperbel oder Ellipse, 
je nacbdem jene Tangenten reeU oder imaginar sind; endKcb 
ist die Kurve eine Parabel, wenn diese Acbse durcb einen 
der unendlicb fernen Punkte der gegebenen Kurve gebt. 

Immerbin ist diese Metbode der paraboliscben Polaren 
in ibrer Anwendung ofifenbar bescbrankt. 

B. 1) Jede veranderlicbe Tan- Die Asymptoten und die durcb 
gente eines Kegelscbnittes be- irgend einen Pankt der Kurve 
stimmt in zwei festen parallelen zu ibnen gezogenen Parallelen 
Tangenten desselben Abscbnitte, bestimmen in einer festen Ge- 
deren Reebteck von konstanter raden Abscbnitte, deren Recbteck 
GroBe ist (Nr. 151 und 171, 3). konstant ist (Nr. 164). 

Den Beriibrungspunkten der parallelen Tangenten entsprecben 
die Asymptoten der reziproken Hyperbel, den Schnittpunkten mit 
der beweglfthen Tan gente aber Asymptotenparallelen durcb den 
reziproken beweglicben Punkt. Der reziproke Satz ist gleichbe- 
deutend mit dem Satze von der Konstanz des Recbtecks der Asym- 
ptotenparallelen. 

2) Diejenigen Sebnen 6iner Hy- Wenn eine beliebige Tangente 
perbel, die von zwei festen Punk- einer Parabel zwei feste Tan- 
ten derselben nacb einem ver- genten derselben scbneidet, so be- 
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anderlichen dritten Punkte der 
Kurve gezogen werden, bestimmen 
auf jeder Asymptote je einen 
Abscbnitt Ton unveranderlicber 
Lange (Nr. 174, 2). 


stimmen die von ibren Endpnnkten 
anf die Scbeiteltangente gefallten 
Lota in dieser einen Abscbnitt 
von konstanter Lange. 


406. Inversion. Das eindeutige Entsprechen von Punkten 
nait Pnnkten oder von Geraden mit Geraden, das zusammm 
fiir die KolUneation, nnd das von Pnnkten mit Geraden oder 
von Geraden mit Pnnkten,, das msammen fiir die Be^iprositat 
cbarakteristiscli ist, kann getrennt nacb. verschiedenen Gesetzen 
in sebr verschiedenen Arten hergestellt werden. Alle diese 
Arten geben AnlaB zur Transformation von Figuren in an- 
dere Figuren nnd zur LTbertragung der auf jene beziiglichen 
Satze anf diese, somit zur Erkenntnis neuer geometriscber 
W'ahrheiten. 


Im Anscblnfi an die zirknlare Polarreziprozitat ist es 
leicbt genug, ein Entsprechen von Punkten ganz analog zu 
begriinden, wie hier das Entsprechen von Pol und Polare. 
Der FuBpunkt der Polare in dem Dnrchmesser des Pols kann 
als dem Pol entsprechend angesehen werden; dann gilt das 
Gesetz: Entsprechende Punkte liegen auf einerlei Dnrchmesser 
des Leitkreises, nnd das Prodnkt ihrer Abstande votn MitteL 
pnnkt ist konstant. Damit kommen wir zuruck anf die in 
Nr. 125 — 127 betrachtete Verwandtschaft der zirkularen In- 
version oder der resiprolcen Badienvelctoren^^^) 

Inverse Punlde sind auch doppelt reziprolie Elemente in 
jeder Be^iprozitat^ die den Inversionsh’eis und irgend einen 
JconzentriscJien Kreis zur OrdmingsJcuriehat^^'^ (Nr. 389 und B.) 
Das involutorische Tripel besteht aus dem Inversionszentrum 
nnd den imaginaren Kreispnnkten, d. h. diesen sind alle Punkte 
der reziproken Dreiecksseiten doppelt reziprok oder invers 
(Nr. 125). 

Infolge der qnadratischen Substitution wird die Inverse 
einer Kurve w'®'* Ordnung im Allgemeinen von der Ordnung 2w. 
Man fibersieht sofort, dafi diese Ordnung sicb stets dann er~ 
niedrigt, wenn die gegebene Kurve durcb Ecken des Tripels 
geht. Denn, so oft dies geschieht, sondert sicb von der Kurve 
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OrdnuDg eine Seite des Tripels ab; Dur der von dem 
Tripel unabhangige Teil dieser zerfallenden Kurve entspriclit 
der Kurve Ordnung eindeutig. Zu einem Kegelscbnitt ist 
die Inverse im allgemeinen eine Kurve viei-ter Ordnung; zu 
einem Kreise, da er durch die imaginaren Kreispunkte gebt, 
wieder ein Kreis; zu einem Kreise durch das Inversionszentrum 
nur noch eine Gerade. 

Bilden wir in bezug auf denselben festen Kreis 0 zu 
einer gegebenen Kurve gleichzeitig die Polarreziproke und 
die Inverse, so ist auf jeder Tangente der ersten ein Punkt 
der letzten der FuJBpunkt des vom Mittelpunkt 0 auf sie ge- 
faUten Lotes: Die Inverse ist die Fnfymnldkurve der Polar- 
rezijproken fur den Mittelpunkt des gemeinsamen Leitkreises. 
So ist die Fufipunktkurve eines Kegelschnittes fiir einen der 
Brennpunkte der Scheitelberiihrungskreis (Nr. 189 und 161). 

Neben der Eigenschaft der Inversion, Winkelgrofien nicht 
zu andern (Nr. 127), tritt als die vv^ichtigste diejenige auf, 
Doppelverhdlinisse am Kreise nicht m andern, Nennt man 
das Doppelverhaltnis von vier Punkten eines Kreises geradezu 
das Doppelverhaltnis des Kreisvierecks, so kann man den 
Satz so aussprechen: Inverse Kreisvierecke sind doppelverhaltnis- 
gleich, Damit konnen projektive Beziehungen von Punktreihen 
und von Strahlenbtischeln auf zirkulare Reihen und Kreis- 
biischel iibertragen vrerden. 

Den Beweis liefert der Satz von Nr. 297, dafi Strahlen 
eines Biischels einen Kegelschnitt in Punktepaaren einer In- 
volution schneiden, dessen besondere Anwendung auf den Kreis 
schon Nr. 119 enthalt. Nun haben offenbar vier Punkte eines 
Kreises und die auf den Inversionss'trahlen ahnlieh gelegenen 
Punkte des inversen Kreises gleiche Doppelverhaltnisse, denn 
diese werden durch ahnlieh gelegene Strahlenbiischel gemessen. 
Mit diesen sind aber die vier inversen Punkte involutorisch, 
namlich perspektiv zu einer und derselben Reihe in der Polare 
von 0 in bezug auf den inversen Kreis (Nr. 125). Endlich 
haben vier Punkte einer Geraden und die entsprechenden auf 
dem durch 0 gehenden inversen Kreise als gemeinsames 
Doppelverhaltnis dasjenige ihrer Inversionsstrahlen. 
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B. 1) Aus den Substitutionen x:y x 1 ^ x i y i {x^ 
folgt die einfacbe Beziebung komplexer Koordinatenverbindiingen 

® ± ‘ 

Scbreibt man x^ix^\x^x x^ fiir x — iy\x + iy und x^ : x^ | x^ : x^ 
fur X + iy | x' — iy\ d. h. fiihrt man das involutorische Tripel als 
Fundamentaldreieek ein, so erb§.lt man die symmetrischen homogeneift 
Substitutionen der Inversion: 

x ^'' : x^ : x^' = * 

2) Aus dem Satze, daB eine sicb urn einen festen Punkt drehende 
Gerade in zwei festen Geraden projektive Reihen bestimmt, folgt 
invers: Die Kreise eines Bdschels bestimmen in jedem von zwei 
festen Kreisen, die durcb je einen der Grand punkte des Buscbels 
geben, projektive Punktreiben. Ebenso folgt: Die Kreise eines 
Buscbels bestimmen in einem festen Kreise zwei involutoriscbe 
Punktreiben; usw. 

8) Die drei Kreise, die durcb einen Punkt und die Scbnitt- 
punkte von je zweien unter drei beliebigen Kreisen gelegt werden 
kSnnen, baben einen zweiten gemeinscbaftlicben Punkt. Denn die 
Potenzlinien von drei Kreisen geben durcb einen Punkt. 

4) In jedem System von drei Kreisen bestimmen die secbs 
Paare Berubrungskreise von je zweien unter ibnen, die durcb einen 
und denselben Punkt geben, secbs Scbnittpunkte mit einander, die 
viermal zu dreien in Kreisen durcb jenen Punkt liegen. Denn die 
secbs Scbnittpunkte der gemeinscbaftlicben Tangenten von drei 
Kreisen liegen viermal zu dreien in Geraden. 

5) Wenn sicb zwei ver^nderlicbe Kreise unter konstantem 
Winkel auf einer festen Kreisperipberie und iiberdies in einem festen 
Punkte scbneiden, so umbullt der Kreis, der in jeder ibrer Lagen 
durcb den festen Punkt mit ibren veranderlicben Scbnittpunkten 
im festen Kreise bestimmt wird, einen zweiten festen E^reis, der 
mit dem ersten und jenem Punkte dieselbe Potenzlinie bat. Denn 
wenn sicb zwei Geraden in einem festen Punkte eines gegebenen 
Kreises unter konstantem Y^inkel scbneiden, so umbullt die Ver- 
bindungslinie ibrer Scbnittpunkte mit dem Ejreise einen zweiten 
festen, dem ersten konzentriscben Kreis. 

6) Man transformiere durcb Inversion die Pigur, durcb die 
man aus drei Paaren entsprecbender Punkte zweier projektiver 
konzykliscber Reiben die Doppelpunkte derselben bestimmt (Nr. 297), 
far ein auf der Kreisperipberie gelegenes Zentrum. Man erbSlt 
eine von Chasles benutzte Konstruktion. 

7) Aus dem Satz vom Scbneiden der Hoben eines Dreiecks 
folgt naob der Tbeorie der reziproken Polaren: Die drei Lote, die 
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man in einem Punkte 0 auf seinen Yerbindungslinien mit den 
Ecken eines Dreiecks ABO errichten kann, treffen die Gegenseiten 
des Dreiecks in Punkten einer Geraden. Durch Inversion mit dem 
Zentrum 0 folgt: Wenn man auf den gemeinschaftlichen Sehnen 
OA^ OB^ 00 von drei in 0 sich schneidenden Kreisen in 0 Lote 
errichtet, so liegen ihre zweiten Schnittpunkte mit den entsprechen- 
den Kreisen auf einem durch. 0 gehenden Kreise. Die abermalige 
Bildung der Beziprokalfigur mit dem Ursprung 0 Wenn drei 
Parabeln von einerlei Brennpunkt von je zwei ^ten desselben 
Dreiecks beruhrt werden, so berubren die zu diesen Seiten recht- 
winkligen Tangenten der entsprechenden Parabeln eine und die- 
selbe Parabel vom namlichen Brennpunkt. 

407. Methode der reziproken Koordinaten, Urn ein im 
allgemeinen eindeutiges Entsprechen von Elementen zu defi- 
nieren, kann, wie bisher ein Kegelschnitt, auch ein Dreieck 
Oder Yiereck als feste ffilfsfignr dienen. Es geniigt auf einige 
solche Methoden hinzuweisen. 

Verbindet man einen Punkt mit den Ecken eines Drei- 
ecks und nimmt man zu jedem Eckstrahl den symmetrischen 
in bezug auf die Halbierungslinie des zugehdrigen Dreiecks- 
winkels, so schneiden sich diese drei Eckstrahlen wieder in 
einem Punkte (Nr. 65, 8). Die trimetrischen Normalkoordi- 
naten des einen Punktes sind die reziproken Werte von denen 
des andern. Man kann offenbar diese Punkte als einander ein- 
deutig und vertauschbar entsprechend in bezug auf das Drei- 
eck Oder nach der Methods der reziproken Koordinaten an- 
sehen. (Nr. 317, 2.)^®) 

Die Zuordnung ist wiederum quadratisch, und zwar so, 
daB bei Benutzung trimetrischer Normalkoordinaten einer Ge- 
raden Ea^x. = 0 ein dem Dreieck umgeschriebener Kegel- 
schnitt E{ai ix^ ^0 entspricht’ (Nr. 302) und umgekehrt. 
Damit erkennt man die Inversion als Sonderfall dieses Ent- 
sprechens (Nr. 406, i). Der unendlich femen Geraden ent- 
spricht der umgeschriebene Kreis des Dreiecks (Nr. 302, s), 
jedem Eckpuakt aber entsprechen aUe Punkte der Gegen- 
seite. Die einzigen sich selbst entsprechenden Punkte sind 
die Mittelpunkte der vier dem Dreieck eingeschriebenen Kreise. 
(Teil 1, Nr. 73, S. 138.) 
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Ebenso konnte man ein Entsprechen Yon Geraden nacl 
reziproken Linienkoordinaten aufstellen. 

Endlich kann jedem Pnnkte eine Gerade zngeordnet werden, 
deren Linienkoordinaten die Reziproken der Punktkoordinateii 
sind. Geometrisch bedeutet dies nacb Nr. 67, i das Entsprechen 
swisclien einem Funlte und seiner Harmonihale 
in bezug auf^as Fundamentaldreiech, Die nnendlich feme 
Gerade ist die Harmonikale des Schwerpunktes. Den Punkten 
einer geraden Reihe entsprechen als Harmonikalen 

die Tangeuten eines dtm Dreieck eingeschriebenen Kegel- 
schnittes Zifli : = 0. Den Ecken des Dreiecks entsprechen 

alle durch sie gehenden Strahien. 

B. 1) Naeh der Methods reziproker Koordinaten liegen ent- 
sprechende Pnnkte entweder zugleich im Innern des Dreiecks, also 
anch des umgeschriebenen Kreises, oder beide auBerhalb dieses 
Kreises nnd in derselben Winkelfl^che des Dreiecks, oder der eine 
in dem zwischen einer Dreiecksseite nnd dem nmgeschriebenen 
Kreise gelegenen Abschnitt nnd der andere im Scheitelwinkelranm 
der Gegenecke. Dem Mittelpnnkt des nmgeschriebenen Kreises enlj,- 
spricht der Hohenschnittpunkt nsw. Je zwei einander entsprechende 
Pnnkte konnen als die Brennpunkte eines dem Dreieck eingeschrie- 
benen Kegelsehnittes angesehen werden. 

2) Einer beliebigen Geraden entspricht der Nennpunkte-Kegel- 
schnitt derselben in bezng auf das durch die Pnnkte Yon den Ko- 
ordinaten ± 1 I ih 1 1 1 gebildete Yiereck. (Ygl. Nr. 365, B.) 

3) Den Tangenten eines mit dem nmgeschriebenen Kreise kon- 
zentrischen Kreises entsprechen nmgeschriebene, unter einander 
ahnliche Kegelschnitte; jenem Kreise selhst die Hullknrve dieser 
Kegelsehnitte, eine Kurve Yierter Ordnnng.^^®) Man erSrtere den 
Sonderfall der gleichseiiigen Hyperbelti. (Nr. 165, 2.) 

4) Die Harmonikalen der nnendlich fernfn Pnnkte nmhnllen 
diejenige Ellipse, die die Seiten des Dreiecks in ihren Mittelpnnkten 
bernhrt. 

408. Quadratische Verwandtschaft. Suchen wir ein Ent- 
sprechen von Elementen nnter Benntzung von vier festen 
Elementen zu vermitteln^ so konnen wir diese durch die mit 
ihnen bestimmten linearen Kegelschnittsysteme ersetzt denken. 
Eine Znordnung von Punkten, bei der geraden Reihen wieder- 
nm Kegelschnitte entsprechen, gibt die Beziehnng der doppelt 
konjugierten Pole eines Kegelschnittbiischels (Nr. 250 nnd 322). 
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nach Demnacli gelien alle Kegelschnitte, die den 

geraden Reihen 0 entsprechen, durch diese drei Punkte 
nnd jedem Ton diesen entsprechen nmgekelirfc alle Punkte 
der Q-eraden Jedem andem Punkte entspricht 

also, da er als Schnittpunkt zweier Geraden angegeben werden 
kann, der vierte Scbnittpunkt der jenen zugeordneten Kegel- 
schnitte, einem StraMenbiiscbel ein Kegelscbnittbuschel. Die 
drei festen Punkte des Kegelscbnittnetzes nennen wir die 
JSauptpunMe des Systems der x^. 

Umgekebrt gilt fiir die Bestimmung des einem Punkte 
entsprecbenden Punktes y^ das Analoge, vermittelt durch die- 
selben, nur nacb den x^ geordneten, Gleichungen ZT^x.^-O^ 
ZYfx^^O^ in denen Y., Y! die y^ linear enthalten. Den 
geraden Reihen X^x^ X^X 2 + 0 entsprechen die Kegel- 

schnitte des Netzes 

(33)^(r,r3'-r3r/)+A,(T3r/-r,r/)+i3(r,r/-r,7;)=o 
durch die drei SmcpipunJcte des Systems der y,.. Den durch 
einen Hauptpunkt der x^ gehenden Geraden entsprechen nun 
zerfallende Kegelschnitte, denen eine Verbindungslinie zweier 
Hauptpunkte der y^ angehort. In den teiden Sauptdreiecken 
entsprechen einander daher eine Ecke des einen und eine Seite 
des andem. Endlich gibt es noch vier sicJi selhst entsprechende 
Punkte in der Verwandtschaft, namlich die Schnittpunkte der 
Polkegelschnitte ZX.x^== 0, ZX!x^=^ 0 beider Rezipi’ozitaten. 

Beschaftigen wir uns nur mit dem allgemeinen Fall, wo 
die Hauptdreiecke nicht ausarten, so konnen wir auf eines 
derselben die Koordinaten beziehen. SoUen z. B. alien Ge- 
raden x^ Kegelschnitte X^y^y^ + X^y^y^ + ^ 32 /i 2/2 =“ 0 entspre- 
chen, so muB es drei Konstanten k^ geben, so daB X/ = k.X^ 
wird; nur dann entsprechen den Fundamentalpunkten drei 
Geraden X,.==0, die das Hauptdreieck der x^ bilden. Nun 
werden die Substitutionen der einen Gruppe 
iTi : : iTg *= (Jkg Jg) XgXg : (Ik^ — k^X^X ^ ; (k^ — Jtg) Xg. 

Pie aUgemeine quadratische Terwandtschoft enthdlt die 
KoUineation^) als Sonderfall. Ihre Grundgleichungen drucken 


*) Auch die Beziprozitat ist in der allgemeinen Verwandtsckaffe 
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die Koordinatenverhaltiiisse ^ Form von gleich- 

henannt gebroclienen Funktionen der aus, und man erbalt 
dies, sobald man identisch X/ setzi 

Auf die aUgemeine quadratiscbe Verwandtscbaffc kommt man 
nmgekehrt, wenn man die Nenner der jenen Yerb^tnissen 
gleicbwertigen Ansdriicke als ungleich voraussetzt ^ 2/s A • 

^2 : j/3 = ig : Einer Geraden ay^ + hy^ + = 0 entspricht 

jetzt ein Kegelscbnitt aL^L^ + SigLg + cL^L^ = 0, der durch 
die drei Punkte 0, ig == ^4^== 0, Xg = 0 bin- 

durebgebt; diese sind jetzt die Hauptpunkte der a?,., aber 
sind nicbt Seiten ibres Dreiecks. 

409. Verwandtseliaft doppelt konjugierterElemente. Von 
Wicbtigkeit ist vorziiglicb der Fall der involutorischm Ver- 
wandtscbaft zweiten Grades, fur die das Gleicbungspaar in 
den und y^ symmetriscb sein muB. Alsdann kann nur ent- 
weder X,- Y;, X!^ Y; oder X,^ Y,', Y,^ X! sein, sofem 
man x^ und y. als gleicbartige Veranderlicbe recbnet. Diese 
Bedingungen definieren* aber die durcb zwei PoZarsysteme 
oder eine Reziprozitat vermittelte Yerwandtschaft. In beiden 
decken sicb die Hauptdreiecke, nur in verscbiedener Zuordnung 
der Ecken und Seiten (Nr. 389). 

Nehmen wir die Fundamentalpunkte als die Hauptpunkte, 
so miissen 0 deren Yerbindungsbnien darstellen (Nr. 408). 
Also sind fur die Substitutionen nur die Anordnungen moglicb 

:a:2: a:, = «/,ys:2^s2'i: 2/12/2 = 2/22/1 = 2/i 2/8 = 2/s 2/2 > 

die nach dem Frtiheren die genannten HauptfaUe cbarakteri- 
sieren. Somit isi die Methode der reziproken Koordinaten der 
Ausdruck der allgemeinen Yerwandtschaft doppelt konjugierter 
JElemente. 

Nacb friiberen Ergebnissen kann sie leicbt geometriscb 
konstruiert werden, sobald man ibre sicb selbst entsprecben- 
den Elemente, die gemeinsamen Elements der die Polarsysteme 
definierenden Kegelscbnitte, kennt. Das Hauptdreieck ist das 
Diagonaldreieck jenes Quadrupels, von dem ein Element als 

mit enthalten, namlich dann, wenn eine der definierenden Gleicliungen 
identiscb wird (Xj = 0). 
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Einheitselement gewahlt werden kann. Alsdann definiert die 
allgemeine Methode der reziproken Koordinaten die Y&rwandt- 
schaft der in tezug auf das Qiiadrupel 1 1 ± 1 1 ± 1 doppelt Tcon- 
jugierten Elemente folgendermafien: Die Gleickungen 
definieren involntorische Strahlenbiischel mit den Doppel- 
strahlen Xi ==* d. h. die Verbindungsstralalen von ent- 
sprechenden Punkten mit einem Diagonalpunkt sind konju- 
giert harraonisch zu den durch ihn gehenden Seiten des 
sich selbst entsprechenden Vierecks. (Vgl. die B. 2, 3 uber 
die Konstruktion der gemeinsamen Elemente von zwei Polar- 
systemen.) 

Wir konnen aber z. B. die Verwandtschaft in be0ug auf ein 
Vierseit anch direkt auf einen Sonderfall des Satzes von Nr. 314, 6) 
griinden:^^®) Die karmonisch. konjugierten der Sclinittpunkte 
einer Geraden L mit den Diagonalen in bezug auf die zuge- 
horigen Ecken liegen in einer Geraden L\ Drebt sick L urn einen 
Punkt P, so sckneidet L' in den Diagonalen projektive Punkt- 
reihen aus, d. k. L' umkiillt einen dem Diagonaldreiseit ein- 
gesckriebenen Kegelscknitt P, und umgekekrt. Dieser P ent« 
spreckende Kegelscknitt P artet nur aus, wenn P einer Diago- 
nal angehort, namlick in das Punktepaar, das aus dem zu P 
in der Diagonale karmonisck konjugierten und dem gegen- 
iiberliegenden Diagonalpunkt bestekt. 

Damit tritt deutlick kervor, daB vier Strahlen von P 
und die entspreckenden Tangenten von P dasselbe Doppel- 
verkaltnis kaben. Doppelverhaltnisse in entsprechenden Geiilden 
ersten und zweiten Grades einer quadratischen Transformation 
haben gleicJien Wert (vgl. Nr. 406). 

Die vorige Zuordnung ist aber identisck mit der Ver- 
wandtschaft der doppelt konjugierten Polaren in bezug auf 
die Schar der dem Vierseit eingesckriebenen Kegelscknitte, 
denn ihr analytiscker Ausdruck ist und die Glei- 

chungen der Punktepaare der Schar sind in 
enthalten. Durck jeden Punkt P geken also zwei doppelt 
konjugierte Polaren, die die Tangenten aus P an den ent- 
spreckenden Kegelscknitt P sind und in P von den durck diesen 
Punkt gekenden beiden Kurven der Sckar berukrt werden. 
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B. 1) Man konstruiere die gememsamen EUmmte von md 
JPolarsystemen^ die dnrcli je ein Polardreieck und ein Paar bestimmt 
isind.^®^) 

Insofern wir die Polarsysteme als zwei Kegelscbnitte auffassen, 
ersckeinen ihre Tier gemeinsamen Punkte und ihre yier gemeisamen 
Tangenten als die Objekte der Anfgabe — sie ist biquadratiscb. 
Da aber die gemeinsamen Punkte durch seeks gemeinsame Seknen 
verbunden werden und die gemeinsamen Tangenten sick in Paaren 
in seeks Punkten sekneiden, erkalten wir jene vier Punkte als 
Seknitte der gemeinsamen Seknen zu je drei, und dual die yier 
gemeinsamen Tangenten als Verbindungsgeraden jener seeks Seknitt- 
punkte zu je drei, Auck ist die Definition der die yier Punkte yer- 
bindenden Seknen und die der Seknittpunkte der yier gemeinsamen 
Tangenten nack der Natur der Polarsysteme klar: Die seeks Yer- 
bindungsgeraden s der gemeinsamen Punkte sind die Geraden, 
fienen in beiden Polarsystemen dieselbe Inyolution karmoniseker 
Pole zukommt, und die seeks Seknittpunkte T der gemeinsamen 
Tangenten sind die Punkte mit einerlei Inyolution karmoniseker 
Polaren. Wir wissen auck sekon, dafi die Seknen zwiseken den 
gemeinsamen Punkten in Paaren durck die Ecken des gemeinsamen 
Polardreiecks beider Kegelscbnitte geken, und daB die Seknittpunkte 
<der gemeinsamen Tangenten in Paaren auf den Seiten des gemein- 
samen Polardreiecks liegen. Ist also dieses gemeinsame Polardreieck 
gefunden, so wird alles tJbrige durck Inyolutionen, also durck qua- 
firatiseke Gleickungen erkalten — das Polardreieck ist so zu sagen 
der Yertreter der kubiseken Eesolyente der biquadratiseken Gleickung 
der Aufgabe. 

2) Die Bestimmung des gemeinsamen Polardreiecks gesekiekt 
^benso leickt durck Ermittelung seiner Ecken wie dual durck die 
seiner Seiten mit Hilfe der doppelt konjugierten Elements der 
beiden Polarsysteme. Weil der doppelt konjugierte Punkt zu einem 
gegebenen der Seknittpunkt seiner beiden Polaren ist, so entsprecken 
^einer geraden Punktreike in der Ebene der Polarsysteme zwei zu 
^inander (weil zu ikr) projektiye Straklenbtlsckel ikrer Polaren und 
damit als Punkten der Reike doppelt konjugiert die Punkte eines 
Kegelscknittes. Diese Kegelscbnitte geken alle durck die drei Punkte 
mit einerlei Polaren und ikre Yerbindungsgeraden sind diese Po- 
laren selbst. Zwei gerade Reiken Z, in denen wir auBer dem 
gemeinsamen Punkt je zwei Punkte willktirlick waklen, liefern je 
fiinf Punkte ffir solcke Kegelscbnitte (?, i, die sick im doppelt 
konjugierten des Punktes gl und in den drei Ecken des gemein- 
samen Polardreiecks sekneiden. (Und dual.) 

3) An dies Dreieck seklieBt sick nun die Konstruktion der 
gemeinsamen Punkte und Tangenten derLeitkegelscknitle wie folgt: 

Salmon-riedler, anal. Geom. d. Kogelwhn. II, 7. Aufl. 24 
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Die beiden Yerbiadungsgeraden gemeinsamer Punkte, die durck 
eine seiner Ecken gehen, sind die Doppelstrablen der Involution^ 
die durcb die Verbindung dieser Ecke mit zwei Paaren doppelt 
konjugierter Punkte bestinunt wird. Dnd die beiden Scbnittpunkte 
gemeinsamer Tangenten, die in einer seiner Seiten liegen, sind dm 
Doppelpunkte der Involution, die in ibr durch die Schnittpunkte 
mit zwei Paaren doppelt konjugierter Geraden bestimmt wird. (In 
B. 2 sind ^ und die Yerbindungsgerade ibrer Pole, und wieder 
Z, I* zwei solcbe Paare.) Nacb dem Prtlberen sind die Realitata- 
verbaltnisse ersicbtlicb. 

4) An das Polardreieck der vorigen Beispiele kann man dm 
Definition der Biischel md Sckaren von Folarsystmien kniipfen. 
Die Angabe eines Polardreiecks und zweier konjugierter Punkte be- 
stimmt •unendlicb viele Kegelscbnitte, weil jede durcb den einen 
dieser Punkte gebende Gerade als Polare des andem einen solcben 
liefert; weil die Involutionen mit den s als Doppelstrablen fur alle 
dieselben sind, so bilden diese Polarsysteme wie ihre Leitkurven 
ein Buscbel; zu einem Punkte ein Polarenbuscbel. Der Angabe eines 
Polardreiecks und zweier konjugierten Geraden entspringt die Scbar 
von Polarsystemen mit der dualen Grundeigenscbaft. 

6) Nimmt man als Definitionsgleicbungen • Xgt/i — = 0 , 

Polarsystem in die 

Yerbindungsstrablen der Pole mit einem Hauptpunkt ausartet, so* 
entsprecben den Geraden die Kegelscbnitte 

+ MjiKj) = 0 . 

Bei Deutung in recbtwinkligen Koordinaten = 1) bestebt 

das Ketz aus den durcb den Kullpunkt gebenden bomotbetiscbeii 
Kegelscbnitten. Je zwei Kegelscbnitte scbneiden sicb im Nullpunkt 
unter demselben Winkel, wie die entsprecbenden Geraden. Mifc 
— 0 Oder mit =» A 2 erbalt man ein Netz von Parabeln odet- 
von Kreisen. Der letzte Fall ist derjenige der Inversion (Nr. 406). 

6) Eine Anwendung der allgemeinen involutoriscben Trans- 
formation bietet die Figur zweier projektiven Strablenbfiscbel 
in perspektiver Lage. So entspringt der Satz: Wenn zwei 
projektive Buscbel von Kegelscbnitten f(x^ sc) + Xg(x,x) = 0^ 
f (iC, oj) -}- Ag(ir, ir) = 0 (Nr. 322) durcb dieselben drei Punkte 
A, B, 0 geben, so daB der vierte Grundpunkt des einen D, der 
des andem E ist, und sie so liegen, daB der durcb die fiinf Punkta 
A, 5, (7, D, E bestimmte Kegelscbnitt sicb selbst entspricbt, so^ 
liegen die vierten Scbnittpunkte der entsprecbenden Kegelscbnitte 
beider Bfiscbel s^mtlicb auf einem dem Dreieck A^ B^ C umge- 
scbriebenen Kegelscbnitt. 

Besonders bequem erlaubt diese Metbode von Kegelscbnitten 
zu Kurven bSberer Ordnung uberzugeben; so gibt die Erzeugung 
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der Kegelschnitte durcli projektive Buschel eine Erzeugung von 
Knrven vierter Ordnung; nsw. 

7) Wenn die Punkte c, d (Mg. 36, S. 112) mit den unend- 
lich femen imaginaren Kreispnnkten zusammenfallen, so bilden 
die dem Vierseit eingescbriebenen Kegelschnitte eine Schar kon- 
fokaler Knrven, fiir die die assoziierten Punkte (Nr. 116 und 181) 
a, d und 6,6' die reellen und imaginSren Brennpunkte bezeichnen, 
wShrend Q der genoLeinsame Mittelpunkt ist. Nach Kr. 374 sind 
nun die entsprechenden Geraden X, 2/' zu einander rechtwinklig, 
und da sie die Abschnitte a a', 66' zwischen den Brennpunkten har- 
monisch teilen, so sind sie Tangente und Normale zweier konfo- 
kaler Kegelschnitte in ihrem Schnittpunkt. Zugleich entspricht 
jedem Punkte jp eine Parabel P, die die Geraden a a', 66' bertihrt 
und die Gerade ^ C zur Leitlinie hat. 

Den Normalen, die von p an einen Kegelschnitt 8 der konfo- 
kalen Schar gezogen werden kSnnen, entsprechen die Tangenten, die 
der Kegelschnitt 8 mit dieser Parabel gemeinsam hat. Wenn diese 
gemeinschaftlichen Tangenten konstruiert sind, so bestimmen ihre 
Beriihrungspunkte in 8 mit C die fraglichenNormalen. Das Doppel- 
verhaltnis der vier Tangenten ist dem der vier Normalen gleich. 

Die Pufipunkte der Normalen sind die Bchnittpunkte von 8 
mit einem Kegelschnitt AT, der die Polarkurve von P in bezug auf 
G ist und daher, weil P dem zu harmonischen Dreieck ABC 
eingeschrieben ist, demselben Dreieck ABC umgeschrieben sein 
muB. Also ist er eine gleichseitige Hyperbel durch den Mittelpunkt 
von 8^ deren Asymptoten den Achsen von 8 parallel sind. (VgL 
Nr. 178.) Umgekehrt bestimmt jede dem Dreieck ABC umge- 
schriebene gleichseitige Hyperbel in 8 vier Punkte, deren Normalen 
sich in einem Punkte p schneiden, wo p der Parabel P entspricht, 
die die Polarkurve jener Hyperbel in bezug auf 8 ist. 

Wenn nun den Tangenten von 8 die zugehSrigen Normalen 
entsprechen, so entspricht der Kurve 8 ihre Evolute (Nr. 245), eine 
Kurve von der vierten Klasse, die durch diese Zuordnung mit Hilfe 
der*bekannten Kurve 8 untersucht werden kann 


24 



Zweiundzwanzigstes KapiteL 

Yon der Methode der Projektion. 

410. Zentralprojektioa. Wir haben im Vorhergehendeti 
gezeigt, wie die allgemeine Idee der Verwandtschaft zweier 
geometrischer Figuren in mannigfaclien Formen erscbeint. 
Die einfacbste und anscbaiiliciiste Begriindung einer solchen 
Beziebting bietet die Mefhode der ProjeMion dar-^^*) 

Wenn alle Pnnkte einer in der Ebene E gelegenen Figur 
mit irgend einem reellen, festen Punkte im Eaume 0 durch 
Strablen verbunden werden, so bilden diese einen Kegel von 
der SjgiUe 0; die Scbnittlinie dieses Kegels mit einer be- 
liebigen Ebene E' bildet eine Figur, die man die Zentrah 
projeUion der gegebenen Figur aus dem ProjeJctions0entrum 0 
auf die Bildebene oder ProjeMionselene E' nennt. Man be- 
zeicbnet den Kegel dann aucli als den projmerenden Kegel 
Jedem Punicte in der einen Figur entspricht em Punkt in 
der mdemy namlicb der Scbnittpunkt ihrer Ebene mit dem 
projizierenden Strable des ersten. Fine Gerade wird immer 
dls Gerade projmert. Denn die projizierenden Strablen aUer 
Punkte der Geraden bilden eine 0 entbaltende Ebene, die 
projimerende Ebene der Geraden, die durcb ibren Scbnitt mit 
E' die Projektion der gegebenen Geraden bestimmt. 

Wenn Punkte in der einen Figur in einer Geraden liegen, 
so liegen aucb die entsprecbenden Punkte der andern Figur 
in einer geraden Linie; wenn Geraden in der einen Figur durcb 
denselben Punkt bindurcbgeben, so scbneiden sicb aucb die 
entsprecbenden Geraden der andem in einem Punkte, namlicb 
dem entsprecbenden Punkte jenes ersten. 
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Die den Punkten einer Geraden entspreckenden Punkte 
und ebenso die Biischel einander entsprechender Geraden sind 
projektiv oder von gleicken Doppelverhaltnissen nacb 84fiF. 
und kurz: Die geometriscbe Verwandtschaft, die die Zentral- 
projektion zwiscben zwei Ebenen begrtodet, ist die aus Nr, 92 
bekannte Kollineation, Ibr algebraiscber Ausdruck ist somit 
die lineare Substitution der Punktkoordinaten von Nr. 91 mit 
cler transponierten der Linienkoordinaten bei nicbtverscbwin- 
dendem Modul A. In Nr. 387f. ist ebenso die Verwandtscbaft 
der Ite/sipro 0 itdt zwiscben vereinigten ebenen Systemen von 
den linearen Substitutionen mit nicbtverscbwindendem Modul 
aus bebandelt worden, in der jedem Punkt eine Gerade und 
umgekebrt, jeder geraden Reibe ein zu ibr projektives Biiscbel 
und umgekebrt entspricbt; die dureb einen reellen Kegel- 
scbnitt definierte Polarreziprozitat bildet einen griindlicb be- 
kannten Sonderfall; dabei ist aber mit dem PaU der ver- 
scbwindenden Diskriminante in Nr. 310 die TJnbestimmtbeit 
der polaren Zuordnung als wicbtig bervorgetreten, also die 
Prage nacb der geometriscben Bedeutung der linearen Substi- 
tutionen mit verscbwindendem ModuL Es ist ein Yorzug der 
Metbode der Projektion, da6 sie dieselbe in alien bierber ge- 
borigen Pallen klar steUt und damit aucb sicber zur algebrai- 
scben 'Bebandlung fiibrt. 

411. Die singnlSren Projektivitaten. Solcbe sind in der 
Metbode. der Projektion, also fur die KoUineation, fundamental, 
weil sie mit den projmerendm Slrdhlen und JEbenm ent- 
springen, die die Projektion vermitteln.^®^) 

Wenn a) die Ebene E das Projektions^entrum 0 enthdlt, 
so liegen die Bilder aUer ibrer Punkte auBer 0 in ibrer 
Scbnittlinie s mit der Bildebene E', in der Art, dafi jeder 
Punkt von dieser alle Punkte der Geraden abbildet, die ibn 
mit 0 verbindet; und zugleicb liegen in 5 die Bilder aller 
Geraden in E, die nicbt dureb 0 geben. Dagegen liegen die 
Originale aller Punkte von E' auBer s in 0, und die Origi- 
nale aller Geraden in E' auBer s sind gerade Linien dureb 
0 in E, so zwar, daB alle dureb denselben Punkt von s 
gebenden denselben Originalstrabl baben. 
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Wir haben also in der einen Ebene einen singularm 
PunU 0 oder sagen wir bier S, dem alle Punbte der andem 
Ebene entsprecben, und in der andern Ebene eine singulare 
Gerade s, die alle Geraden der andem Ebene abbildet; den 
geraden Reiben durcb S entsprecben die Puukte anf s' pro- 
jektiv, den Strablenbtiscbeln ans Pnnkten von s' die nacb 
diesen gebenden Geraden aus S. 

Wir geben zum algebraiscben Ausdruck dieser Besonder- 
heiten. Damit dem Punkte S von den Koordinaten s^ jeder 
Punkt des gestricbenen Systems und der Geraden von den 
Koordinaten (j/ jede Gerade des ungestricbenen entspricbt, 
d. b. daxnit die Verbaltnisse der Koordinaten der dem Punkt $ 

z 

und der Geraden 6. entsprecbenden Gebilde die Form 0 : 0 
erbalten, miissen die Substitutionen 

die Besonderbeit baben, dafi 

istj -also nacb der ersten Bedingung 

und nacb der zweiten 

^22 ^2 4 " ®^ S 2 ^8 /V — ^2 4 " ^ 8H ^8 

^2-" > ®^1S ' 

Damit erbalten wir die Substitution wie folgt: 

~ 4 " ^ 32^3 ) 4 " 4 ~ ^ 38<^8 )} 

^ (^2 ^2 4 " ^>^82 ^3 ) ■”■ (^23 ^2 4 " ^3 ) J 

— ^(<^22^2 4- a2S^3) 4- CC22^2 4" ^23^8? 

— ”(<5^82^2 4- 0:33^3) 4- CC32^2 + ^‘^33^8- 

Sie ist bestimmt, aber ibre Moduldeterminante ist Null, 
weil die Blemente der ersten Zeile die Summon der mit Kon- 
stanten multiplizierten entsprecbenden Elemente der zweiten 
und dritten Zeile sind. Die Substitution wird vereinfacbt, 
wenn wir bei beliebig gedacbter Vereinigung der Ebenen E 
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Qnd E" den singularen Punkt als Fundamentalpunkt mit 
Koordinaten 5^, 0, 0 und die singulare Grerade als gegenuber- 
iiegende Fundamentallinie mit Koordinaten 6^', 0, 0 wall- 
len; sie ist dann 

= 0, (iXi = + a^x^, itXg = aggiKj + 

iind invers 

vu^ -= 0 ; vu^ = vUq = 

Mne der ersten Unterdeterminanten ihres Moduls ist von 
JS'ull verscbieden^ man bat zwei statt drei Grleicbnngen znr 
Bestimmung. Finer bestimmten Geraden durcb den singularen 
Pnnkt — Xx^^O entspricbt nun z. B. auBer der singularen 
Geraden die andere Gerade durcb ibn aus 

(^83 “l~ -^^32)^2 (^3 ^^22)^8 — 0 ,'' 

die nur fiir 

^2 • ^8 “ ^ ™ (^22 ^ "t" ^23) * (^32 ^ ^33) 

mit jener zusammenfallt, usw. 

Aber nocb ein anderer Fall ist moglicb, namlicb b) da^ 
tdas JProjeJcHonsjsentrum ein PmJct in dei' SchniUlinie EE' ist 
Wir konnen kurz sagen, da/i dann jede der deiden Ebenen 
^nen singularen PunJct 0 oder S in einer singularen Geraden s 
enthdlty also dafi jene Punkte alien Punkten der jeweiligen 
^dern Ebene und diese Geraden alien Geraden derselben ent- 
sprecben; liber dies jeder Geraden durcb den singularen Punkt 
des einen alle Geraden durcb den singularen Punkt des andem 
Systems. Denken wir wieder beide Ebenen beHebig vereinigt, 
so konnen wb die singularen Piinkte zu Ecken und die durcb 
sie gebenden singularen Geraden zu Seiten des Fundamental- 
dreiecks wablen und erbalten nacb dem Vorigen die Substi- 
tution mit 1100 ^'==^ 0, [ 1 X 2 '^ Of statt drei Glei- 

*cbungen bat man nur eine, und neben A verscbwinden aucb 
.alle ersten Unterdeternainanten. 

Gem*aB der Definition, nacb der wir die Projektivitaten 
in KoUineationen und Reziprozitaten scbeiden, ergeben sicb 
:aber bieraus aucb die moglicben Falle der singularen Bejsi- 
prositaten, Ersetzen wir das eine der koUinearen Systeme 
a) durcb ein reziprokes, so ist dieses zum andem reziprok 
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und es entstehen so zwei Falle singularer Reziprozitat, nam- 
lich durcli tfberftiliruiig des Systems mit singularem Punkt 
in ein reziprokes mit singularer Qeraden aa) Be^iproHtdt mit 
2 wei singular m Geradm, denen je alle Punkte der andern 
Ebene entsprecben, wabrend jedem Punkte einer singularen 
Linie jede G-erade durcli einen bestimmten Punkt der andem 
entspricht Ersetzen wir' aber das andere der beiden koUine- 
aren Systems durcb ein reziprokes, so entstebt a/3) die JRe0i‘- 
pro 0 itat mit singularen FunUen, wo jedem derselben jede 
Gerade des andem Systems entspricbt und insbesondere jeder 
Geraden durcb den singularen Punkt des einen ein unbe- 
stimmter Punkt in einer projektiv zugeordneten Geraden 
durcb den singularen Punkt des andem. Dagegen entstebt 
< aus der singularen Kollineation b) nur eine singulare Rezi- 
prozitat b/3) mit einem singular m Punkt in einer singularen 
Geraden in jedem System^ denen je eine unbestimmte Gerade 
und ein unbestimmter Punkt des andem entsprecben, wabrend 
einem. andem Punkte der singularen Linie ein unbestimmter 
Strabl durcb den singuraren Punkt des andern Systems ent- 
spricbt. 

Die zugeborigen Substitutionen bildet man durcb die ge- 
eigneten Ersetzungen der durcb die u., usw. Die Ubertragung 
alles dessen auf kollineare und reziproke Biindel, insbesondere' 
Biindel von einerlei Scbeitel (Nr. 415) ist augenscbeinlicb. 

B. 1) Wenn das Projektionszentrum in einer Originalgeraden 
liegt, so ist deren Bild ein Punkt, ibr Schnitt mit der Bildebene. 
Die Projektivitatsgleicbung (Nr.'^S) zwischen zwei entsprecbenden 
Reiben all' + + cA.' + d = 0 enthalt diesen Fall; sie gibt 
flir l' den Wert a' bei ^ = 0:0, wenn man bat d ^ — ca\ 
h ^ a o'. Sie wird dann 

aXl' — a/X + or — co' = 0, d. i. (l' — o')(c + aX) = 0 . 

Man bemerke, dafi die Auswertung der Parameter in beiden Reiben 
die Bestimmtbeit der projizierenden Ebene der projizierenden 
Geraden gibt, Dasselbe ergibt die Bebandlung der Substitution 
a.gojjj fur den singutoen Fall, aus der durcb 

^ == 1 '== + ^12 
. CC^^XX'— 4 * ^ 


Oder 
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als Parametergleicliung entspringt. Das gilt offenbar ancb fur pro^ 
jektive BtLscbel. Der Zusammenbang mit der paraboliscben Involu- 
tion ist offenbar. (Nr. 18 und 331.) 

2) Man untersucbe die Ausartungsformen der Kegelscbnitte^ 
die aus der Verbindung solcber singular projektiver Elementar- 
gebilde hervorgeben. 

3) Bei den beliebig vereinigten singularen Reziprozitaten aa)^ 
aj5) den Polkegelscbnitt und den Polarkegelscbnitt zu bestimmen, 
ist leicbt. Fiir a a) ist der Polkegelscbnitt ein die singularen Punkte 
entbaltender Kegelscbnitt; diese zwei Punkte selbst bilden denPolar- 
kegelsebnitt. Plir a|3) wird Her Polkegelscbnitt von den singularen 
Geraden gebildet, und der Polarkegelscbnitt ist eine sie berubrende 
Kurve zweiter Klasse. Endlicb bilden im Palle bj5) die singularen 
Geraden den Polkegelscbnitt und die in ibnen liegenden singularen 
Punkte den Polarkegelscbnitt. 

4) Durcb Deckung der singularen Elemente singular-reziproker 
ebener Systeme entsteben Polarsjsteme. Welcber Art ist der.Leit- 
kegelscbnitt? Punktepaar, Geradenpaar, Doppelpunkt und Doppel- 
gerade ineinanderliegend. 

412. »Wir projizieren nun eine nicJit durcb das Zentrum 
gehende Ebene. Wenn eine durcb das Zentrum 0 parallel zur 
Bildebene E' gelegte Ebene die Originalebene E in einer Ge- 
raden r scbneidet, so projiziert sicb jedes Strablenbiiscbel 
in £, das seinen Scbeitel in dieser Geraden r bat, in ein 
System von Parallelen in E'. Denn ein Strabl, der vom Zen- 
trum 0 nacb einem beliebigen Punkte der Geraden r gezogen 
wird, begegnet der Projektionsebene erst in unendlicber Ent-^ 
femung. Insofern jener Punkt Scbnittpunkt von mebreren 
Geraden ist, mussen sicb diese als solebe Geraden projizieren, 
deren Scbnittpunkt unendlicb fern liegt. Umgekebrt wird 
jedes System von Parallelen in E in ein solcbes Strablen- 
biischel projiziert, das seinen Scbeitel in einem Punkte der 
Geraden q' bat, m der eine durcb 0 parallel zur Original- 
ebene E gelegte Ebene die Projektionsebene E' scbneidet. Nur 
die Parallelen zur Bildebene baben aucb parallele Bilder. 

So fubrt uns die Metbode der Projektionen zu dem 
Scblusse, dafi ein beliebiges System von Parallelen als ein 
durcb einen unendlicb fernen Punkt gebendes Buscbel be- 
tracbtet werden kann (Nr. 68); ebenso, daB aUe unendlicb 
entfernten Punkte einer Ebene als in einer Geraden gelegen 
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^nzusehen sind (Nr. 75), da ihre Projektionen in der Ge- 
raden q' liegen. 

Wir bemerken endlick, daB die Scknittlinie s der Pro- 
jektionsebene mit der Ebene der Figur zugleick der Ort der 
Schnittpunkte der Geraden der Figur mit ibren bez. Pro- 
jektionen ist. Man nennt diese Gerade, den Ort der in beiden 
Systemen sich selbst entsprecbenden Ponkte, die Spur der 
einen Ebene in der andern. Auf jedem Strabl durch 0 nacb s 
ist die Mitte zwiscben 0 und s aucb Mitte zwiscben q' und r. 
Jede der beiden Geraden r, q\ die in jeder Ebene der nn- 
endlicb femen Geraden der andern entsprecben, heifit FluchP 
linie oder Gegenachse der einen Ebene in der andern. Die 
Punkte jeder Fluchtlinie entsprecben den Ricbtnngen der 
Strahlen der andern Ebene und beifien Gegen- bez. FlucM- 
punTcte der zugeborigen Parallelen. 

413. Jede elene Kwve wird in eine andere Kurve von 
derselbm Ordnung und Klasse projmert Denn wenn die ge- 
gebene Kurve durcb eine Gerade in einer Anzabl von Punkten 
Ay B, G, D , . . gescbnitten wird, so wird ibre Projektion 
durcb die Projektion der Geraden in eben so vielen entsprecben- 
den Punkten A', 5', C', D' . . . gescbnitten. Aber die Ordnung 
einer Kurve wird durcb die Zabl von Punkten geometriscb 
bestimmt, die sie mit einer Geraden gemein baben kann 
(Nr. 27). Wenn unter den Schnittpunkten der Kurve mit einer 
Geraden neben reellen aucb imaginare sind, so bleibt die 
Zabl der reellen und der imagin*aren Punkte durcb Projektion 
ungeandert. Wenn sicb zwei Kurven scbneiden, so scbneiden 
^icb ibre Projektionen in derselben Anzabl von Punkten; reellen 
Scbnittpunkten entsprecben reelle, imaginaren aber imaginare.*) 

Jed^ Tangmte der einen Kurve wird in die entsprechende 
Tangenfe der andern Kwrve projmert Denn jede Sebne AB 
der einen Kurve wird als eine Sebne A'F projiziert; wenn 
aber die Punkte A, B zusammenfallen, so fallen aucb A'y F 
^usammen, und die Sebne A'F ist die entsprecbende Tangente 

*) Eine Ansnabme machen nur die Kurven, deren Ebenen duicli 
das Projektionszenbrum geben, da ibre Projektionen in die Spur der 
Ebene fallen. 
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<ier Projektion der Knrve (Nr. 104). Wenn zwei Kurren ein- 
-ander in einer Anzahl von Punkten beriiliren; so beriihren 
ihre Projektionen einander in eben so vielen zn jenen ent- 
^prechenden Punkten. 

Wenn irgend eine Eigenscbaft^ die sicb nicbt auf die 
GroBe von Strecken oder von Winkeln^ sondern auf die Lage 
von Geraden als durcb gewisse Punkte gehend oder gewisse 
Kurven beriihrend, oder auf die Lage von Punkten usw. be- 
ziebt, fur eine gegebene Kurve wahr ist, so bleibt diese Eigen- 
scbaft fiir alle die Kurven giiltig, die aus der gegebenen durcb. 
Projektion bervorgeben. Beispiele bietet Nr. 423 f. 

414. Projektive Eigenscliaffcen beifien Eigenscbaften 
einer Pigur, die erbalten bleiben, wenn man durcb Projektion 
aus der gegebenen Pigur eine neue Pigur entsteben laBt. Zn 
diesen Eigenscbaften geboren auBer den vorbin bezeicbneten 
aucb einige solcbe, die die GroBen von Strecken und Winkeln 
scbeinbar entbalten. So stimmt das Doppelverbaltnis von vier 
Punkten in einer Geraden (ABGD)) da es durcb das Doppel- 
scbnittverbaltnis des projizierenden Biiscbels (0 • ABCD) am 
Zentrum der Projektion gemessen wird, mit dem der vier 
Punkte (A'B'C'D') iiberein, in denen dies Biiscbel durcb eine 
beliebige Transversale gescbnitten wird. BoppeherhaUnisse 
werdm durcli Projeltion nicM gednderi (Vgb Kap. V.) Aber 
Halbierungen werden zu barmoniscben Gruppen, symmetriscbe 
Reiben oder Biiscbel zu involutoriscben. 

Oder^ wenn zwiscben den durcb eine beliebige Anzabl von 
Punkten in einer Geraden bestimmten Strecken eine Gleicbung 
von der Porm 

AB^CD^EF+JcAC-BEBF+lAD-GE-BF + ^^-^0 
bestebt, in der jedes Glied die namlicben Punkte nur in ver- 
scbiedener Ordnung entbalt, so ist diese Eigenscbaft projektiv. 
Denn nacb Nr. 84 kann man fur AB das Verbaltnis 
OA^OB^smAOB: OP 

und fiir die iibrigen Strecken entsprecbende Ausdriicke ein- 
setzen, wodurch die Gleicbung in alien Gliedern das Produkt 
OA- OB^ OG- OB OE^ OF 
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im Zahler und die Grofie OP® im Nenner entMlt; durch 
Dirision mit diesen Paktoren wird sie dalier auf eine Be- 
zieliuiig zwischen den Sinus der am Punkte 0 gebildeten 
Winkel znruckgefuhrt. 

Audi ist leickt zu erkennen, daB die Punkte A, JB, Cy 
Dy Ey F nicM in einer Geraden zu liegen brauchen, um diese 
Projektiyitat zu begrunden; wenn die Senkrechte OP nicht 
fur alle in der Gleicbung auftretenden Strecken die namliche 
ist, so miissen diese nur so geordnet sein, dafi in jedem Gliede 
der Gleicbung im Nenner das namlicbe Produkt solcber zu- 
geborigen Lote OP • OP'- OP" . . . auftritt. Als ein Beispiel 
dafur erwabnen wir den Satz: Wenn Geraden, die von den 
Ecken eines Dreiecks ABC nacb demselben Punkte seiner 
Ebene gezogen werden, die Gegenseiten desselben in den 
Punkten a, h, c scbneiden, soist Al- Be ^Ga gleicb A c • Ba • 06. 
Weil diese Gleicbung von der eben besproebenen Art ist, so 
reiebt es bin, sie fiir irgend eine Projektion des Dreiecks ABC 
zu beweisen; macben wir fur diese die Yoraussetzung, daB 
der Punkt 0 in unendlicber Entfernung projiziert sei, so 
werden die Geraden AB, BC, Cc einander parallel und die 
Gleicbung wird Ai * Be = Ac - Bay deren Wabrbeit obne 
Weiteres ersicbtlicb ist. 

Offenbar reiebt es iiberbaupt zum Beweise solcber pro- 
jektiver Eigensebaften von Piguren bin, den Beweis fiir die 
einfaebste deijenigen Piguren zu liefem, in die die gegebene 
projiziert werden kann; z. B. oft fiir eine solcbe, in der eine 
gewisse Gerade der Pigur unendlicb fern ersebeint. Wenn 
z. B. gefordert ware, die harmoniscJien Eigenschaften des voTIr 
standigen VierecTcs ABGD mit defi jDiagonalpunktevb EFQ zu 
untersueben, so verbinden wir alle Punkte dieser Pigur mit 
einem Punkte 0 im Raume durcb Strablen und scbneiden die 
Yerbindungslinien durcb eine zur projizierenden Ebene OEE 
bez. OFG Oder OQE parallels Ebene, so daB etwa EF in 
unendlicber Entfernung projiziert ersebeint. Die Projektion 
A^BC'D' des Yierecks ist dann ein Parallelogramm. Jedes 
Viereck kemn demnach mndehst (vgl. Nr. 424, s) zentml in ein 
Parallelogramm projmert werden. Da nun die Diagonalen Q'E% 
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G'F' eines Parallelogramins die Seiten J5'C' uud bez. A'B' 
halbieren und zu A'B' bez. B'C' parallel sind, d. h. je mit 
den Ecken und dem unendlicbi femen Punkt dieser Seiten 
harmonische Gruppen bilden, so scblieBt man aus der projek- 
tiven Natur dieser Beziekung die Satze von Nr. 66. Die 
Projektion in ein Reckteck oder Quadrat andert kieran nickts. 

B. 1) Wenn zwei Dreiecke ABC^ A'B'G' so gelegen sind, 
daB die Scknittpunkte der entspreckenden Seiten AB, A'B'] 
BO, B^ G'\ OA^ G'A' in einer Geraden liegen, so sokneiden sick 
die Verbindimgsgeraden der entspreckenden Ecken AA\ BB\ 00' 
in einem Punkte. (Vgl. Nr. 67, 4.) 

Der Satz bedarf keines Beweises mekr, wenn man, wie es 
seine projektive Natur erlaubt, die Pigur, auf die er sick beziekt, 
so projiziert, daB die Gerade, in der sick ^e entspreckenden Seiten 
beider Dreiecke sckneiden, in unendlicker Entfernung ersckeint; 
denn er gekt alsdann in den einfacken Ausdruck der Aknkckkeit 
und aknkcken Lage beider Dreiecke uber; Wenn in zwei Dreiecken 
al)C\ dV 6 die Seiten des einen den Seiten des andem parallel sind, 
so sckneiden sick die Verbindungsgeraden der entspreckenden Ecken 
in einem Punkte; dies gekt einfack aus der Bemerkung kervor, daB 
die Geraden ad und 6b' beide die Gerade cc' in dem namlicken 
Yerkaltnis teilen. 

2) Aber der vorige Satz und sein dualer: Wenn zweil)reiecke 
so gelegen sind, daB die Verbindungsgeraden ikrer entspreckenden 
Eckenpaare durck einen Punkt 8 geken, so sckneiden sick die Paare 
ikrer entspreckenden Seiten in einer Geraden s — ersckeinen nack 
den Projektionsgesetzen unmittelbar klar aus den Definitionen. Denn 
in der Eigur des ersten seken wir eine Projektion der zwei Drei- 
ecke, die die Scknittpunkte von drei nickt in derselben Ebene 
liegenden Geraden durck 8 mdt zwei 8 nickt entkaltenden Ebenen 
bilden; ikre entspreckenden Seiten sckneiden sick in der Scknitt- 
linie dieser Ebenen. Und wenn man von drei Punkten dieser Scknitt- 
linie s zweier Ebenen ausgekt, und in diesen Ebenen Dreiseite ge- 
bildet denkt, deren entspreckende Seitenpaare durck jene drei Punkte 
bez. geken, so liegen ikre entspreckenden Ecken auf drei Geraden 
durck einen Punkt 8^ well sick Geraden, die paarweise aber nickt 
alle in einer Ebene liegen, in einem Punkte sckneiden. Die beti-ack- 
teten Satze sprecken nur die Eigensckaften der Projektionen dieser 
raumlicken Eiguren aus. 

3) Daran scklieBt sick okne neue Voraussetzungen die Er- 
weiterung auf die pers^eUiven Yierecke md Vierseite: Wenn zwei 
ebene Vierecke ABCD, A'B'G'B' so liegen, daB sick fiinf ikrer 
entspreckenden Seitenpaare AB^ A' B\ usw. in funf Punkten einer 
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Geraden s scHneiden, so liegt auch der Schnittpnnkt des sechsten 
Seitenpaares, etwa Ci), C'J)\ in dieser Geraden, und die Yerbin- 
dnngsgeraden der entsprecbenden Ecken AA\ nsw. geben dui'ch 
einen Punkt S, Und: Wenn zwei ebene Vierseite so liegen, daB 
funf ihrer entsprecbenden Eckenpaare in Geraden ans einem Punkte jS' 
entbalten sind, so liegt aucb ibr secbstes Eckenpaar in einer Ge- 
raden dnrcb diesen Punkt, und die vier Scbnittpunkte ibrer ent- 
sprecbenden Seiten liegen in einer Geraden s. 

Denn fur den ersten Satz: Die Dreiecke ABC^ A'B'C' und 
wieder ABB^ A' B'D' liegen nacb Yoraussetzung perspektiv fiir 
die Gerade s als Acbse und einen Punkt 8 als Zenti'um; daber 
gebt BB' aucb durcb 8^ und die Dreiecke BCB^ B'C'B' sind, 
weil sicb J5G, B'C' und BB^ B'B' in s scbneiden, ebenso per- 
spektiv, Oder die Geraden OB, C'B' geben durcb einen Punkt 
von s. Und dual. 

Denken wir das erste Yiereck (Yierseit) und die Gerade $ 
(den Punkt 8) gegeben, so lafit sicb das zweite in seiner Ebene 
auf dreifacb unendlicb viele Arten bilden, weil man seine Seiten 
A' B', B' O', O' A' durcb die Scbnittpunkte von s mit bez. AB^ 
BO, CA bebebig — nur so, daB sie ein Dreieck A'B'C'^ bilden 
— zieben kann; dann treffen sicb die von A' nacb dem Sebnitt- 
punkt von s mit AB und die von B' nacb dem Scbnittpunkt von 
$ mit BB gezogene Gerade in einem Piinkte B\ dessen Yerbin- 
dungsgerade mit C' durcb den Scbnitt der Geraden s und OB 
geben muB. Die Bildung eines Yierecks ABCB geniigt offenbar 
um den secbsten Punkt s, OB zu erbalten; und die Bildung eines^ 
Yierseits alcd um den secbsten Strabl 8, cd zvl finden: Das voll- 
stSndige Yiereck (Yierseit) liefert durcb die Scbnittpunkte zweier 
Gegenseitenpaare mit s (die Yerbindungsgeraden seiner Gegenseiten- 
paare mit 8) drei Paare der Involution in $ (an S). Man bat die 
Konstruktion einer involutoriscben Eeibe in s aus dem Paare s,BO\ 
s,AB und dem Paare s,AO', s,BB oder die Konstruklion dea 
entsprecbenden Punktes s, OB zu dem Punkte s, AB. Und dual 
erbalt man die Konstruktion des involutoriscJicn Biischels aus 8, das 
dt^ch swei Baare bestimmt ist, d. b. zu jedem funften Strabl aus. 
8 den secbsten, der mit ibm ein Paar bildet. 

4) Bewegt sicb der funfte Punkt der Involution aus zwei 
Paaren in der Geraden s, bez. drebt sicb der funffce Strabl des ‘in- 
volutoriscben Biiscbels um 8, und will man die Lagen des jeweiligen 
entsprecbenden mit dem geringsten Linienaufwand konstruieren, so 
erJidlt man m der KonstrukUon der involutoriscJicn Beihe stets ein 
JPaar projelcUve StraUenbuschel, aus denen sie geschnitten wird, und 
zur Konstruktion des involutoriscJim 8trahlcnbilschels ein JPaar der 
projeJcUven JPunktreQien, die von ihm jprojmcrt werden; so daB sicb 
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die Konstruktion projektiver Busckel nnd Eeihen und damit die 
gauze projektive Geometrie als mit folgend ans der vorigen Ent- 
wicklung, also als Bestandstuch jeder Geometrie, wiabMngig von 
BaraUelenaxiom und Metrilc ergibt. 

Wenn in der Involution auf s zwei Paare J., und B, B^ 
gegeben sind und zu dem Punkte G der entsprecbende gesucht 
wird — man wird die Piguren Mer wie im Vorigen leicbt selbst 
bilden — so daB man die Konstruktion mit der BUdung eines Drei- 
ecks zu beginnen hat, dessen Seiten durch -d, G bez. gehen, so 
wahle man auf der Seite durch A zwei seiner Ecken T, T' fest, 
so daB fur jedes G die dritte Ecke U auf der Geraden B^T' in 
ihrem Schnittpunkt mit dem um 1 sich drehenden Strahle IC 
liegt. Dann ist die Konstruktion von als Partner von G in der 
Involution in s die Konstruktion des zu TG entsprechenden Strahles 
in dem Biischel aus T', das zu T ' ABG projektiv ist. Denn A^ 
ist das perspektive Zentrum T" dieser beiden Biischel (Nr. 67) 
und die Bildung des Vierecks durch Hinzufiigung der Ecke U' zu 
T, T\ U fordert den Schnitt der Geraden TB mit UA^, d.h. mit 
UT"^ und T' G^ geht nach diesem U\ ^Eiickt C in s fort, so U in 
T'Bi, U' in TB und U' T' schneidet G^ aus s — eine Kette von 
Gliedem in paarweis perspektivem Zusammenhang, also von glei- 
ehen entsprechenden Doppelverhaltnissen (Nr. 86) nach der ersten 
Entwicklung. Und dual ftlr die Involution im Strahlenbiischel mit 
4em vollstandigen Vierseit.^^) 

416. Geometrie im BtLndeL Die projizierenden Strahlen 
der Punkte, die projizierenden Ebenen der Geraden einer Ebene 
bilden, wie man sagt, ein BUndel von Strahle^i und Ebenen 
am Zentrum 0 als Scheitel, Also ist das Biindel in seinen 
Elementen Strahl und Ebene von derselben Mannigfaltigkeit,. 
wie die Ebene in den ihrigen Punkt und Gerade, Aus der 
ebenen Geometrie folgt somit eine Geometrie im Bundd^ die 
die Lagenbeziehungen zwischen den Strahlen und Ebenen durch 
einen Scheitel untersucht. Nach dem Vorigen gelten alle 
Doppelverhaltniseigenschaften ebener Piguren auch fiir die sie 
projizierenden Piguren des Btindels, sobald man den Begriff des 
Doppelverhaltnisses von vier Strahlen eines Biischels auf die 
sie projizierenden Ebenen eines Biischels ubertragt. Demnach 
erhalten wir aus projektiven Satzen der ebenen Geometrie 
die entsprechenden der Geometrie im Bundel, indem wir nur 
StraM und Ebene an Stelle von PunU und Strahl setzen. 
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Wabrend die gewohnliclie Anschauung das Biindel als 
Ton der Ebene wesentlicli verscliieden ansieht, weil es den 
ganzen Eanm erfallt, ist die allgemeine analytiscTie Geometrie 
im JBundel md in der Ebene idmttisch. Hierin liegt die un- 
mittelbare Rechtfertigung der Einfuhrung der raumliclien Pro- 
jektionsmetbode in die Untersuchungen der ebenen Geometrie. 
In der Tat Wnnen wir die terndren homogenen Koordinaten 
von Elementen der Ebene auch als die Koordinaten der proji- 
sierenden Elemente des JBundels deuten, sobald wir als Pnnda- 
Tnentalstrablen nnd -ebenen des Biindels die projizierenden der 
Fimdamentalpunkte nnd -linien der Ebene einfiihren; denn die 
Koordinatenverkaltaisse sind Doppelverbaltnisse. Gleiclinngen 
ersten nnd zweiten Grades in bez. definieren Ebenen bez. 
Strablen, und Kegel zweiter Ordnung bez. Klasse im Biindel. 

‘ TJnd sckneiden wir Strahlen und Ebenen des Biindels mit 
«iner Original- und einer Bildebene, .so definieren die Koordi- 
naten der Elemente P der einen Figur die der entsprecbenden 
Elemente P' der andern, falls wir sie je auf entsprechende 
Fundamentalelemente P, J./, P' der Ebenen beziehen. 
Eine OriginalJmrve und Hire Erojektionen sind durch dieselbe 
Gleichung in perspeUiven Koordinatensystemen dargestellt 

Fiihren wir insbesondere nicht-bomogene Koordinaten ein, 
indem wir ipid konstant denken^ so beiBt dies, wir unter- 
sucben statt der Originalfigur eine Projektion auf eine Ebene, 
die zur Yerbindungsebene des Zentrums mit der Fundamental- 
linie parallel ist. Dann ist A^'A^' die unendlicb feme 
Gerade und man bat nocb dafiir zu sorgen, daB die Projek- 
tion des Einbeitspunktes P in die Halbierungslinie A^'K des 
Winkels der Acbsen A^A^y (Nr. 88), wozu nur 

OE die Strecke A^A^ halbieren muB. Umgekebrt wird mit 
dem Homogenmacben eine beliebige Projektion eines auf zwei 
Acbsen bezogenen Originals eingefubrt.^®®) 

416. Zentralkollineation xind Umlegung. Ebene Systeme 
entsprecben sicb nacb der Metbode der Zentralprojektion in 
der Weise, dafi alle Paare entsprecbender Punkte in Geraden 
aus einem Punkte 0 liegen, und aUe Paare entsprecbender 
Geraden sicb in Punkten einer Geraden 5 begegnen; und diese 
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Beziehung bleibt aucb ungestort, wenn wir beide Systeme 
durcb eine Drebung des einen um ibre gemeinscbaftlicbe 
Scbnittlinie s in eine Ebene zusammenlegen. Mm erJcemt 
^aravs die Identitdt der getiiralprojektwm Bemhung ebener 
Systeme mit der 0entrisc}ien Lage Jcollinearer Systeme. 

Denn da der Winkel y von zwei sicb scbneidenden Ge- 
raden dnrcb den von ParaUelen aus dem Zentrum an diesem 
gemessen wird, so liefert die XJmlegung der Ebene 0g[ um g' 
als die Plucbtlinie der Ebene des Winkels seine wabre GroBe; 


man verbindet das mit Oq umgelegte Zentrum (0) mit den 
Plucbtpunkten der Scbenkel, d. i. mit den Scbnitt- 

punkten ibrer Bilder mit Infolgedessen ist aucb der von 
{G)Q mit eingescblossene Winkel der Winkel der Geraden 
gegen die Spur s der Ebene des Winkels. Wenn man also 
die Flucbtpunkte der Geraden in der Ebene mit dem mit der 
Ebene Oq' umgelegten Zentrum (0) durcb Strablen verbindet 
und zu diesen durcb die entsprecbenden Durcbgangspunkte 
/Sj, 8^ ParaUelen ziebt, so geben diese die Lagen jener Ge- 
raden nacb tlberfiibrung in die Bildebene an. Insbesondere ent- 
spricbt diesem Gesetze gemaB jeder durcb (0) gebende Strabl 
sicb selbst. Es liegen also, weil entsprecbende Punkte die 
Scbnittpunkte von entsprecbenden Geraden sind, aucb nocb 


nacb der Zusammenlegung beider 
Systeme in eine Ebene die entspre- 
cbenden Punkte in Strablen aus 
einem Punkte (0), dem Zentrum der 
KolUneation. Zur Konstruktion nur 
nocb dies. 

Wir denken vom Zentrum 0 dei 
Projektion dieN ormale zur Bildebene 
O mit dem F uBpunkte 0^ (Fig. 43) 
und bescbreiben mit ibrer Lange 
(der Distanz) als Radius um 0^ in 
der Bildebene den Distanz-Kreis Z>; 
ist dann $ die Spur und q' die Plucbt- 



linie der Ebene eines in die Bildebene projizierten Systems, 


so erbalten wir das zugeborige Zentrum (0) der KoUineatioii 


S almon-Fiodlox, anal. Geom. d. Kegelschn. II. 7. Aud. 25 
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in dem Lot von 0^ ^ FuBpunkt indem wir 

von H' auf die Gerade M' 0^ die Hypotenuse des recLtwinkli- 
gen Dreiecks aus den Katheten O^H" und 0^0 abtragen. 

Wie vorher besckrieben, zeicLnet man nun die Figur der 
Ebene sq' (Fig. 44) in die Bildebene, indem man zu jeder Geraden 
S ^ Oder g derselben die entsprecbende Gerade g als Parallele 
zu {0)Q' durch S zieht. Die Spur s der Ebene wird die Achse 
und (0) das Zentrum der KolUneation genannt*, die Flucbt- 
linie q' die Gegenachse im Bild, und die Parallele r zu ihr^ 
die von (0) ebenso weit und im namlieben Sinne entfernt ist^ 
wie $ von q' (Nr. 412) die GegenacEse in der Umlegung oder 
im Original; diese Eat fur den tjbergang vom Original zum 

Bild die gleicEe Verwendung 
wie q fiir den^voni Bild zum 
Original. DasrecEtwinkligeKo- 
ordinatensystem im Bilde mit 
q' als x' 0 und dem NuU- 
punkt in H' entspricEt dem 
recEtwinkligen System im Ori- 
ginal mit r als a; =» 0 und dem 
JSTuUpunkt ff- die AcEsen der 
X und x' entsprecEen einander^ 
die y' und y je der unendlicE 
fernen Geraden des andern 
Systems. AucE die symmetriscE 
gleicEen' ReiEen t' und Bii- 
scEel T, T' konstruiert man 
leicEt aus derselben Umlegung. 
(S. Fig. 44.) Die GegenacEsen 
konnen in der Mitte zwischen 
KoUineationszentrum und -AcEse zusammenfallen , namlicE 
dann, wenn das Projektionszentrum 0 in der Halbierungsebene 
des DreEungswinkels zwiscEen beiden Ebenen liegt; wenn es 
in der Halbierungsebene seines Nebenwinkels liegt, so sind die 
GegenacEsen symmetriscE zur KoUineationsacEse und diese 
entEalt das KoUineationszentrum. Im ersten FaUe Eat man die 
Involution der holUnearen elenen Systeme. Aus der KoUineations- 
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achse^ der einen Gegenachse und dem umgelegten Zentmm (0) 
bestimint sicli zu dem als gegeben gedachten einen System 
das andere durcb lineare Konstruktion, zum Original das Bild 
anf gleicbe Weise nur mit der anderen Gegenacbse wie zum 
Bilde das Original. 

Wir kebren zur Winkelbestimmung zuriick. Die Bilder von 
zwei zueinander rechtwinkligen Ricbtungen im Original sind 
zwei Punkte in g', deren Verbindimgslinien mit (0) an diesem 
Punkte einen recbten Winkel bilden, oder sie sindDurchmesser- 
endpunkte eines Kreises durcb (0), also nacb der scbon in 
Nr. 18 benutzten Ausdrucks weise: Alle Paare recbtwinkliger 
Ricbtungen in der Originalebene werden abgebildet durcb die 
Paare der elliptiscben Involution in g', die von (0) aus durcb 
die Recbtwinkelinvolution projiziert wird, die also W zum 
Mittelpunkt und das Paar im Kreis aus S! durcb (0) zum 
symmetriscben Paar bat. (Distanzpunkte.) 

Und ebenso: Die Paare recbtwinkliger Ricbtungen in der 
Bildebene bgJben ibre Originale in der Gegenacbse r in den 
Paaren derjenigen elliptiscben Involution, die durcb die Recbt- 
winkelinvolution um (0) projiziert wird, die also in S ibren 
Mittelpunkt und auf dem aus H durcb (0) bescbriebenen 
Kreise ibr symmetriscbes Paar bat. 

Die letztgenannten Paare bilden die symmetriscb bar- 
moniscbe Darstellung der Entsprecbenden zu den absoluten 
Punkten der Original- bez.* der Bildebene. Da nun die Invo- 
lution der Paare recbtwinkliger Ricbtungen die Polinvolution 
des Kreises auf der unendlicb fernen Geraden ist, so bat 
notwendig def in einer koUinearen Pigur einem Kreise ent- 
sprecbende Kegelscbnitt die in der Gegenacbse seines Systems 
liegende eUiptiscbe Involution mit den Distanzpunkten als 
dem symmetriscben Paar zu seiner Polinvolution in dieser 
Gegenacbse. Und wenn Kegelscbnitte des einen Systems in 
dessen Gegenacbse dieselbe eUiptiscbe Polinvolution bestimmen, 
so entsprecben ibnen im andern System immer dann lauter 
Kreise, wenn das Zentrum der zwiscben beiden bestebenden 
KoUineation der Scbeitel der iiber jenen stebenden Recbt- 
winkelinvolution ist; die 'Wabl der KoUineationsacbse bat nur 

• 26 * 
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EinfluB auf ihre GroBe und Lage. Bs ist klar, daB damit 
die Fragen uacli der tJberfdhrung von Kegelschnitten in Kreise 
durdi Projektion voUstandig nnd in einfackster Art erledigt 
sind. (Man vergleiclie aber die elementare Behandlung der- 
selben in Nr. 41 8 f.) 

Bringen wir Original und Bild irgendwie unverandert zur 
Vereinigung in eine Ebene, so konnen nun die Elemente beider 
Systeme auf eines der beiden Pundamentalquadrupel E bez. 

E' bezogen werden. Dann unterliegen die bisker im andern 
gedeuteten Koordinaten einer linearen Transformation, die 
durcb die Lage ibres Quadrupels im gewablten System be- 
stimmt ist. Der geometriscke ProzeB zeigt so die Identitat 
des analytiscken Ausdrucks fiir Koordinatentransformation und 
allgemeine KoHineation. Haben wir, wie oben, die KoUinea- 
tion nur durck eine Drekung der gegebenen Ebenen um die 
gemeinsame Scknittlinie erzeugt, so sind die Substitutionen 
von der besonderen Art, wo ein Straklenbiisckel und eine 
Punktreihe je sick selbst entsprickt. Vgl. B. 7. , 

B, 1) Der Mittelpunkt des Bildes von einem Kegelscknitt ent- 
spiicbt dem Pol der Gegenachse r in ihm (Nr. 414). 

2) Die zentrisck koUineare Figur zu einem kreisfdrmigen Ori- 
ginal mit dem KoUineationszentrum als Mittelpunkt ist ein Kegel- 
scbnitt, der diesen Punkt zum Brennpunkt nnd die Gegenachse q 
znr entsprechenden Leitlinie hat. Auch das fdhrt direkt auf das 
Gesetz von Nr. 183. 

3) Um zwei Ereise einer Ebene in zwei Kreise zentral zu pro- 
jizieren, hat man ihre Potenzlinie als Gegenachse r der Kollineation 
zu wahlen und von ihrem Schnitt mit der Zentrale aus in dieser 
den Radius des kleinsten Orthogonalkreises beider Kreise abzu- 
tragen (Kreis tiber dem symmetrischen Paar der gemeinsamen Pol- 
involution dutch (0)), um das KoUineationszentrum zu erhalten. 
Die Wahl der andem Gegenachse q oder der Aohse s (parallel r) 
liefert entsprechende Kreise fur aUe Kreise des Btisehels, das die zwei 
gegebenen bestimmen. Man schneidet ihre Radien leicht in s ab. 

4) Zu einer gewahlten ZentralkoUineation gehoren immer un- 
endlich viele Zentralprojektionen: Ihre Projektionszentren 0 liegen 
auf dem Kreise, der in der Normalebene durch (0) zu r aus JEL be- 
schrieben wird. 

5) Wenn unter den drei Geradenpaaren eines Kegelschnitt- 
biischels (Nr. 261 f.) nur ein reelles ist, so sind entweder die in 
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ibnen liegenden, alien Kegelscbnitten gemeinsamen Polinvolutionen 
beide elliptiscb oder eine von ibnen ist byperboliscb, Im ersten 
Falle sind beide Gegenacbsen fiir die Oberfubrung des Kegelscbnitt- 
biiscbels in Kreisbtiscbel verwendbar nnd der Gesamtort der zugd- 
bdrigen Projektionszentra bestebt aus den zwei Kreisen in ibren 
Kormalebenen mit den balben Distanzen ibrer symmetriscben Paare 
als Eadien, nsw. ein bestimmtes Zentnim 0 ist die Bildebene 
parallel zur Ebene Or. 

6) Die dreifacb unendlicb vielen Kegelscbnitte, die auf einer 
Geraden r dieselbe elliptiscbe Polinvolution bestimmen (nnd deren 
jeder dnrcb drei seiner Punkte bestinmit werden kann), liefem als 
entsprecbend alle Kreise der Bildebene — je durcb die entsprecben- 
den der drei Punkte. 

7) Nimmt man den Nullpnnkt von recbtwinkligen Koordi* 
naten als KoUineationszentrum (0), x=^ a als Acbse (Spur) nnd 
>35 » b als Plucbtlinie 2', so gibt die Ansfubmng der Konstmktion 
des Textes die Gleicbnngen 

_ (b — a)x _ {h — a)y 

Das entsprecbende Koordinatendreieck der Projektion, in dem die 
bomogenen Koordinaten die Werte fix \ (ly \ baben, ist gebildet 
ansa — 5|0; 0|oo; 0|0 (Streifenkoordinaten Nr. 88). 

Ptir a = 2 b bat man die involutoriscbe Kollineation, far a 0 
ibre entgegengesetzte Umlegnng. 

417. Kegel zweiten Grades. Alle Projektionen eines 
Kreises ans einem nicbt seiner Ebene angeh5rigen Zentnim 
sind nacb Nr. 413 Kurven zweiten Grades. Man nennt daber 
Kegel aber kreisformiger Basis selbst Kegel zweiten Grades. 
Die Untersncbnng der'ebenen Qnerscbnitte solcber Kegel ist 
nacb dem Yorbergebenden identiscb mit der Tbeorie der zn 
Kreisen koUinearen Kurven. Es soli bier ans der raumbcben 
Auffassnng die elementare Definition dieser Qnerscbnitte ab- 
geleitet nnd damit die Bezeicbnung der Kurven zweiten Grades 
als Kegelschnitte direkt begrandet werden. 

Man pflegt einen Kreiskegel femer gerade oder schief zn 
nennen, je nacbdem die Yerbindnngsgerade seiner Spitze mit 
dem Mittelpunkt des Basiskreises auf dessen Ebene senkrecbt 
ist oder nicbt: Acbse des Rotationskegels im ersten Fall. Da 
die Yorstellnng des geraden Kreiskegels die einfacbexe ist, so 
ist es zweckmaBig, von ibm anszugeben. Jedocb stimmt die 
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Untersucliuiig der Schnitte des schiefen Kegels mit derjenigen 
der Schnitte des geraden Kegels vollig uberein. 

Die Schnitte eines jeden Kegels mit parallelen Ebenen 
sind ahnliche Kurven. Denn wenn wir in der Ebene der einen 
Knrve einen Pnnkt A und in der Ebene der andem Knrve 
den entsprechenden Pnnkt a auf OA annehmen, und von ihnen 
nach irgend zwei entsprechenden Kurvenpunkten £j b Vektorea 
ziehen, so folgt aus den ahnlichen Dreiecken OAB und Oab 
die Verhaltnisgleichheit OA : Oa = AB : ah, Weil also jeder 
Vektor der einen Kurve zu dem entsprechenden Vektor der 
andern in dem namlichen konstanten Verhaltnis OA: Oa steht 
und die entsprechenden Winkel hbereinstimiaen, so sind die 
beiden Kurven ahnl^ich (Nr. 227). Insbesondere wird jeder Kreis- 
fcegel durch eine Ebene, die seiner Basis parallel ist, in einem 
Kreise geschnitien. Wir denken nur die entsprechenden 
Punkte A, a als die Mittelpunkte der beiden Kurven. 

Allgemeiner erkennen wir aber nach denselben tlber- 
legungen, da^ die ZentralprojeUion ebener Figmren auf pa/iraTlele 
Ebenen ahnliche Figuren liefert. Da alsdann Spur und Plucht- 
linie unendlich fern sind, so ist unter Umlegung der einen 
Ebene in die andere eine Parallelverschiebung zu verstehen, 
bei der alle Punkte Normalen der Ebene beschreiben. Man 
kommt so auf die Ahnlichkeit in ’ahnlicher Lage als Sonder- 
fall der ZentralkoUineation. 

418. Die ebenen SchniUe eines KreisTzegels sind — von Ge- 
radeivpaarm abgesehen — mtweder Ellipsen oder Eyperbeln Oder 
Parabeln. Im Falle des geraden Kegels lege man durch die 
Achse OG eine Ebene OAB senkrecht zur Schnittebene 
und betrachte OAB als die Ebene der Zeichnung. Die Schnitt- 
ebene sowohlwie dieBasisebene ASB ist dann rechtwinklig zur 
Ebene der Zeichnung, ebenso die Gerade BS, in der sich jene 
beiden Ebenen schneiden. Wir setzen alsdann zuerst voraus, da6 
die Gerade JfiV, in der die Schnittebene die Ebene OAB schnei- 
det, den beiden Seitenlinien OA und OB des Kegels auf der- 
selben Seite des Scheitels 0 begegnet, wie Pigur 45 es angibt. 

Durch irgend einen Punkt s der Schnittkurve legen wir 
eine zur Basis parallele Ebene und erhalten dadurch f(ir das 
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^Quadrat der Ordinaten BS und rsr der Kreise A SB und asi 
die Ausdriicke BS^=^ AB * BB und ar • ri, Wenn man 
aber die ahnliclien Dreiecke ABM und 
wMj BBN und IrN betracktet, so 
folgt 

AB^BBiMB^BN^ar^rliMr^rN; 

also 

rs^^MB- BN: Mr • rN, 

Das Quadrat einer beliebigen Ordi- 
nate rs der Scbnittkurve MSsN steht 
also zu dem Recbteck aus den von ibr in 
der Geraden MN bestimmten Abschnit- 
ten in dem konstanten positiven Ver- 
kaltnis BS^ : MB * BN, Nacb Nr. 151 ist der betrachtete 
Kegelscbnitt eine Ellipse, die MN zur Hauptacbse hat, und 
deren kleine Achse sich aus der Bemerkung bestimmt, daB 
ihr Quadrat zaMN^ im Verhaltnis BS^ : MB • BN stehen muB 
Die Tatsache, daB das Verhaltnis : Nr • rM konstant, 
etwa gleich ist, fuhrt sofort zur Scheitelgleichung der Ellipse, 
Denken wir uns namlich in der Schnittebene MSsN ein Ko- 
ordinatensystem mit NM als Abszissenachse, einer durch N 
rechtwinklig zu NM gezogenen Geraden als Ordinatenachse, 
so ist Nr — iT, = y, Setzt man ferner 
NM^ 2a, so folgt rM=-2a — 0 (;, und aus 
rs^ : Nr • rM *= geht ‘ = x{2a — x)oc^ 

hervor oder auch y^^2px — ^ o^, wenn man 
2a'K^ durch 2p ersetzt. Vgl. Nr. 192. 

Wir nehmen zweitens an, eine der, bei- 
den Seiten OA und OB, etwa OA, werde 
von der Geraden MN erst in der Verlange- 
rung geschnitten (Fig. 46). Der vorige Be- 
weis bleibt voUig unverandert' nur in dem 
JEndergebnis tritt die Veranderung ein, daB 
nun das konstante Verhaltnis zwischen dem 
Quadrat der Ordinate rs und dem Rechteck 
Mr • rN aus den Abschnitten stattfindet, 
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Teilpunkt in der Strecke MN bestimmt. Die Sclinittkui’ve 
ist in diesem Falle eine aus den beiden Zweigen Ns 8 und 
Ms'S' bestehende Hyperbel mit der Hauptachse MN = 2 a. 

Ftibrt man bier das entsprechende Koordinatensystem 
ein wie im zuvor betracbteten Falle, so ist Nr « a?, rs ^ y^. 
Mr 2a + X] da ferner Mr nnd rN entgegengesetzte Rich- 
tnng haben, ist das Verhaltnis rs^: Mr • rN mm negative 
etwa gleich — also r~s^: Mr • Nr = + nnd man erMlt 

y^^x{2a + 2px + Vgl. Nr. 192. 

Wenn drittens die Grerade MN zu einer der Seiten 
parallel ist (Fig. 47), so steht, wegen AB = ar und BB : rb 



Fig. 47. 


=« NB : Nry das mit dem Rechteck ar • rb 
gleicbe Quadrat der Ordinate rs zu der Ab- 
szisse Nr in dem konstanten Verhaltnis 
B8^ : NB Oder AB • BB : NB. Demnach 
ist die Schnittkurve in diesem Falle eine^ 

Setzt man das konstante Verhaltnis 
r $^ : Nr gleich 2p, so ist bei demselben Ko- 
ordinatensystem wie zuvor rs = y, Nr =*= 
man erhalt 2px. Vgl. Nr. 198. 


Man erkenut die Parabel deutlich als den Grenzfall zwi- 


schen Ellipse und Hyperbel, wenn man die Schnittebene sich 
etwa urn die zu OB senkrechte Scheiteltangente drehen lafit. 
Die Lagen der Schnittebene fiir Hyperbel, Ellipse, Parabel 
konnen dadurch charakterisiert werden, daB die paraUele Ebeno 
durch die Spitze des Kegels diesen in reellen oder imaginaren 
Geraden schneidet oder langs einer. Seitenlinie beriihrt. 

419. Schnitte des schiefen Kreiskegels. Die Ebene der 
Zeichnung sei durch die Spitze des Kegels 0 und den Mittel- 
punkt C des Basiskreises senkrecht zu dessen Ebene gelegt 
(Fig. 48); QS sei die Schnittlmie der Schnittebene mit der* 
Ebene des Kreises AQSB. Femer sei LK der die Sehne QS 
halbierende Durchm'esser und MN die Gerade, die die durch 
ihn und die Kegelspitze gelegte Ebene mit der Schnittebene^ 
gemeinsam hat. 
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Nun entwickelt sicli der Beweis ganz wie vorlier: das 
Quadrat der Ordinate BS ist dem RecLteck LB • BK gleich^ 
und wenn wir wieder eine zur Basis 
parallele Ebene einfuhren, so ist das 
Quadrat der ihr angeborigen Ordinate rs 
gleicb dem entsprechenden Recbteck 
Ir -rh Wir beweisen sodann aus den 
abnlichen Dreiecken KBM, JcrM und 
LBN, IrN in der Ebene OLK, ebenso 
wie im Falle des geraden Kegels, dafi 
das Verhaltnis der Quadrate BS ^ : rs^ 
dem Verhaltnis der Rechtecke gleich 
ist, die aus den durch den Fufipunkt 
der Ordinate bestimmten Abschnitten Ton MN gebiidet 
werden. Demnach ist die Schnittkurve ein Kegelschnitt, fiir 
den MN der die Sehne QS halbierende Durchmesser ist, 
und zwar eine Ellipse, wenn MN die Geraden OL und OK 
auf derselben Seite der Kegelspitze sehneidet; eine Hyperbely 
wenn diese Schnittpunkte auf verschiedenen Seiten der Spitze 
liegen, und eine Parabel, wenn einer derselben unendlich 
fern ist. 

Die in dem Beweise gemachte’ Voraussetzung, dafi der 
Basiskreis reelle Punkte mit der Schnittkurve gemein habe, 
ist in jedem Falle statthaft, weil jeder Kreis, den irgend eine- 
der Basis parallele Ebene in der Kegelflache bestimmt, ala 
Basis betrachtet werden kann. 

AuBer diesen Ea*eisen gibt es aber in jedem schiefm 
Kreiskegel eine meite Beihe von untereinander parcdlelen Kreis-- 
scImiUett. Denken wir uns namlich eine Schnittebene um die 
Normale der Zeichnungsebene in C gedreht, so kommt sie in 
eine zweite Lage, in der das zwischen OA, OB enthaltene 
Stuck A'K ihrer Spur dieselbe Lange AB annimmt. Der 
von ihr dann ausgeschnittene Kegelschnitt hat zwei gleich 
lange zueinander rechtwinklige Durchmesser, ist somit ein 
Kreis, ebenso sind alle parallelen Querschnitte Kreise, 

420. Wenn ein KreisschniU des Kegels von einer Ebene 
in der Geraden Q8 gescJinitten wird, so' legegnen der m QS 
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konjugierie Durchmesser in diesem Querschnitt und im Kreise 
^ick mit QS in demselbm FunUe. Schneidet Q8 den Kreis 
reell, so ist der Satz emleuchtend und konnte anf den Fall 
ausgedelint werden, wo QS nickt in reellen Punkten scbneidet. 
Direkt wird bewiesen, da6 der Durchmesser dfy der die zu 
gs parallelen Sehnen eines beliebigen Kreisschnittes halbiert, 
einen Durchmesser BF zur Projektion hat, der die gleich- 
gerichteten Sehnen eines parallelen Schnittes halbiert (Nr. 417). 
Der Ort der Mittelpunkte aller zu gs oder QS parallelen 
Sehnen des Fegels ist die Ebene Odf\ der zu QS in irgend 
einem Schnitte konjugierte Durchmesser ist daher die Schnitt- 
linie der Ebene Odf mit der Ebene dieses Schnittes und geht 
durch den Punkt iJ, in dem QS die Ebene Odf schneidet. 

Wenn in demselbm FaUe die zu QF, im Kreise und im 
<indem Schnitte Jconjugierten Durchmesser in Teile BD, BF; 
Bg, BTc geschnitten werden (Fig. 49), so verhalien sich die . 
BechtecTce BB • BF und gB • Bh wie die Quadrate des zu 
QS parallelen und des Jconjugierten Burchmessers des Schnittes. 

Dies erkennt man sofort, wenn gs den 
Kreis in reellen Punkten trifft; denn 
alsdann ist rs^=^ dr • rf. Fur den all- 
gemeinen Fall ist aber bewiesen, daB 
die Geraden glc, df, Bf in einer die 
Spitze des Kegels enthaltenden Ebene 
liegen; daher sind die Punkte d, B 
Projektionen von g und liegen mit g in 
einer durch die Spitze gehenden Ge- 
raden. Wie in Nr. 419 folgt daher aus 
ahnlichen Dreiecken dr • rfi BB • BF gr -rfc : gB • BTc\ 
und weil dr • rf und gr • rTc den Quadraten der parallelen 
Halbdurchmesser proportional sind, so stehen auch BB • BF 
und gB • BTc in demselben Verhaltnis. Dieser Satz gestattet, 
fur'den Schnitt gsTcg und die Gerade QS das Produkt BB*BF 
Oder das Quadrat der durch B gehenden Tangente des Kreis- 
schnittes zu bestimmen, dessen Ebene durch QS geht. 

421. Jeder KegelschniU fcann in dnen Kreis prqjiziert 
werdm, wie jede Kxeisprojektion ein Kegelschnitt ist. Wir 
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konnen dafur auch sagen: Jeder Kegd zweiten Grades ist ein 
KreisTcegel, Wenn man dnrcli die Spitze des Kegels parallel 
zm* Ebene des Basiskreises eine Ebene' legt, die die Scbnitt- 
ebene gsicq in der Geraden TL scbneidet, so folgt als ein 
besonderer Fall des Vorigen, dafi gL • LT^ : OL^ gleicb dem 
Verbaltnis der Quadrate zweier bekannten Durchmesser des 
Schnittes ist. Somit ist es eine unbestimmte Aufgabe, zu 
«inem gegebenen Kegelscbnitt Tc und einer Geraden TL seiner 
Ebene die Spitze 0 eines Kegels, der h zur Leitknrve hat, so 
zn bestimmen, daB der von einer zu OTL parallelen Ebene 
in ihm bestimmte Schnitt ein Kreis sei. Denn wenn wir den 
zu, der Geraden TL konjugierten Durchmesser der Schnitt- 
kurve ziehen, so ist die Entfemung OL des Punktes L von 
der Spitze des Kegels durch das Vorhergehende bestimmt; 
und OL ist in der Normalen aus 0 zu TL zu messen, weil 
OL dem zu TL rechtwinkligen Durchmesser eines Kreises 
parallel sein muB. Die Spitze 0 kann demnach in jedem 
Punkte eines gewissen urn L in einer zu TL senkrechten 
Ebene beschriebenen Kreises genommen werden. 

Ein Kegelschnitt Tcann immer in der Art in einen 'Kreis 
projiziert werden^ dafi eine in seiner Elene lelielig gewdUte 
Gerade TL, die ihn nicht schneidet, in tinendliche Entfernung 
projmert wird. Man hat dazu die Spitze 0 des projizierenden 
Kegels nur auf dem oben bestimmten Kreise zu wahlen, und 
ii’gend eine der zur Ebene OTL parallelen Ebenen als Pro- 
jektionsebene zu nehmen. Statt dessen kann man auch sagen: 
Jeden Kegelschnitt Tmnn man so in einen Kreis projmeren, 
dafi der Mitteljpunkt des Kreises die Projektion eines beliebigen 
Pmktes im Innern des Kegelschnittes ist Denn ^ wir haben 
nur die Polare jenes Punktes in unendliehe Entfemung zu 
projizieren, 

422. Brennpunkte und Leitlinien lassen sich sehr ein- 
fach an die Betrachtung der Schnitte des geraden Kegek 
anbnupfen,^^®) Man kaim in jeden geraden Kegel zwei Kugeln 
- rso einschreiben (Pig. 50), daB sie zugleich die Schnittebene 
beruhren: die Beriihrungspunkte sind die Brennpunkte F,F' 
•der Schnittkurve, und jedem entspricht als Leitlinie der Schnitt- 
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kurye die Gerade, in der die Ebene des Berubrungskreises^ 
der zngehorigen Engel und des Kegels die Scbnittebene triflffc* 
0 ^ Denn wenn man einen beliebigen Punkt P 
der Scbnittkurre mit der Spitze des Kegels 
dnrcli eine Gerade yerbindet und die Schnitt- 
punkte derselben mit den Ebenen der Be- 
riibrungspunkte durcb P, d bezeichnet, so 
bat man zwiscben den Tangentenlangen der 
/f ^ K KugelndieBeziebungenPP = PP,Pt? = PP'^ 
V J demnacb fiir eine Ellipse PP+PP' = P(^^ 

und diese konstante Lange stimmt mit der 
groBen Acbse MN der Scbnittkurye iiberein. Piir den byper- 
boliscben Scbnitt befindet sicb offenbar in jeder KegeloflBnung 
eine Beriibrungskugel auf derselben Seite der Ebene. Der 
Punkt By in dem sicb die Geraden FF' und AB bei ge- 
niigender Verlangerung scbneiden, ist ein Punkt der Polare 
des Brennpunktes F, weil die Polare yon It in bezug auf 
den Kreis AFB zugleicb ibm in bezug auf die Tangenten 
OAy OB barmoniscb konjugiert ist. 


Der Ort der Scheitel aller geraden Kreiskegel, aus denen 
erne gegelene Ellipse (Hyperhel, Paralel) geschnitten werden 
kann, ist eine Hyperbel (Ellipse, Paralel) in einer mr Schnitih 
elene normalen Ebene, die die Brennpunkte der Ellipse (Hyperbel,, 
Paralel) m Scheiteln und ihre Scheitel su BrennpuyiTden hat 
Denn die DifFerenz yon MO und JVO ist konstant, da sic 
gleicb MF' — NF' ist*) usw. 


*} Mit Hilfe dieses Prinzips konnen Eigenschaffcen der am Brenu- 
punkte eines Kegelschnittes gespannten Winkel aus den Eigenschaften 
von KugelkrSsen abgeleitet werden. Man weiB z. B., daB fiir einen 
festen Punkt P in der Kugeloberflacbe und einen beliebigen festen 
Kreis auf der Kugel die Beziebung tg^^P- tgiJ?P== konst, beateht^ 
wenn A und B die Schnittpunkte dieses Kreises mit einem durcb den 
Punkt P gebenden grdfiten Kreise der Kugel bezeicbnen. 

Nebmen wir nun einen Kegel, dessen Basis der erste Kreis und 
dessen Spitze der Mittelpunkt der Kugel ist, und denken ibn durcb 
eine beliebige Ebene gescbnitten, so erbalten wir, den Satz: Wenn man 
durcb einen Punkt p in der Ebene eines Kegelscbnittes eine Gerade 
ziebt, die-diesen in den Punkten a, b scbneidet, so ist das Produkt 
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B. l) Der Parameter p der Scimittkurve ist konstant, so lange 
der Abstand ibrer Ebene von der Kegelspitze derselbe bleibt, nSm- 
licb gleicb dem Produkt aus dem Abstand in die Tangente des 
balben Offnungswinkels. 

2) Man kann aus gegebenem Zentrum jeden Punkt in der 
Ebene eines Kreises in einen Brennpunkt der Projektion desselben 
projizieren. 

* 423. Kontimiitatsprinzip. KegdscTiniUbUschel Jconnen in 

Kreisbuschel projisiert werden, zunacbst alle solche, die niclit , 
lauter reelle Scbnittpunkte haben. Denn wenn wir einen der 
Kegelscbnitte so in einen Kreis projizieren, daB eine seiner 
idealen Schnittsebnen mit dem andern in unendlicbe Bnt- 
fernung projiziert wird (Nr. 420), so mttssen die Projektionen 
der iibrigen Kegelscbnitte aucb Kreise werden, weil sie mit 
dem ersten die unendbcb fernen Punkte gemein baben. Ins- 
lesondere Icdnnen DoppelheruhrungsbUschel in Bilschel konzen- 
trisclier Kreise projiziert werden. Ist die Bertibrung imaginar, 
so projiziert man sie so ^in Kreise, dafi die Beriibrungssebne 
in unendlicbe Entfernung fallt. (Nr. 259.) 

Mit Hilfe solcber Projektionen gelangt man, sofern sie 
als reell vorausgesetzt werden, von jeder Eigenscbaft eines 
Kreisbiiscbels zur entsprecbenden Eigenscbaft eines Kegel- 
scbnittbiiscbels, das zwei imaginare Grundpunkte bat. Nacb- 
dem aber die Zentralprojektion als mit der ZentralkoUineation 
identiscb erkannt worden ist (Nr. 416), iibertragt sicb die 
AUgemeinbeit der analytiscben Metbode au£ di.e Ergebnisse 
der Metbode der Projektionen. Zwar baben wir nur reelle 
Substitutionen wirklicb untersucbt, aber alle algebraiscben 
Operationen und Projektionen milssen eintreten, sobald einem 
einzigen reellen Elements ein einziges imaginares entspricbt; 
sie konnen aber so bescbaflfen sein, daB nur gewissen reellen 
Punkten wiederum reelle entsprecben. 

der Tangenten von den Halffeen der Winkel, die ap, bp an der Spitze 
des Kegels spannen, konstant. Da nun diese Eigenschaffc fur die Spitze 
jedes geraden Kegels gelten muB, aus dem der gedaobte Kegelscbnitt 
gesohnitten werden kann, und da sein Brennpunkt ein Punkt in dem 
Orte dieser Spitzen ist, so erbalt man fiir den Brennpunkt die Be- 
ziebung tg ^afp * tg ^bfp = konst. (Ygl. Nr. 194, 7.) 
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So wie die analytischen Prozesse, durcli die die Eigen- 
schaften der durcli Grleicliungen vou der Form f(x, y) — TcLM = 0 
Oder fix, y) — TcL^ =* 0, usw. dargestellten Kurven erkannt wer- 
den, ungeandert bleiben, ob man voraussetzt, daB die Geraden 
If = 0, Jf =*= 0 den Kegelscbnitt fix, y) = 0 in reellen oder 
imaginaren Punkten scbneiden, so ist es nach der erwahnten 
Identitat gestattet, den durch Zentralprojektion gewonnenen^ 
Satzen Allgemeinheit zuzusckreiben. Denn Eigenscbaften von 
Kegelschnittbiiscbeln mit einer idealen Sobnittsebne konnen 
unmoglich durcb allgemeine Gleicbungen ausgedriickt werden, 
ohne daB diese sie zugleicb fur Biischel mit reellen Grund- 
punkten beweisen. Dies zu iibersehen ist mit Hilfe der Algebra 
meist leicbter, als mit den Mitteln der reinen Geometric. In 
der Unalhmgigkeit der dlgebraischen Pro^esse von der TJnter- 
scheidmg mischen reellen and Icomjplexen Graven heruht die 
Berechtigmg des Prinzips der Kontinuitat, nach dem Eigen- 
schaften einer Figur, die lei der Eealitdt gewisser in ihnm 
cmftretender Elemente lewiesen sind, auf den Fall der Nicht- 
realitdt dieser Elemente ausgedehnt werden.'^*‘^) 

Es siud Beispiele fiir die Anweiidung des Prinzips, wenn 
man den Satz von Nr. 220, 4 als eine allgemeine Eigenschaft 
der Kegelscbnitte so ausspricbt: Durcb einen Punkt in der 
Peripherie eines Kegelschnittes und durch zwei beliebige 
Punkte seiner Ebene lassen sich immer drei Kegelscbnitte 
legen, die mit dem gegebenen eine Beruhrung zweiter Ord- 
nung haben, und die Beriihrungspunkte liegen mit den drei 
angenommenen Punkten in einem Kegelscbnitt; oder, wenn der 
Satz von Nr. 116 zu dem Satze von Nr. 267 erweitert wird 
(vgl. Nr. 272); oder, wenn an SteUe eines mit einem Kegel- 
scbnitt verbundenen Punktes ein Kegelscbnitt tritt, der mit dem 
gegebenen in doppelter Beruhrung ist (vgl Nr. 193, i; Nr. 297); 
oder an SteUe der Brennpunkte eines Kegelschnittes ein kon- 
fokaler Kegelscbnitt (wie Nr, 229 gegen Nr. 187); oder, wenn 
wir die Erzeugung einer Kurve dritter Ordnung aus zwei 
projektiven involutoriscben Biiscbeln mit sich selbst entspre- 
cbendem Scbeitelstrabl aUgemein aussprecben, auf Grund von 
Nr. 300, 8; usw. (Vgl, besonders aucb die Kap. XIX und XX.) 
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424. Kegelsclmitts- und Ereiseigensoliaften. Wir geben 
nnn Beispiele zu der Art und Weise, wie Eigenscbaften der 
Kegelschnitte aus denen des Kreises oder axis anderen be- 
sonderen Eigenschaften der Kegelschnitte zentralprojektiv ab- 
’ geleitet werden konnen 

B. l) Jede durch einen festen Punkt gezogene Gerade wird 
von einem Kegelschnitt iind von seiner in bezug anf diesen ge- 
nommenen Polare harmonisch geteilt; die Tangenten in den Schnitt- 
punkten schneiden sich auf der Polare. 

Es reicht bin, zu bemerken, daB diese Eigenschaft ebenso wie 
ihre Eeziproke projektive Eigenscbaften sind, und daB sie for den 
® Kreis Giiltigkeit haben; infolgedessen sind sie notwendig fur alle 

Kegelschnitte wahr. Alle Eigenscbaften der Kreise, die von der 
Theorie der Pole und Polaren abhangen, gelten fiir Kegelschnitte 
uberhaupt. 

2) Die Eigenscbaften der Punkte und Tangenten eines Kegel- 
^ schnittes, die sich auf die Gleicbbeit von Doppelverbaltnissen be- 

j ziehen, sind projektiver Natur; sie gelten fiir alle Kegelschnitte^ 

f wenn sie for den Eh-eis bewiesen sind. Alle Eigenscbaften des 

I Kreises, die aus gleichen Doppelverbaltnissen hervorgehen, sind 

gleichmaBig fiir alle Kegelschnitte wahr. Die Satze von Pascal und 
’ JBrianclion beispielsweise brauchen nur fiir den Kreis bewiesen zu 

j werden, urn allgemein giiltig zu sein; die Pascalsche Gerade wird 

j in unendlicbe Entfernung, der Brianchonsche Punkt als Mittelpunkt 

j des Kreises projiziert, in den man den gegebenen Kegelschnitt iiber- 

I fiihrt. Beide Satze nehmen eine so elementare Gestalt an, daB sie 

I des Beweises kaum noch bedurfen: Wenn in einem dem Kreise ein- 

! geschriebenen Sechseck zwei Paare gegeniiberliegender Seiten par- 

allel sind, so sind es auch die dritten; wenn in einem dem Kreise 
\ umgeschriebenen Sechsseit zwei Paare von Gegenecken in je einem^ 

I Durchmesser liegen, so ist dies auch fur das dritte Paar der FalL 

I 3) Der Satz von Carnot (Nr. 314) ist eine projektive Eigen- 

I schaft und braucht nur fur den Fall des Kreises bewiesen zu 

j werden, in dem er deshalb sofort als richtig erkannt wird, weil 

• A^B^ = Aj Eg • AjEg', usw. (Nr. 401.) Der Satz gilt eben- 
; so und wird in derselben Art bewiesen fur ein beliebiges Yieleck. 

5 4) Umgekehrt konnen aus diesem CarnotscJien SaUe die Satze 

von Nr. 160 leicht abgeleitet werden; denn wenn wir den Punkt A^ 
in Gleichung (35) von Nr. 314 in unendlicher Entfernung voraus- 
* setzen, so ist 

A^ B^ • A-^ B^ ; A^ B^ • A^ B^ — 2 * -^2 * -^2 * *4® -^s 

unter der Yoraussetzung, dafi die Gerade A ^B^ parallel ist^ 
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5) In zwei konzentriscken Kreisen wird jede Sehne des einen, 
die den andern beruhrt, im Beriihrungsptinkte halbiert. — In zwei 
Kegelscbnitten, die eine doppelte Beriibrung miteinander baben, 
wird jede Sebne des einen, die den andern beriibrt, im Bertibrungsr 
punkt Tind im Scbnittpunkt mit der Beriibrungssebne barmonisch 
geteilt (Nr. 289, 7). Das Beispiel Nr. 226, 2 ist ein besonderer Fall 
dieses Satzes. 

6) Wenn drei konzentriscbe Kreise gegeben sind, so wird jede 
Tangente des einen von den beiden andern in Punkten gescbnitten, 
deren Doppelverbaltnis konstant ist. — Wenn drei Kegelscbnitte 
einander in den namlicben beiden Punkten >^berabren, so ‘wird jede 
Tangente des einen von den andern beiden in vier Punkten ge- 
schnitten, deren Doppelverbaltnis konstant ist. 

Der erste Satz ist wegen der TJnveranderlicbkeit der vier Abr 
acbnitte einlencbtend, der zweite kann als eine Erweiterung der 
projektiven Teilung der Tangenten eines Kegelscbnittes betracbtet 
werden. In derselben Weise kSnnen die Satze von Nr. 296 in bezug 
auf Doppelverbaltnisse in Kegelscbnitten, die sicb doppelt beriibren, 
unmittelbar bewiesen werden, indem man die Kegelscbnitte als 
konzentriscbe Kreise projiziert. 

7) Wenn ein Dreieck einem Kegelscbnitt eingescbri^en ist 
und zwei seiner Seiten durcb feste Punkte geben, so soli man die 
B[fllllmrve der dritten Seite bestimmen. (Nr. 297, 4.) 

Wenn wir die Yerbindungsgerade der festen Punkte in un- 
endlicbe Entfernung und zugleicb den Kegelscbnitt in einen Breis 
projizieren, so verwandelt sicb die Aufgabe in diese: Ein Dreieck 
ist einem &eise eingescbrieben, und zwei seiner Seiten sind festen 
Oeraden parallel; man soil die Htillkurve der dritten Seite bestim- 
men. Diese Kurve ist ein konzentriscber Kreis, weil der Winkel an 
der Spitze des Dreiecks gegeben ist, und die Htillkurve ist dem- 
nacb im allgemeinen Fall ein Kegelscbnitt, der mit dern gegebenen 
eine doppelte Beriibrung in den beiden Punkten bat, die in der 
Yerbindungsgeraden der gegebenen Punkte liegen. 

8) Die projektiven Eigenscbaften des in einen Kegelscbnitt 
eingescbriebenen Yierecks zu untersucben (vgl. Nr. 414). 

Nacb den gegebenen allgemeinen Entwdckelungen kann der 
Kegelscbnitt in einen Kreis und zugleicb das Yiereck in ein Eecbt- 
eck projiziert werden. Fiir ein in einen Kreis eingescbriebenes Eecbt- 
eck ist der eine Diagonalpunkt im Mittelpunkt des Kieises; dem- 
nacb ist der eine Diagonalpunkt des in einen Kegelscbnitt einge- 
scbriebenen Yierecks der Pol der Geraden, die die beiden andern 
verbindet. Fiir das dem Kreis eingescbriebene Eecbteck liefern die 
in seinen Eckpunkten an den Kreis gelegten Tangenten einen Ebom- 
bus, dessenDiagonalenmit den Diagonalen des Eecbtecks zusammen- 
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fallen. Zwei von diesen zusammengefallenen Diagonalea llegen im 
Endlichen, das dritte Paar ist im Unendlichen. Infolgedessen fallen 
allgemein die Diagonalen des in einen Kegelsohnitt eingeschriebenen 
Vierecks nnd des entspreebenden umgeschriebenen Vierseits zusam- 
men. (Vgl. Nr. 414 SchluB, Nr. 66 and 276, 6.) 

9) Wean vier Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, so 
ist der Ort seines Mittelpunktes ein Kegelscbnitt, der durch die 
Mittelpunkte der Seiten des gegebenen Vierecks hindorcbgebt. — 
Wenn vier Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, so ist der 
Ort des Pols einer festen Geraden ein Kegelscbnitt, der zu den 
Endpunkten jeder Seite und dem Sebnittpunkt der gegebenen Geraden 
mit derseiben in ibr den vierten barmoniseben Punkb bestimmt. 
(Vgl. Nr. 365.) 

10) Der Ort der Punkte, in denen alle parallelen Sebnen eines 
Kreises in einem gegebenen Verbaltnis geteilt werden, ist^ eine 
Ellipse, die mit dem Kreise eine doppelte Berdbrung bat. (Nr. 158.) 
Wenn man durcb einen festen Punkt 0 eine Gerade ziebt, die mit 
einem festen Kegelscbnitt die Punkte J., B gem in bat, und in ibr 
einen Punkt P so wablt, daB das D op pel verbaltnis der vier Punkte 
0, -4, P, P unverlindeiiieb ist, so ist der Ort des Punktes P ein 
Kegelscbnitt, der mit dem gegebenen eine doppelte Berubrung bat. 

425. Mit Hilfe der allgemeinen Definition der Brenn- 
puntte (Nr. 181) konnen Eigensebaften derseiben projizierend 
auf ibren allgemeinen Ausdruck gebraebt werden. Hier ist 
aber stets eine iniaginare Projektion oder, statt derseiben, 
nach einer reellen Projektion das Kontinuitatsprinzip von 
Nr, 423 in Anwendung zu bringen. 

B. 1) Wenn ein Kreis zwei gegebene Kreise stets berubrt, so 
ist der Ort seines Mittelpunktes ein Kegelscbnitt, der die Mittelpunkte 
der gegebenen Kreise zu Brennpunkten bat (Nr. 195). — Wenn ein 
Kegelscbnitt durcb zwei feste Punkte A, B gebt und zweifeste Kegel- 
sebnitte stets berubrt, die aucb durcb A und B geben, so ist der 
Ort des Pols der Geraden AB ein Kegelscbnitt. Dieser ist dem 
Vierseit eingesebrieben, das von den Verbindungsgeraden der ge- 
gebenen Punkte A, B mit den in bezug auf die beiden gegebenen 
Kegelscbnitte genommenen Polen der Geraden AB gebildet wird. 

Hier koinmen gleichzeitig die folgenden versebiedenen Prin- 
zipien zur Anwendung: daB alle Kreise durcb zwei feste Punkte in 
imendlicber Entfemung geben; daB der Mittelpunkt der Pol derVer- 
bindungslinie dieser festen Punkte ist; daB der Brennpunkt als der 
Sebnittpunkt der von ibnen ausgebenden Tangenten der Kurve be- 
traebtet werden muB; und daB wir zur Ausdebnung unserer ScblUsse 
von imaginaren auf reelle Punkte bereebtigt sind. 

Salmou-iE'iedlerj anal Geom. d. KegeUcbii. II. 7. Aufl, 26 
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2) Wenn von einem Kegelschnitt ein Brennpnnkt und zwei 
Ptinkte der Peripkerie gegeben sind, so liegt der Schnittpunkt der 
in diesen Punkten an ihn gezogenen Tangenten in einer festen 6e- 
raden (Nr. 190). — Wenn zwei Tangenten und zwei Punkte eines 
Kegelschnittes gegeben sind, so liegt der Schnittpunkt der in diesen 
Punkten an ihn zu ziehenden Tangenten in einer festen Geraden. 

3) Wenn ein Brennpunkt und zwei Tangenten eines Kegel- 
schnittes gegeben sind, so ist der Ort seines andern Brennpunktes 
eine Gerade. (Nach Nr, 188.) — Wenn vier Tangenten und in 
zweien derselben je ein fester Punkt (A bez. B) gegeben sind, so 
ist der Ort des Scbnittpunktes der Tangenten, die man von A und B 
an die einzelnen dem Tangentenvierseit eingescbriebenen Kegel- 
scbnitte legen kann, eine Gerade. 

Denn jeder der zwei unendlicb femen Kreispunkte liegt in 
einer der vom ersten Brennpunkt ausgebenden Tangenten, und die 
von diesen Kreispunkten ausgebenden beiden andern Tangenten des 
Kegelscbnittes scbneiden sicb im andern Brennpunkte. 

4) Wenn drei Tangenten einer Parabel gegeben sind, so gebt 
der ibrem Dreieck umgesebriebene Kreis durcb den Brennpunkt 
der Kurve (Nr. 212). — Die Ecken zweier Dreiecke, die. einem 
und demselben Kegelschnitt umgescbrieben sind, liegen wieder auf 
einem Kegelschnitt. (Nr. 287, 7 und 299, 2.) 

Denn der Brennpunkt bestimmt, zusammen mit den beiden 
imaginaren Kreispunkten, ein zweites der Parabel umgescbriebenes 
Dreieck. 

6) Der Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die durcb einen 
festen Punkt geben und eine feste Gerade beriibren, ist eine Pa- 
rabel, die den festen Punkt zum Brennpunkt hat. — Wenn eine 
Tangente und drei Punkte eines Kegelscbnittes gegeben sind, so ist 
der Ort des Scbnittpunktes der Tangenten in irgend zweien dieser 
Punkte ein Kegelschnitt, der dem durcb die drei Punkte bestimmten 
Dreieck eingeschrieben ist. 

6) Der Ort des Mittelpunktes aller einem Yierseit eingeschrie- 
benen Kegelscbnitte ist die Gerade, die die Mittelpunkte der Dia- 
gonalen des Vierseits verbindet. — Wenn vier Tangenten eines 
Kegelscbnittes gegeben sind, so ist der Ort des Pols einer Geraden g 
die Verbindungsgerade der vierten barmoniscben Punkte, die man 
auf jeder Diagonale des Vierseits zu ibren Endpunkten und zu ibrem 
Scbnittpunkte mit g konstruieren kann. 

7) Aus unserer Definition der Brennpunkte ergibt sicb, daB 
ein gemeinschaftlicber Brennpunkt zweier Kegelscbnitte als der 
Schnittpunkt gemeinschaftlicber Tangenten derselben angeseben 
werden muB und demnacb die in Nr. 267 entWtckelten Eigenscbaften 
eines solcben bat. Wenn zwei Kegelscbnitte einen Brennpunkt und 
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die zugeliSrige Leitlinie gemeinschaftlich haben, so mussen sie als 
solcbe Kegelscbnitte betracbtet werden, die eiiie doppelte Berilbriing 
miteinander baben, und kQnnen daher als konzentriscbe Kreise pro- 
jiziert werden. 

8) Auch Tiber die Beziehungen ziveier Kegelscbnitte ftibii: die 
Metbode der Projektion mit groBer Leicbtigkeit zu einer Fiille von 
Satzen all gem einer Natur. Wir projizieren beide Kegelscbnitte so, 
daB'eine Seite ihres gemeinsamen Polardreiecks im Bilde nnend- 
licb fern ist, beide also konzentriscb werden. Sie baben dann im 
allgemeinen ein reelles gemeinscbaftlicbes Paar konjngierter Durcb- 
messer — mir dann nicbt, weun sie Hyperbeln sind, deren Asym- 
ptotenpaare sicb trennen — und vier reelle gemeinsame Punkte 
Oder Tangenten, wenn sie einen solcben Punkt oder eine solcbe 
Tangente baben. Wir nebmen an, daB dies der Fall sei, und nennen 
a, b, c, die gemeinsamen Tangenten mit den Beriibrungspunkten 
5 Cg; D2 Bez. am ersten und zweiten Kegel- 

scbnitt; ferner 6 -^ H die gemeinsamen Punkte, und 62? 

fx'i Oxt ibnen an den ersten und zweiten Kegel- 

scbnitt gebenden Tangenten. Alle erwabnten Punkte liegen in 
Paaren auf einerlei Durcbmesser EG^ A2C/2, FH, 

und in Parallelen zu den gemeinsamen konjugierten Durcb- 
messem ^2^2, EF^ GE, AgDg, 

B^C^^ FG^ die Geraden sind in Paaren parallel a, c; b, cZ; 

1 5 i^sw., oder sie scbneiden sicb in jenenDurcbmessem. (Nr. 362 , 6 .) 

Nacb diesen Beziebungen sind die Satze von Nr. 355 f. fiber die 
Kegelscbnitte H und 7 c einleucbtend, zugleicb aber nocb eine Menge 
anderer. 

Die vier gemeinscbaftlicben Punkte liegen mit jedem Gegen- 
eckenpaar des uingescbriebenen Vierseits in einem Kegelscbnitt; z. B. 
J 5 J, jP, 6r, if, «b, cd. Die Geraden A^i?, E^F^ D^H be- 

rubren einen Kegelscbnitt in A^ , bez. Die Punkte A^ , 

J?! , Ag , B^^ JP, F und E^ F liegen je in einem Kegel- 

scbnitt, und diese beiden Kegelscbnitte berbbren sicb in E und jP. 
Das erste gescbiebt zwolfmal in der Figur, namlicb folgender Ta- 
belle entsprecbend, nacb deren erster Gruppe auBer den vorange- 
fubrten aucb A-^B^A^E^GH^ O^B^C^E^GH doppelt beriibrende 
Kegelscbnitte sind; 


1 

EF 


ACtA,G, 

EG\ 

1 

A .^1 1 

EH 


GH 


E-^B^B^B^ 

FH 

1 ' 

B,G^B,G^\ 

FG 


Die dual entsprecbenden Satze bildet man leicbt.^^^) 


* 

426. Metrik der Projektion. Strecken oder Winkel, die 
in der gegebenen Figur von gleicber GroBe sind, sind in einer 



404 der Metliode der Projektion. 426 . 

Zentralprojektion im allgemeinen von verschiedener GroBe. 
Daher sind die Gesetze zu untersuchen, nach denen metrische 
Eigenschaften yerallgemeinert werden konnen. Nach Nr. 415 
muB erwartet werden, daB diese Gesetze mit den Ergebnissen 
der Theorie der Distanz in Nr. 374ff. zusammenfallen. 

Zunachst ist die Projektion einer Strecke mit ihrem Hal- 
biemngspunkt M eine Strecke, die durch die Projektion von H 
nnd den Fluchtpunkt der Geraden barmonisch geteilt wird. 
Hiernach kann man im Bilde eine Skala konstruieren. Perner 
bilden die Richtungen von zwei zueinander rechtwinkligen 
Geraden mit den imaginaren absoluten Richtungen ein har- 
monisches BiischeL Wenn also vier harmonische Punkte 
Bj C, D einer Geraden durch eine reelle oder imaginaxe 
Projektion so projiziert werden, daB die Paokte A und C, die 
wir als reell oder als imaginar denken diirfen, mit den zwei 
imaginaren unendlich fernen Kreispunkten zusammenfallen, 
so projizieren sich gleichzeitig beliebige durch die Punkte B 
und D gehende Geraden als die Schenkel eines rechten Winkels. 
Und umgekehrt: Wenn 0wei Geraden meinander recJiiwinUig 
sind, so werden sie als Geraden projmert, die die Verhindungs- 
linie derjenigen leiden festen Punlde harmonisch teilen,^ die als 
die Projekiionen der unendlich fernen imaginaren Kreispunkte 
erscheinen. 

Die Projektion eines Geradenpaares mit seinen Winkel- 
halbierenden ist daher ein Geradenpaar und das harmonische 
Paar, das dasselbe mit den Projektionen der Strahlen der 
absoluten Richtungen gemeinsam hat. Hiernach kann in der 
Projektion eine Winkelskala konstruiert werden. Nehmen wir 
die Projektionen der unendlich fernen imaginaren Kreispunkte 
als die absoluten Elemente der Metrik , nach der wir die pro- 
jmerten Gebilde messen, so ubertragen sich alle metrischen Grofien 
unverdndert; nicht aber im allgemeinen, wenn wir dieselbe Messung 
im Original und Bild anwenden. Man erhalt durch Projektion 
nicht die allgemeinste Metrik, sondern nur die der parabo- 
lischen Geometrie (Nr. 385). 

B. l) Die Tangents eines Kreises ist rechtwinklig zum Radius 
des Beruhrungspunktes. — Jede Sehne eines Kegelschnittes wird 
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dnrcli eine Tangente desselben and dnrcli die Verbindnngsgerade 
ibres Berubrangspnnktes mit dem Pol der gegebenen Sebne har- 
moniscb geteilt. 

Denn sobald wir die Sebne des Kegelscbnittes als in die xin- 
endlicb feme Gerade der Ebene eines Kreises projiziert voranssetzen, 
erscbeinen Punkte, in denen dieselbe den Kegelscbnitt scbneidet, 
als die nnendlieb femen imagin^ren Kreispnnkte and der Pol der 
Sebne als der Mittelpunkt des Kreises. 

2) Jede durcb den Brennpankt eines Kegelscbnittes gebende 
Gerade ist recbtwinklig za der Verbindungsgeraden ibres Pols mit 
dem Brennpunkte. (Nr, 190.) — Jede Gerade durcb einen festen 
Punkt P bildet mit den beiden von P ausgebenden Tangenten eines 
Kegelscbnittes and der Verbindungslinie von P mit dem in bezug auf 
die Kurve genommenen Pol der Geraden ein barmoniscbes Biiscbel. 

Denn die vom Brennpankt aasgebenden Tangenten des Kegel- 
schnittes sind die Verbindangsgeraden des Brennpanktes mit den 
unendlich femen imaginaren Kreispunkten. 

3) Nacb Nr. 426, 6 konnen wir den Ort des Pols einer Geraden 
in bezag aaf ein System konfokaler Kegelscbnitte bestimmen; denn 
die Brennpankte bestimmen, beifit ein dem Kegelscbnitt amgescbrie- 
benes Vierseit angeben, das die Verbindungsgerade der Brennpunkte 
zu einer Diagonale bat. Infolgedessen ist der vierte barmoniscbe 
Punkt zu dem Scbnittpunkt der gegebenen Geraden mit der zwiscben 
den Brennpunkten entbaltenen Strecke ein Punkt des gesucbten 
Ortes. Die andere Diagonale liegt auf der unendlicb femen Geraden, 
and ibre Endpunkte sind die imaginUren Kreispnnkte; demnacb ist 
der gesucbte Ort zur gegebenen Geraden recbtwinklig und somit 
vollkommen bestimmt. 

* 4) Zwei konfokale Kegelscbnitte scbneiden einander unter^ 

recbten Winkeln. — Wenn zwei Kegelscbnitte demselben Yierseit 
eingescbrieben sind, so teilen die beiden in jedem ibrer Scbnitt- 
punkte zu ziebenden Tangenten derselben jede Diagonale des Yier- 
seits barmoniscb. 

Wir bemerken, dafi der letzte Satz ein Fall von dem reziproken 
Satze zu Nr. 289, 4 ist. 

5) Der Ort des Scbnittpunktes recbtwinkliger Tangentenpaare 
eines Kegelscbnittes, der einen imEndlicben gelegen en Mittelpunkt Jf 
bat, ist ein Kreis mit demselben Mittelpunkt. — Wenn man von 
zwei Punkten P, P, die eine gegebene Strecke AC barmoniscb 
teilen, Tangenten an einen Kegelscbnitt ft konstmiert, so ist der 
Ort ibi*es Scbnittpunktes ein durcb die Punkte -4, C gebender 
Kegelscbnitt Jo\ und die Pole der Geraden AG in bezug auf ft und ft' 
fallen zusammen. 

Der Satz kann auob so ausgesprocben werden: Der Ort eines 
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Punktes 0, far den seine Verbindungsgerade mit dem Pol der 
festen Geraden AO durcb den festen Punkt C gebt, ist ein durcb 
die Punkte A nnd 0 gebender Kegelscbnitt. Die Ricbtigkeit dieses 
Satzes ist darans ersicbtlicb, dafi wir das Doppelverbaltnis des von 
vier beliebigen Lagen der Geraden CO gebildeten Biiscbels als mit 
dem des Biiscbels iibereinstimmend erkennen, das die vier entspre- 
cbenden Lagen von AO bilden, (Nr. 322, 1.) 

6) Der Ort des Scbnittpunktes der Tangenten einer Parabel, 
die einander recbtwinklig scbneiden, ist die Leitlinie. — Wenn in 
dem allgemeinen Satze 5) die Gerade AC den gegebenen KegeL 
scbnitt beriibrt, wird dgr Ort des Punktes 0 die Gerade, die die 
Beriibrungspunkte der von A und C ausgebenden Tangenten des 
Kegelscbnittes verbindet. 

7) Der Kreis, der einem in bezug auf eine gleicbseitige Hy- 
perbel sicb selbst konjugierten Dreieck umgescbrieben ist, gebt 
durcb den Mittelpunkt der Kurve. (Nr. 165, 3.) — Wenn zwei Drei- 
ecke in bezug auf denselben Kegelscbnitt sicb selbst konjugiert sind, 
so liegen ibre secbs Eckpunkte auf einem Kegelscbnitt. (Nr. 299,2 
und 348, 3.) 

Die Scbnittpunkte der gleicbseitigen Hyperbel mit der unend - 
licb femen Geraden sind der Kurve in bezug auf die imaginaren 
Kreispunkte barmoniscb konjugiert; das von ibnen mit dem Mittel- 
punkt gebildete Dreieck ist also ein Polardreieck der Kurve. Durcb 
Eeziprozitat ergibt sicb, da6 die Seiten von zwei in bezug auf einen 
Kegelscbnitt sicb selbst konjugierten Dreiecken einen Kegelscbnitt 
berfibien. 

8) Werden durcb einen beliebigen Punkt eines Kegelscbnittes 
zwei Geraden recbtwinklig zueinander gezogen, so gebt die Sebne, 
die ibre Endpunkte in der Kurve verbindet, stets durcb einen festen 
Punkt. (Nr, 193, l.) — Wird durcb einen beliebigen Punkt eines 
Kegelscbnittes ein barmoniscbes Biiscbel gelegt, in dem zwei Strablen 
unveranderlicb sind, so gebt die die Endpunkte der jedesmaligen 
■ beiden anderen Strablen verbindende Sebne stets durcb einen festen 
Punkt. 

Dasselbe Ergebnis lautet, anders ausgedruckt: Wenn zwei 
Punkte a, c eines Kegelscbnittes gegeben sind, und (adcd) eine 
barmoniscbe Gruppe ist, so gebt die Gerade hd stets durcb einen 
festen Punkt, nSmlicb durcb den Scbnittpunkt der in a wnd c an 
den Kegelscbnitt gezogenen Tangenten. Denn die Tangente des 
Kegelscbnittes im Punkte a mu6 die Gerade hd m dem vierten bar- 
moniscben Punkte zu dem Punkte K scbneiden, den ac mit ibr ge- 
meinsam bat, weil (a • ahcd) ein barmoniscbes Biiscbel ist; und das 
nSmlicbe gilt von der Tangente in c, so daB beide Tangenten hd in 
demselben Punkte scbneiden miissen. Als ein besonderer Fall dieses 
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Satzes- ersclieint der folgende: Wenn durch einen festen Punkt eines 
Kegelsclinittes zwei Geiraden so gezogen werden, daB sie mit einer 
festen Geraden gleicbe Winkel bilden, so geht die Sehne, die ihre 
Endpunkte verbindet, durcli einen festen Punkt. 

427. Zwei Strahlen, die einen konstanten Winkel ein- 
schlieBen, bilden mit den Strahlen absoluter Richtong aus 
ibrem Schnittpunkt ein konstantes Doppelverhaltnis (Nr. 378). 
Daber bescbreiben die Scbnittpnnkte der beiden Schenkel 
eines sicb in seiner Ebene um seinen Scbeitel S drebenden 
konstanten Winkels auf einer beliebigen Geraden g der Ebene 
projektive Pnnktreiben, deren imaginare Doppelpunkte aus g 
durcb die Verbindungslinien von S mit den unendlicb fernen 
imaginaren Kreispunkten ausgescbnitten werden.' 

B. 1) Der in demselben Segment eines Kreises iiber derselben 
Sebne stebende Peripheriewinkel ist konstant. Dieser Satz ist, wie 
der gegenwartige Artikel lebrt, die von der Doppelverbaltnisgleich- 
beit von vier Punkten eines Kreises angenommene Form fiir den 
Fall, wo zwei dieser Punkte in nnendlicber Entfernung sind. (Nr. 280 
und 424, 2.) 

2} Die Hfillkurve derjenigen Sebnen eines Kegelscbnittes, die 
am Brennpunkt einen konstanten Winkel spannen, ist ein Kegel- 
scbnitt, der mit dem gegebenen den Brennpunkt und die Leitlinie 
gemein bat. (Nr. 300, 3.) — Wenn die von dem Punkte 0 ge- 
zogenen Tangenten mit dem Kegelscbnitt die Punkte T, T' gemein 
baben, und zwei Punkte A und B auf der Kurve so gewSblt wer- 
den, daB das Doppelverhaltnis (0* AIBT') konstant ist, so ist 
die Hiillkurve der Sebne AB ein Kegelscbnitt, der den gegebenen 
in den Punkten T, T' beriibrt. 

3) Der Oi-t des Scbnittpunktes deijenigen Tangenten einer 
Parabel, die einander unter gegebenem Winkel scbneiden, ist eine 
Hyperbel, die mit der Parabel den Brennpunkt und die Leitlinie 
gemein bat. — Wenn eine begrenzte Gerade AB^ die einen Kegel- 
scbnitt in 0 berubrt, von zwei Tangenten desselben nacb konstan- 
tem Doppelverhaltnis geteilt wird, so ist der Ort ibres Scbnitt- 
punktes ein Kegelscbnitt, der den gegebenen in den von G ver- 
scbiedenen Beriibrungspunkten der von B ausgebenden Tangenten 
beriibrt. 

4) Wenn durcb den Brennpunkt eines Kegelscbnittes Geraden 
gezogen werden, die mit den Tangenten der Kurve einen gegebenen 
Winkel einsebbeBen, so ist der Ort des Scbnittpunktes der Geraden 
und der zugeborigen Tangente ein Kreis. — Wenn eine verander- 
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liche Tangente eines Eegelschnittes zwei feste Tangenten in T, 
mxd eine feste Gerade in M schneidet, und ein Pnnkt P in ihr so 
bestimmt wird, da6 das Doppelverhaltnis {FTMT') konstant ist, 
so ist der Ort des Punktes P ein Kegelselmitt, der durch die Punkte 
geht, in denen die festen Tangenten die feste Gerade schneiden. 
(Er, 292, 4.) 

5) Ein Sonderfall von 4) ist: Der Orfc des Pnnktes, in dem 
der von zwei festen Tangenten eines Eegelschnittes in einer ver- 
anderlichen Tangente desselben bestinamte Absehnitt in einem ge- 
gebenen Verhaltnis geteilt wird, ist eine Hyperbel, deren Asym- 
ptoten den festen Tangenten parallel sind. 

6) Wenn von einem festen Pnnkt 0 die Gerade gezogen wird, 
die einen gogebenen Ereis im Punkte P schneidet, nnd an sie der 
konstante Winkel Tl^O angetragen wird, so ist die Biillkurve des 
neuen Schenkels TP bei veranderlichem P ein Eegelscbnitt, der den 
Pnnkt 0 znm Brennpnnkt hat. — Wenn das Doppelverhaltnis eines 
Btischels, von dem drei Strablen dnrch feste Punkte gehen, gegeben 
ist, und der Scheitel desselben sich auf einem durcb zwei dieser 
Punkte gehen den gegeben en Kegelschiiitt bewegt, so umhiillt der 
vierte Strahl desselben einen Eegelscbnitt, der die Verbin dungs- 
geraden dieser zwei Punkte mit dem diitten festen Punkt beruhrt 

7) Ein Sonderfall von 6) ist: Wenn zwei feste Punkte A und 
B eines Eegelschnittes mit einem veranderlichen Puj^kte P desselben 
durch Geraden verbunden werden, und der von den Yerbindungs- 
linien in einer festen Geraden bestimmte Absehnitt in dem Punkte M 
in einem gegebenen Yerhaltnis geteilt wird, so ist die Hulikurve 
der Geraden FM. ein Eegelscbnitt, der die durch A und B gezoge- 
nen Parallelen zu der festen Geraden beruhrt. 

8) Wenn man an die um den festen Punkt 0 sich drehende 
Gerade OP in ihrem Schnittpunkt P mit einer festen Geraden den 
konstanten Winkel TPO antrSgt, so ist die Hiillkurve seines neuen 
Schenkels PT eine Parabel, die den Punkt 0 zum Brennpnnkt hat. 
— Wenn das Doppelveihaltnis eines Biischels, von dem drei Strahlen 
durch feste Punkte gehen, gegeben ist, und sein Scheitel sich langs 
einer festen Geraden bewegt, so ist die Htillkurve des vierten 
Strahles ein Eegelscbnitt, der die drei Seiten des von den gegebe- 
nen Punkten gebildeten Dreiecks beruhrt. 

9) Die von einem beliebigen Punkte an die Eurven eines 
Systems konfokaler Eegelschnitte gezogenen Tangenten bilden mit 
zwei festen Geraden gleiche Winkel. (Nr. 229.) — Die Tangenten, 
die von einem beliebigen Punkte an die einem gegebenen Yierseit 
eingeschriebenen Eegelschnitte gezogen werden, schneiden jede Dia- 
gonals des Yierseits in einer Involution, der die Endpunkte der 
Diagonale als ein Paar konjugierter Punkte angehoren, (Br. 289.) 
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428. Parallelprojektion* Wenn das Projektionszentram in 
nnendliche Enti'ernung riickt, so gehen die Strahlen des pro- 
jizierenden Biindels in parallele Strahlen iiber, deren Lage 
gegennber der Bildebene angegeben werden mnB. Legt man 
darcb alle Pnnkte der BegreBzung seiner Figur Strablen der- 
selben Richtnng, so bilden sie einen projizierenden Zylinder 
iind jeder Querscbnitt desselben heifit eine Farallelprojektion 
der Figur. 

Die gebraucblicbste ProjektionsrichtuDg ist die zur Bild- 
ebene rechtwinklige. Die FuBpunkte der von den Punkten 
der Begrenzung einer Figur gefallten Lote bilden die Ortho- 
gonalprojeUion der Figur. Die entsprecbenden ebenen Figuren 
baben nicbt nur unver^derten projektiven Charakter; sondern 
aucb gewisse metriscbe einfacbe Beziehungen. 

Porallele Strahlen hdben mr FarallelprojeWon wieder par- 
allele Strahlen. Die gegebene Strecke und ibre Projektion sind 
den Seiten eines Dreiecks gleicb, dessen Winkel nur durcb 
die Neigungen der Strecke und der Projektionsricbtung gegen 
die Bildebene bestimmt sind. Farallele Sirecken sUhefn m 
ihren FarallelprojektioneninJconstantem Verhdltnis. Insbesondere 
ist die Orthogonalprojektion einer Strecke* das Produkt der Lange 
der Strecke in den Kosinus des von der Projektion und der 
Strecke eingescblossenen Winkels. Wie die in der Bildebene 
selbst liegenden Strecken nicbt geanSert -werden, so ist die 
FrojeTction jeder zur Bildebene paralleUn Strecke ihr gleich. 

Der Flacheninhalt ein-er begrenzien ebenen Figur steht zu 
dem Inhalt Hirer Farallelprojektion in einem konstanten Ver- 
hdltnis, Setzen wir die Ordinaten der Figur und ibrer Pro- 
jektion rechtwinklig zur Scbnittlinie ihrer Ebenen voraus, so 
setzen sicb beide Flachen aus Parallelstreifen von je gleicber 
Breite zusammen, deren Hoben in einem konstanten Verhalt- 
nis steben, das nur von der Neigiing der Ebene und der 
Projektionsricbtung abbangt. Nacb der Metbode des XUI. Ka- 
pitels (Nr. 236) folgt die gleicbe Proportionalitat der ganzen 
Flacben. Die Flacbe der Orthogonalprojektion ist gleicb dem 
Produkt aus dem Inbalt der Originalflacbe und dem Kosinus 
des Winkels der beiden in Betracbt kommenden Ebenen. 
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Bringt man die ebenen Figuren durcb Drebung der einen 
nm die Schnittlinie ihrer Ebenen in dieselbe Ebene (Nr. 416), 
so erhalt man den besonderen Fall der zentrischen Lage kol- 
linearer Systeme, bei dem das Kollineationszentrum unendlich 
fern ist. Man hat alsdanh die als Affinitdt bezeichnete Ver- 
wandtschaft ebener Figuren. Die Affinitat zwischen der Urn- 
legung des Originals und der Orthogonalprojektion wird man 
selbst orthogonal nennen, weil die Affinitafcsrichtung zur Kol- 
lineationsachse rechtwinklig ist. 

Diese Affinitat geht in schiefe bez. orthogonale Symmetrie 
zur Achse fiber, wenn die Richtung der projizierenden Strahlen 
der Halbierungsebene des Drehungswinkels zwischen beiden 
Ebenen angehort. Gehort' die Richtung dagegen der Hal- 
bierungsebene des Nebenwinkels an, so wird die Affinitats- 
richtung mit der Achsenrichtung identisch, und man erhalt 
flachengleiche Systeme. 

Jede Ellipse Tzann orthogonal in einen Kreis projmert 
werden. Wir wahlen die Projektionsebene so, daB ihre Schnitt- 
linie mit der Ebene der gegebenen Ellipse der kleinen Achse 
der Kurve parallel ist und zugleich so, daB der Kosinus des 
von den beiden Ebenen eingeschlossenen Winkels dem Ver- 
haltnis b : a der kleinen zur groBen Achse gleich ist. Alsdann 
bleiben aUe zur Meineh Achse parallelen Sehnen der Ellipse 
unverandert in der Projektion, wahrend alle der groBen 
Achse parallelen Sehnen in dem Verhaltnis 6 : a verbjrzt 
werden-, folglich wird die Projektion ein Kreis vom Radius 6. 
(Nr. 158.) Die rechtwinkligen Durchmesserpaare des Kreises 
Hefern die konjugierten der Ellipse. (Nr. 169.) Dabei kann 
ein Brennpunkt an eine beliebige SteUe des Kreisinnern pro- 
jiziert werden. 

Da bei Parallelprojektionen keine im Endlichen gelegenen 
Qeraden in die unendlich feme projiziert werden, sind alle 
Querschnitte eines Kreiszylinders Ellipsen (oder zwei Mantel- 
linien usw.). JDurch ParoUelprojektion wird die Gaitung des 
Kegelschnittes nicht geandert, Auch entsprechen sich in Original 
und Bild die Mittelpunkte. 
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B. 1) Untersuchung des Ausdrucks in Nr. 169, 6 fiir den Ea- 
dins des Kreises, der einem in einen Kegelschnitt eingesckriebenen 
Dreieck umgeschrieben ist.^^®) 

Bekanntlich. gilt die Beziehung AiFR = wenn It diesen 

Eadius, F den Blacbeninhalt des Dreiecks, Zg, Zg die Seitenlangen 
desselben bezeicbnen. Projizieren wir dann ^e Ellipse in einen 
Ereis vom Eadius so gilt, weil dieser Kreis als der nmge- 
schriebene Kreis des pi’ojizierten Dreiecks erscbeint, die Beziehung 
Z/Zg'Zg'. Wenn wir nun die.den Seiten dieses Dreiecks par- 
, allelen Halbmesser der Ellipse durcti b', b", b"' bezeichnen, so gelten 
die Proportionen == b : b', Zg' ; Zg == b : b", i b'". 

Femer stebt F^ zum Inhalt des Kreises vom Eadius b in dem- 
selben Verhaltnis wie F zum Inhalt jrab der Ellipse von den Halh- 
achsen a und b; 'demnach ist JP' : J* = b : a. Alles dies giht die 
Beziehung 


& : E = ^ : VV'l'", oder 


%F 


B 


VV'V' 

ah 


2) Gute weitere Beispiele liefern die Problems von der klein- 
sten einem Dreieck umgeschriebenen und der groBten ihm einge- 
schriebenen Ellipse, usw. Jene geht in den umgeschriebenen Kreis 
Tiber fiir ein gleichseitiges Dreieck, dessen Ecktangenten zu den 
Gegenseiten parallel sind; und dies letzte gilt auch fiir die Pro- 
jektion. 

3) Man schreibe einer Ellipse ein konvexes w-Eck • 

ein, dessen Seiten am Brennpunkt F gleiche Winkel FF^ = F^FF^ 
= . . . spannen, und projiziere die Ellipse orthogonal in einen Kreis. 
Die Proj ektion P/Pg'Pj' . . . des ^^-Ecks heiBt ein Jiarmonisches 
Kreis vieleclc in hezug auf den FmMF^ d.h. ein solches, dessen Seiten 
ihren Abstanden von dem festen Punkt F' proportional sind. 

Denn ziehen wir in P^ , Ps die Tangenten Pj P, Pg T an die 
Ellipse, so ist F^'T' = F^'T% also verhalten sich die Abstande 
der Seiten P/Pg', Pg'P/ von T' wie sin P'P/Pg' : sin P'Pg'Pg' 
= sin P^'Pg'Pg': sin Pg'P/Pg' “ ^ 1 ^ 2 - 

analogen Abstande von F\ weil P'Pg'P' ebenso wie FF^T in einer 
Geraden liegen (Nr. 190). 

4 ) Jedem harmonischen Kreisvieleck kann eine Ellipse einge- 
schrieben werden. Denn auf der in 3) benutzten Ellipse erzeugen 
die Schenkel eines sich um F drehenden konstanten Winkels pro- 

jektive Eeihen von Schnittpunkten P^PgPg . . . und P 2 P 3 P 4 

Die Verbindungslinien entsprechender Punkte, d. h. die Seiten des 
Vielecks umhiillen einen doppeltberiihrenden Kegelschnitt (Nr. 297). 
Die Beruhrungspunkte liegen auf den Strahlen absoluter Eichtung 
von P, also hat der Kegelschnitt rnit dem ersten den Brennpunkt F 
und die Leitlinie gemeinsam. 
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429. Orthogonalsystem im Bundel- Auch die geome- 
ti'isclie Verwandtschaft der Polarreziprozitat laBt sich in fnicht- 
barer Weise mit dem ProzeB der Projektion durch gerad- 
linige Strahlen aus einem Zentrum 0 auf eine Ebene verbinden 
in dem besonderen Falle, wo die Leitknrve ein Kegelscbnitt 
von der Gleichungsform 0, d, h. ein um den 

Anfangspunkt 0 der Koordinaten mit dem Radius i bescbrie- 
bener Kreis ist. Es ist dies der wiebtige Pall; wo die polar- 
reziproken Gleiehungen identiscb sind, aber dual gedentet 
werden (Nr. 395). Die Gleicbung der Polare des Punktes x'\y^ 
Oder P ist alsdann, mit = / = 1, a;a?'+ + 1 = 0; man 

konstruiert sie wie folgt: Man bildet aus dem Racliusvektor 
PO des Pols und der Einbeit js als Katbeten ein recht- 
winkliges Dreieck PO(Oi) und scbneidet PO durcb das im 
Endpunkt (0^) von (0^)P auf der Hypotenuse (Oi)P erricbtete 
Lot; die im Scbnittpunkt Q auf dem Radiusvektor erricbtete 
Normale p ist die Polare von P. 

Dies Verfabren ist einer einfacben stereometriscben Ver- 
anscbaulicbung fabig. Denken wir uns das Dreieck P{0^)Q 
um PQ aufgeriebtet;'bis 0(0i) auf der Bildebene senkrecht 
ist; so ist die durcb p und 0^ gelegte Ebene recbtwinklig 
zur Geraden O^P. Wvrd also in der Enifemung Bins vom 
Zentrum der Be^iproeitdt auf der Normals Hirer Eiene ein 
ProjeUionsssentrum angenommen, so sind der Sehstrahl O^P eines 
Pols und die prqjmerende Ebene O^p seiner Polare m ein- 
ander recJitwinUig.^^) 

Ordnet man nun in einem Bilndel 0 den Strahlen ihre 
Normalelenen als entsprechend zu, so nennt man die Gesamt- 
beit solcber Element enpaare ein Orthogonalsystem.^^^) Deuten 
wir aber die Koordinaten * rc | y | ;& im Bundel, so stellt 
x^+y^+ 0 ^^»‘O einen imaginaren Kegel dar, in bezug auf 
den der Strabl O^P und die Ebene O^p als polarkonjugierte 
Elemente zusammengeboren, wie der Punkt P und die Gerade jp 
in bezug auf den Querscbnitt des Kegels mit der ipildebene. 
Das Ortbogonalsystem ist also eine Polarreziprozitat mit dem 
Kegel als Leitkegel. 

Endlicb aber kann dieser Kegel aucb als die um 0 als 
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Mittelpunkt bescliriebene Kugel vom Eaditcs Ntdl bezeicbnet 
werden. In der Tat liegt in der dureb 00^ gelegten Ebene 
ein Mantellinienpaar des Kegels, das nacb den nnendlich 
fernen imaginaren Kreispunkten dieser Ebene geht, somit als 
ein NuUkreis gilt (Nr. 98); denn die Mantellinien schneiden 
anf den Scbeukeln 0^0, QP eines recbten Winkels Strecken 
von den Langen 1 und i ab. Dtircb Drebung dieser Quer- 
scbnitte um 0 0^ entstebt aber ein Kegel absoluter Ricbtnngen 
Oder eine NuUkugel. 

B. 1) Jeder Kegel zweiten Grades kann als Leithegel eines 
Polarsystems im Bundel gedentet werden. Man bat in der Tat nur 
das ebene Polarsjstem, das einen seiner Querschnitte definiert, ans 
seinem Zentrnm zu projizieren. Zwei konzentrische Kegel haben 
ein gemeinsames barmoniscbes Polartripel. 

2) Ein Kegel zweiten Grades bat drei zueinander recMwinUige 
Achsen. Denn das ibn dednierende Polarsystem bat mit dem Ortbo- 
gonalsystem an seinem Scbeitel ein barmoniscbes Polartripel ge- 
meinsam, dessen Strablen zu den entsprecbenden Ebenen recbt- 
winklig sind. 

3) Das konzentriscbe Ortbogonalsystera ordnet einem Kegel 
zweiten Grades einen Normalen- Kegel zweiten Grades zu, dessen 
Mantellinien die Normalen der Tangentialebenen des ersten sind. 
Die Quersebnitte beider Kegel sind polarreziproke Kurven in bezug 
auf den FuSpunkt des vom Kegelscbeitel anf die Ebene gefallten 
Lotes. 

4) Die beiden dureb 0 zu den Kreissebnittebenen parallel ge- 
legten Ebenen entbalten Recbtwinkelinvolutionen barmonischer Po- 
laren in bezug auf den Kegel. Das Orthogonalsystem ordnet ibnen 
zwei Strablen mit Recbtwinkelinvolutionen barmoniseber Polar- 
ebenen in bezug auf don normalen Kegel zu. 

5) In jedem Kegel zweiten Grades gibt es zwei Folcalstrahleny 
d. b. Strablen, deren jeder einen Brennpunkt aller zu ibm normalen 
Quersebnitte entbalt. Denn sind die Strablen die TrSger von Recbt- 
winkelinvolutionen im Bundel, so baben ihre PuBpunkte in Normal- 
ebenen dieselbe Eigensebaft (Nr. 18 1). Die Fokalstrablen sind die 
Normalen der ICreisscbnittebenen des normalen Kegels. 

430. Methode der KreisscheiteL Da im Vorigen der 
Leitkreis und das Projektionszentrum sicb gegenseitig be- 
stimmen, so kann man die zugrunde liegende Betraebtungs- 
weise dahin ausspreeben, da6 iiberbaupt ein Kreis vom Mittel- 
punkt M und dem Radius r in der Ebene E dureb zwei 
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Punkte S und S' im Kaume dargestellt oder .bestimrat werden 
kann, die in den dnrcb = M8'^ = — gegebenen Ab- 
standen MS ^ —.MS' von M in der in M auf E erricb- 
teten Normale liegen. Sie sind ofFenbar fiir jeden reellen 
Kreis iniaginar nnd fiir jeden rein imaginaren reell und wer- 
den nach A. F, Mohius die Scheitel des Kreises genannt.^^®) 
Also sind die Scheitel aucJi als die Mittelpunlte der Kugeln vom 
Radius Null anmselicn^ von denen der gegebene Kreis der 
Qu&rschniti ist Denn ist X. ein Punkt des Kreises, so bat 
man MX^^-MS^ und offenbar ^^^MX^ + MS^^ 0, 
d. b. die Scheitel baben von jedem Punkte des Kreises den 
Abstand Null. 

Die Beziehungen von Kreisen in der Ebene lassen sicb 
nun an den raumlichen Beziehungen zwischen ibren Scheiteln 
untersuchen. Der Hauptsatz dieses Ubertragungsprinzips lautet: 
Die Fnifemungen zwischen den Scheiteln zweier Krdse sind 
gleich den Langen Hirer gemeinsamen Tangenien. Bezeichnen 
wir die auf der einen Seite der Ebene gelegenen Scheitel von 
Kreisen {S^ mit S^, ihre symmetrischen mit 5/, so ist S^S^ 
Oder S^'S^' gleich den inneren, S^S^' oder S^'S^ gleich den 
auBeren Tangenten von {8^ und (/Sg). Denn ihre Quadrate 
sind gleich dem Quadrat der Zentraldistanz, vermehrt Um das 
Quadrat der Summe bez. Differenz der Normalen der Scheitel 
Oder auch vermindert um das Quadrat der Summe bez. Diffe- 
renz der Kreisradien (Nr. 118). 

E. Das Apollonisclie Frohleni (Nr. 123). 

Die Mittelpunktskoordinaten und Eadien der drei gegebenen 
Kreise S 2 , 8^ des Problems seien I 7*) ^ ^ als eine 

Konstante. Alsdann sind die Gleichungen der Kreise 

(« - “*)* + (s' — |3i)*+ (« — ^ 4 )*= 0, A; = 1 , 2, 3, 
und der Apollonische Kreis (S) hat die Gleichung 
(x - «)*+ (y — (g — y)2= 0, 

wenn a | jJ | i(« — y) seinen Mittelpunkt und Eadius bestimmen. Die 
Bedingungen z. B. der inneren Beiiihrung zwischen ihm und jenen sind 

(“ - “J' + (^ - iS*)* + (y - n)* = 0, ft = 1 , 2 , 3 , 

denn diese Gleichungen sagen aus, daB die Langen der auBeren 
gemeinsamen Tangenten zwischen ihm und jenen Null sind. 
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Zur Elimination der of, /3, y zwischen den drei Bedingungen 
und der Gleicbting des Apollonischen Kreises fiihrt dann folgende 
Cberlegung. Es ist 0, wenn die inneren gemeinsamen Tan- 

genten, land 88 ^'^=^ 0, wenn die SuBeren gemeinsamen Tangenten 
der Kreise die LSnge Null haben; jenes ist'^also die Bedingung der 
auBeren, dieses die Bedingung der inneren Beriihrung. Den Apol- 
loniscben Kreis suchen heiBt daher nichts anderes als: diejenigen 
Kugeln -vom Eadius Null bestimmen, die von jedem der drei ge- 
gebenen Kreise einen Scbeitel entbalten. 

Nun besteht aber zwiscben den gegenseitigen Abstanden von 
fiinf Punkten im Eaume eine Beziebung, die sicb von der in Nr. 128, 2 
fur vier Punkte der Ebene gegebenen nur dadurcb unterscbeidet, 
daB in der Determinante funften Grades der Saum 1, 15^, 26^, 
35^, 45^, 0 recbts und uhten binzutritt, man bat die Beziebung in 
B. 3 a. a. 0. Wenn dann der funfte der Punkte der Mittelpunkt einer 
durck die vier ersten gebenden Kugel vom Eadius Null ist, so daB 
15, 26, 35, 45 samtlicbNull sind, so kommt man zu der am ScbluB 
von B. 3 a. a. 0. gefundenen Beziebung zwiscben den Langen der 
gemeinsamen Tangenten von vier Kreisen, die von demselben funften 
Kreis beriibrt warden; bier also erscbeint sie als eine Beziebung 
zwiscben den gegenseitigen Entfernungen von vier PunHen einer 
Kugel vom Eadius Null. Die irrationale Form derselben 


fnhvt wegen 


23 • 14 + 31 • 24 + 12 • 34 = 0 


23 = — “s)* + “ ys)®* 

ii =J/ tti)* +(j/ — |3i)* + (« — yj)*, usw. 

wonacb 23, 31, 12 die Langen der SuBeren gemeinsamen Tan- 
genten der bezeicbneten Kreispaare sind, direkt zu der Gleicbung 
von Casey in Nr. 128 (Teil I, S. 263) 

23 • + ^ • + 12 • = 0 , 

die, rational gemacbt, zwei der Beriibrungskreise ausdriickt. 

Der geometriscbe Sinn dieser L6sung ist, daB die Querscbnitte 
der Projektionsebene mit den beiden Nullkugeln (6) und (/S'), die 
durcb die Scbeitel /S^, 8 ^, 8 ^ bez. durcb /S'/, /S'g', 8 ^' geben, zwei 
der Apollonisoben Kreise sind. 

Und die Konstruktion von Gergonne ergibt sicb daraus in 
folgender Weise. Die Geraden 8 -^ 82 ^ scbneiden die 

Ebene der drei Kreise in ibren auBeren Abnlicbkeitspunkten, die 
in der Scbnittlinie derselben mit der Ebene der drei Scbeitel /S'^/S'g/S'g 
als der beziiglicben Abnlicbkeitsacbse Hegen. Die Gerade 88 ^ scbneidet 
dieselbe Bildebene in einem von 8 ^^ /Sg, 8 ^ gleicbweit entfemten 
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Punkte, also in einem Punkte gleiclier Tangentenlangen zu den ge- 
gebenen Kreisen oder im Potenzmittelpunftt B derselben. DaB die 
Punkte S, S' von jedem Punkte der vorerwahnten Ahnlichkeits- 
acbse gleicben Abstand haben, sagt weiter aus, daB die Tangenten 
von den Punkten der Ahnlichkeitsachse an die erbaltenen ApoUo- 
niscben Kreise gleicblang sind, oder daB diese Acbse die Potenz- 
linie derselben sein muB. 

Da eiidlich die Kreise 8 und sicb beriihren mussen, baben 
die entsprechenden Kugeln vom Radius Null (8) und (8j) in alien 
Punkten der Geraden 88^ Beriibrung miteinander; somit liegen die 
Beruhrungspunkte des Kreises 8^ mit den beiden Apollonischen 
Kreisen 8 und S' in der Ebene 8^88' die auch die Normale zur 
Ebene S^S^S^ im PiTnkte 8^ entkalt. Daber ist ihre Schnittlinie mit 
der Bildebene die Gerade, die den Potenzmittelpunkt B mit dem 
Pol der Ahnliclikeitsachse in bezug auf den Kreis Bins verbindet; 
denn jene Normale ist die Polare der Ahnliclikeitsachse in bezug 
auf die Nullkugel Bins. 

431. Methode der raumliehen BaTsteUiing. Zyklo- 
graphie. Die vorige Methode *ist sehr bequem, um die 
Kreislehre nach ihrer Anleitung analjtisch zu entwickeln, 
aber sie ist infolge des tJbergangs vom Reellen zum Imagi- 
naren nicbt ebenso vorteilhaffc fiir die geometrische Konstruk- 
tion, Diese Schwierigkeit kann man nun leicht beseitigen, 
indem man das imaginare Seheitelpaar des Kreises durch ein 
reelles Stellvertreterpaar ersetzt. Es kommt dies darauf hinaus^ 
dls die Scheitel des Kreises die Spitzen der gleichseiiigen, geraden 
Kegel za hetrachten, die den Kreis zur Basis haben; d. L jeden 
Kreis dls DistanzJcreis zugehoriger Projektionszentra 0 nacb 
Nr. 416. 

Denken wir in der Mittelnormale jedes Kreises den Radius q 
als MS und MS' beiderseits abgetragen^ so entspricht oflEen- 
bar eine gerade Beihe von Scheiteln der Gesamtheit der einem 
Tangentenpaare eingeschriebenen Kreise, Denn die Orthogonal- 
projektionen M von 8 erfullen eine Gerade, die*Zentrale der 
Kreise, deren Radien MS den Abstanden MA vom Schnitt- 
punkt A der Geraden mit der Ebene proportional sind. Also 
ist A ein gemeinsamer AhnlicJikeitspunU der Kreise. Punkte 
einer Ebene sind Scheitel von Kreisen, die die Spur der 
Ebene zU‘^iner AhnlichJceitsachse haben (Nr, 122), 
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In jedem Kreishuschel (Nr. 120) ist die Differenz der 
Quadrate des Radius und der Mittelpunktsentfernung vom 
Zentralpunkt des Biischels konstant. Die Scheitel der Kreise 
eines Buschels Mden also eine gleichseitige Hyperlel^ die die 
Zentrale des Bdscliels und die im Zentralpunkt errichtete 
Normale der Ebene zn Acksen hat (Nr. 165, i). Die Grenz- 
punkte des Buschels sind die in der Zentrale liegenden Scheitel 
der Hyperbel (Nr. 121). 

Alle Kreise, die einen gegebenen Kreis beruhren, Mien die 
JPunTde des ilier jenem Kreise stehenden geraden gleichseitigen 
Kegels m Sclieiteln, Denn einer Manteilinie desselben ent- 
sprechen alle die Basis in ihrem Fufipunkt beriihrenden Kreise. 
Damit ist wieder ein Mittel zur konstruktiven Losung des 
Apollonischen Problems gegeben.^^^) Aber in der Bemerkung, 
dafi die Rotation der ein Kreisbiischel darstellenden Hyperbel 
um ihre zur Zeichnungsebene normale Achse ein einteiliges 
bez. zweiteiliges Rotationshyperboloid als Reprasentanten des 
Kreisnetzes oder linearen Ereissystems zweiter Stufe (Nr. 122) 
liefert, namlich mit reellem bez. rein imaginarem Orthogonal- 
kreis, liegt der Keim zu der Entdeckung, daB diese einfachen 
Pormen zur gleichartigen Losung aller Winkelschnittprobleme 
Tiber Kreise fuhren — nicht nur in der Ebene, sondem auch 
auf der Kugel, und in beiden Fallen mit EinschluB der ima- 
ginaren Kreise und Winkel — Probleme, denen wir schon in 
Nr. 124, 2 und Nr. 128, 2 begegnet sind; hier liegt auch der 
Keim zur voUstandigen Theorie der linearen Kreissysteme und 
den entsprechenden Konstruktionen und Theorien iiber Kugeln 
und Kugelsysteme, also auch zur Inversion. 

Wie den Kreisen nach diesem besonderen Verfahren, so 
Tzbnnen uierhaupt den KegelscJinitten eines Systems dritter Stufe 
die Funkte oder Ebenen des JRaumes^ nach bestimmten Gesetzen 
zugeordnet werden. Denn der Raum ist ein dreidimensionales 
Gebilde, eine dreifache Mannigfaltigkeit von Punkten und 
Ebenen, wie das System dritter Stufe eine dreifache Mannig- 
faltigkeit von Kurven enthalt. 

Insbesondere aber weist die Lehre von den linearen Ver- 
wandtschaften tiberall hinaus auf die raumliche Geometric, 

Salxiion-i*’iQdler, anal. Geom. d. Kegelsclm. 11. 7. Autl. 27 
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weil erst da die organisdie Entwickelung aus Grundgebilden 
ihre vollstandige DurclifuliruDg findet. Her Wert der ProjeJc- 
iionsmethode leruht vor allem in der geometrischen Anschau- 
lichkeit, die sie den analytischen Ojperationen m gelen er- 
lauU. Als Hauptnnterscliied in der Handhabnng der geo- 
metrischen und der analytiscben Methode stellt sich aber der 
beraus, daB das rein geometrische Verfahren meist einfacber 
znerst zn einem besonderen Satze fubrt, dessen Verallgemeine- 
rang die Projektionsmetbode liefert; wabrend die algebraische 
Rechnung den allgem einen Satz in der Regel ebenso leicbt 
wie den besonderen beweist, so daB nacb Anfstellung des 
ersten nur seine Anwendung auf besondere Falle vorzu- 
nebmen ist. 
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der zugehorigen Parabel, gehen. Fiir fiinf Gerade bewies A, Mig\ 
(Journal de math(^matiques pures et appliqu^es (1) Bd. lO (1845), S. 34 
da6 die Brennpunkte der funf Parabeln, die sie zu vieren beruhr< 
auf einem Kreise liegen. Die Kreise, die in solcher Art den sechs Fu: 
seiten aus sechs Geraden entsprechen, gehen durch einen Punkt, u 
aus den von sieben Geraden gebildeten Sechsseiten erhalt man so sieb 
Punkte eines Kreises; vgl. W. K. Clifford, The Oxford, Cambridge, a 
Dublin Messenger of Mathematics (1) Bd. 5 (1871), S. 124—141 oc 
Mathematical papers, London 1882, S. 38—54. 

15) Nr. 275 B. 3, S. 41. Der Beweis stammt von John C. Moo 

16) Nr. 276, S. 42 und B. 6, S. 44. G. Maclaurin bemerkt (Phi 
sophical Transactions of the London Royal Society, Bd. 39 (1735/ 
S. 163), daB er diese Erzeugungsweise der Kegelschnitte schon 17 
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gefunden hat, aber er verSffentlichte sie erst 1735 als Anbang zu einer 
anderen AbhandlaDg (Pbilos. Trans. London, Bd. 39 (1735/6), S, 143). 
Der Anlafi znr Vereffentlichnng dieser Arbeit nnd des Schriftstiickes 
von 1722^ war die Schrift von W, Braikenridge „Exercitatio geometrica 
de descriptione curvarnm^, London 1733 nnd eine Abbandlnng des- 
selben Yerfassers in Philos. Trans. London, Bd. 89 (1735/6), S 25—86. 
A, 8chlamp konstruierte einen Apparat znr Erzengnng der Kegelschnitte 
nach Maclaurin (Progr. Nenes Gymnasium zu Darmstadt, 1908). F. Bingelr 
dey nntersuchte einen besonderen Fall der Erzeugnngsweise der Kegel- 
schnitte nach Braikem-idge nnd Maclaurin nnd zeigte, wie die drei 
festen Pnukte nnd die zwei festen Geraden liegen miissen, wenn man 
einen Kreis, eine gleichseitige Hyperbel oder eine Parabel erzengen 
will (Atti del quarto congresso internazionale dei matematici in Rf‘ma 
1908, Bd. 2, Roma 1909, S. 278 — 284; Jahresb. d dentsch. Math.-Ver., 
Bd. 18 (1909), S. 99—107). • 

17) Nr. 278, S 51. J. Steiner lenkte die Anfmerksamkeit der Geo- 
meter anf die voUstdndige Figur des Pascalschen Sechsecks (Annales 
de mathematiques pures et appliqn^es, hrsgg. von J. D. Gergonne, 
Bd. is (1827/8), S. 339/40 Oder J. Steiners gesammelte Werke, hrsgg. 
von K, Weierstrass, Bd. 1, Berlin 1881, S. 224:fb). Seine Satze erganzte 
J. Blacker (Journal fiir die reine nnd angew. Mathematik, Bd. 5 (1830)^ 
S. 27o/'80 Oder J. Pluckers gesammelte math. Abhandlungen, hrsgg. von 
A. Sclioenflies, Leipzig 189.5, S. 166/71; vgl. anch J. Steiner, Systematische 
Entwiekelnng der Abhangigkeit geometrischer Gestalten von einander, 
Berlin 1832, S. 311/2 oder ges. Werke, Bd. 1, S. 450/1) oder Ostwalds 
Klass. Nr. 83, Leipzig 1896, S. 140/1. Sp^ter haben 0. Hesse (J. reine 
angew. Math., Bd. 24 (1842), S. 43; Bd.’41 (1851), S. 269/71; Bd. 75 
(1873), S. 1/5 Oder 0. JTcsses gesammelte Werke, Miinchen 1897, S. 60/1; 
253/6; 585/90), 1\ B, Kirkman (Cambr. Dublin math. Journal Bd. 5 
(1850), S, 185/200), A. Cayley (J. reine angew. Math. Bd. 41 (1851), 
S. 66/72, 84 Oder Collected papers, Bd. 1, Cambridge 1889, S. 550/56) das 
System untersucht, ferner Grossmann (J. reine angew. Math. Bd. 68 
(1861), S. 174/78), K. G. Ghr. V. Staudt (ebenda Bd. 62 (1863), S. 142/50), 
A, Cayley (Quarterly Journal pure appl. math , Bd. 9 (1868), S. 348/53 
Oder CoD. papers, Bd. 6, Cambridge 1893, S. 129/34), 0. Hesse (J. reine 
angew. Math. Bd. 68 (1868), S. 194/6 oder Ges. Werke, Munchen 1897, 
S. 641/2), F. Grcefe (Diss. Bern 1879; Zeitschr fur Math. n. Physik 
Bd 25 (1880), S. 2J5/6; Erweitemngen des Pascalschen Sechsecks, Y\^ies- 
baden 1880; J. reine angew. Math. 93 (1882), S. 184/7). Ygl. ferner 
0. Hesse, Yorlesungen aus der analytischen Geometrie der geraden 
Linie, des Pnnktes nnd des Kreises in der Ebene, 4. Aufl., Leipzig 1906, 
S. 155/82; J, Steiners Yorlesungen nber synthetische Geometrie, 2. Teil 
Die Theorie der Kegelschnitte, bearb. von H. Schroter, 3. Aufl. durch- 
gesehen von J2. Sturm, Leipzig 1898, S. 121/32 nnd 6il/2; F. lAnde- 
marwi, Yorlesungen nber Geometrie, mit besonderer Benntzung der Yor- 
trage von A, Clebsch bearb. nnd hrsgg,, 2. Aufl., Bd. 1, 1. Teil, 1. Liefe- 
rung, Leipzig 1906, S. 275—304. 

A Ca'^ey leitete die Eigenschaften der Figur aus der Projektion 
der fiinfzehn Durchschnittslinien von sechs Ebenen ab; ebenso X. Cre- 
mona (Atti R. Accad. Lincei, Memorie mat., 3, Serie, Bd, 1 (1876/7), 
S. 864/74), die sogleich zu erw§»hnenden neuen Ergebnisse von Gius. 
Veronese durch Projektion der funfzehn Geraden einer Flache dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt aus diesem. 

Die Dualitdt zwischen den entdeckten Eigenschaften der Figur des 
vollstdndigen Pascalschen Sechsecks ist durch Gius. Veronese n§»her be- 
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stimmt worden in „]Sruovi Teoremi sull’ Hexagraminum Mysticum" 
(Atti R. Accad. Lincei, Memorie mat., 3. Serie, Bd. 1 (1876/7), S. 649^703). 
Die Untersuchungsmethode ist die der perspektiven Dreiecke wie in 
"Nr. 277 nnd 278 des Textes; sie wird erweitert in der Bt trachtung der 
27 Dreiecke, die von dreimal drei Pnnkten A, , Ag, Ag ; 
anf drei Geraden aus eiiiem Punkte gebildet werden; diese Dreiecke 
bilden 36 Temen paarweise perspektiver Dreiecke, nnd die Perspektiv- 
Acheen jeder Teme gehen durch einen Punkt; die so erhaltenen 36 Punkte 
liegen zu vier in 27 Geraden. Femer seien gegeben vier Dreiecke nnd 
vier Vierecke, das erste mit dem zweiten, das zweite dem dritten, das 
dritte dem vierten nnd das vierte dem eraten perspektiv liegend — wenn 
die vier Perspektivzentra der Dreiecke in einer Geraden sind, so geben 
die Perspektiv- A chsen durch einen Pnnkt nnd fur die Yierecke liegen 
die vier aus ihren Dreiecken also entspringenden Punkte in einer Ge- 
laden; nnd aus zwei perspektiven Dreiecken A, wird 

durch die Ecken B^ Cg , B^ Oder A, Ci Ag , Cg oder B uud Aj B ^ , 
AgJ5i Oder G ein drittes zu beiden perspektives Dreieck gebildet nnd 
gezeigt, da6 die drei Perapektivzentra in einer Geraden liegen. 

Nach Ableitnng der 10 konjugierten Paare der Steinerschen Punkte 
G nnd der 60 den Pascalachen Geraden p zugeordneten Kirkmauachen 
Punkte H folgen die wichtigen Satze: Die GO Geraden p und die 60 
Bunkte H hilden seeks Figuren tc von je 10 Punkten S, die zu drei auf 
entsprechenden Geraden liegen; durch jeden Punkt H gehen drei Ge- 
raden p. Die Zuordnung zwischen einer Geraden p und einem Punkt H 
vollzieht Veronese folgendermafien; Von den 15 Verbindungslinien der 
6 Punkte eines Kegelschnitts laBt er die sechs Seiten eines Sechsecks 
weg; aus den ubrigen 9 Verbindungslinien kann man drei Sechsecke 
bilden, deren Pascalsche Geraden p sich in jenem Punkt H schneiden, 
der der Geraden p des unterdruckten Sechsecks zugehort. Aus jedem 
der drei Sechsecke kann man drei andere ableiten, dock sind von diesen 
9 Sechsecken nur 6 neu: so ergeben sicb die 10 Sechsecke einer Figur it, 
und man kann zeigen, dafi sie sich bei dem eben genannten Verfahren 
untereinander reproduzieren. 

Zwei dieser Figuren it haben vier Punkte G in einer Geraden j 
und die vier entsprechenden Geraden g aus einem Punkte J gemein; 
dazu sechs der 45 Punkte P, in denen sich die 15 Fundamentalgeraden 
inPaareu schneiden, die zu'drei in vier Geraden^ liegen. Diese gehSren 
einzeln den vier ubrigen Figuren it an und gehen durch jene vier 
Punkte G. Drei der Figuren it haben einen Punkt G und die ent- 
sprechende Gerade g gemein. Die 45 Punkte P bilden 15 Dreiecke 
die den 15 Paaren k der sechs Figuren it entsprechen; durch die 
Ecken von ^ik gebt keine der Geraden g der System e i,k\ die 30 Punkte P 
einer Figur it werden von den Ecken der Dreiecke der 10 Paare 
aus den funf andern gebildet. Die 12 Geraden g durch die Ecken von 
schneiden sich 8mal zu dreien in vier Punkten G und in vier Punk- 
ten jff; jene liegen in den vier Geraden g, diese entsprechen vier Ge- 
raden p beider Figuren it. In zwei Figuren it gibt es zwei Vierseite 
aus Geraden p, deren Ecken Punkte R sind und deren Seiten sich 
paarweise in Punkten P des Dreiecks A^. der beiden Figuren und in 
Punkten G ihrer Geraden j begegnen. Ihre 12 Ecken liegen in Paaren 
auf sechs Geraden die paarweise durch die Ecken des Dreiecks A^jj. 
gehen und mit seinen Seiten harmonische Gruppen bilden, so dafi alle 
sechs in vier Punkten zu dreien zusammentreffen ; es gibt 90 solche 
Geraden und durch jeden Punkt R gehen drei von ihnen ; die Anzahl 
der Punkte ist 60 und in jeder Geraden v^^ liegen zwei. Die vier 
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Punkte G einer Geradeu j und die Sclinittpmikte Y derselben mit zwei 
Seiten des Dreiecks ^ik der zugeliSrigen Figuren % bilden eine Invo- 
lution. Drei Punkte , die den Geraden p eines Punktes G entspre- 
cben, liege a in emer Geraden g\ die vier Geraden g zweier Figuren ?r 
und zwei der Geraden aus ihrem Punkte J nacb Ecken des gemeinsamen 
Dreiecks bilden drei Paare einer Involution. Zwei Figuren % ent- 
balten zwei Vierecke von Punkten H paarweise in vier Geraden g aus 
dem zugehSrigen Punkte J, und die Perspektiv-Acbsen ihrer Dreiecks- 
paare sind die Linien p, die in den vier andern Systemen tc durch die 
ersten bestimmt werden. Ihre Polaren in den beiden Figuren at be- 
gegnen sich paarweise in den vier Punkten G der Geraden j derselben 
und in den vier Perspektivzentren ihrer Geraden g, Somit entspre- 
chen die Punkte Z^ den Geraden p und filnf der Figuren at hestimmen 
daher die sechste. 

Die drei Punkte Z^ , die den p aus einem H entsprecben, liegen 
in einer Geraden 2 ^ ; solcher gibt es 60, durch jeden Punkt Z^ gehen 
drei und sie begegnen sich uberdies zu drei in den 20 Punkten G. Sie 
entsprechen einerseits den p, andrerseits den if. Die 90 Geraden 
fichneiden sich paarweise in 180 Punkten F, die zu drei in den 60 p 
liegen und in jeder derselben mit den drei JS Paare einer Involution 
bilden. Die Z^ und bilden wie die R und p seeks Figuren at' Don 
je zehn Paaren von Polarsystemen. Die Punkte G und J und die Ge- 
raden g,j und sind den Systemen (Rp) und {Zz\ gemein, Funf 
dieser Systeme hestimmen ein sechstes der jedesmal andern Art. Und 
so fort. 

Das Rexagramm setzt sick aus unendHich vielen Systemen {Zz) zu- 
sammen, deren jedes aus seeks Figuren at besteht, Don denen fdnf eine 
Figur des Dorhergehenden und eine des folgenden Systems hestimmenj 
mit Ausnakme von {Rp), wo filnf Figuren at die sechste desselben Systems 
und eine des Syste^ns {Zz)^ hestimmen. Die Punktepaare Z^Z^, Z^Z^,,,, 
bez. Strahlenpaare z^z^., z^z^,... in einer g (bez. um einen G) bilden 
Involutionen , mit den zugehOrigen Punkten E und J bez. den zuge- 
hSrigen Strahlen p und g als Doppelementen; usw. 

Erw§.hnt seien noch die Arbeiteo von L. Klug, Die Konfiguration 
des Pascalschen Sechaecks im allgemeinen und in \ier speziellen Fallen, 
Elausenburg 1898, und in den Monatsheften fur Mathematik und Physik, 
Bd. 14 (1903), S. 74/91. 

Der Absicht, zweekmaCige Bezeichnungen fur die erwabnten und 
fCir andere in der Pascalschen Konfiguration auftretende Punkte und 
Geraden zu geben, sind Arbeiten von A. Cayley (Quart. Journ. pure 
appl. math., Bd. 9 (1868), S. 268/74 Oder Coll, papers, Bd. 6, Cambridge 
1893, S. 116/22) und von Christine Ladd- Franklin (American Journal 
-of math, Bd. 2 (1879), S. 1/12) gewidmet. 

18) Nr. 279, S. 54. Der Satz in B. 4 ist von W, S. Burnside. 

19) Nr. 279, S. 64. Der Satz in B. 5 riihrt von Egberts her. 

20) Nr. 285, S. 65. Eine vollstandige Theorie der Kegelschnitte 
aus den prqjektiven Grundeigenschaften begaun M. Chasles „Trait€ ties 
sections coniques^, Paris 1866, ohue Fortsetzung. Vgl auch J. Steiner 
Vorlesimgen iiber synthetische Geometrie, 2. Teil, Die Theorie der 
Kegelschnitte, bearb. von R. Schroter, 3. Aufl., durchgesehenvon E, Sturm, 
Leipzig 1898. 

21) Nr. 285,1, S. 65. Die Ausdrucksweise des Satzes in B 1 gab 
E. Townsend in dem Werke: „Chapter3 on the modem geometry" 
Bd. 2, Dublin 1865, S. 165. Vgl. die elegante Behandlung eines allge- 
meinen Problems iiber projektive Buschel von 0, Resse in Journ. reine 
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angew. Math., Bd. 62, (1863), S. 188 oder Gesammelte Werke, Miinchen 
1897, S. 507 und im allgemeinen liir diesen Gegenstand desselbea 
Autors sckon genannte „YorlesTingen“ (3—7). 

2‘2) Nr, 286, 2 , S. 68. Vgl. § 38 des in Anm. 20 erwahnten Steiner- 
scben Werkes, femer C. Pelz, Sitzungsber. der kgl. bOhm. Gesellsch. 
der Wissensch. in Prag, 1879, S. 205/46, C. Grans, Synthetisch-geome- 
triscbe Theorie der Krdmniung von Knrven und Flacben 2. 0., Stuttgart 
1886, S 19/28; K, Bohn, Jahreab. d. dentsch. Math.-Yer. 18 (1909), S 402/5. 

23) Nr. 287, s, S. 70. M. Chasles, Aper 9 u bistorique sur Torigine 
et le d^veloppement des m^thodes en g^ometrie, 2. Aufl. Paris 1875, 
S 336 Oder die deutscbe Auagabe der 1. Aufl., hrsgg. von L, A. SohncJce, 
Halle 1839, S. 351. 

24) Nr. 289, S. 75. Scbon G. JDesargues (Brouillon project d’une 
atteinte aux ^venemens des rencontres d’un c6ne avec un plan, Paris 
1639; ffiuvres, brsgg. von AT. G. Poudra, Bd. 1, Paris 1864, S. 188) be- 
merkte, dafl die Punktepaare, in denen ein beliebiger Kegelschnitt und 
die zwei Paare von Gegenseiten eines eingeschriebeneft Yierecks von 
einer beliebigen Geraden getroflfen werden, eine Involution bilden. 
Clh. Sturm (Annaies de matbem. pures et appliqu Bd. 17 (1826/7\ S. 180) 
erweiterte den Satz zu der im Text ausgesprocbenen Passung. Desargues 
ist ilberhaupt der Entdecker der Involution und bat diese scbon sebr 
vollstandig entwickelt. 

25) Nr. 296, B. 3, S. 90. Der Satz riibrt von B. Townsend ber. 

26) Nr. 298, S. 93. Pur den Fall, daB der Kegelscbnitt ein Kreis, 

das Yieleck ein Dreieck ist und die drei festen Punkte in einer Geraden 
liegen, bat scbon Pappus {2vvoiy<oyi^ Bu<*b 7, prop. 117; 

pappi Alexandrini Collectionis quae supersunt e libris manu scriptis, brsgg. 
von F. Sultsch, Bd. 2, Berlin 1877, S. 848/60) eine L6sung gegeben, bei 
beliebiger Lage der drei Punkte J. de Gastillon (Giovanni Salvemini da 
Castiglione) , Nouv. Mem. Acad. Berlin 7 (1776), brsgg. 1779, S. 269/83, 
dem G. Cramer die Aufgabe im Jabre 1742 vorgelegt hatte. Ebenda 
(S. 284/7) findet man eine rein algebraiscbe LOsung von J. L. Lagrange, 
die /. de Gastillon mitteilt. L. AT. M, Carnot vereinfacbte die von La- 
grange gegebene LOsung und debnte sie unter Beibebaltung des Kreises 
auf den Pall eines beliebigen Yielecks aus (G^ometrie de position, 
Paris 1803, S, 383/7). Auch L, Euler, N. Fuss, A. J Lexell, Th, Clausen, 
A. F. Mobius, A. Goyley baben sich mit der Aufgabe iiir den Pall des 
Dreiecks bescbaftigt. Eine analytiscbe Losung bei Kreis und beliebi- 
gem Vieleck hat vor Carnot scbon 8 . EHuUier (Mem. Acad. Berlin, 
Jabrg. 1796, brsgg. 1799, S. 94 — 112) gegeben; die erste geometriscbe, 
aber etwas verwickelte Losung dieses Palles der Aufgabe stammt von 
A. Giordano [Mem. mat. fis. Soc. ital. delle scienze (1) 4 (1788), S. 4 — 1 7], 
nnd unabbangig von diesem gelangte G. F. Malfatti [ebenda S. 201/6] 
zur gleicben LSsung. Man bezeicbnet diese Aufgabe baufig als das 
OUaianosche PrMem nacb dem m der Nabe des Vesuv gelegenen 
Stadtcben Ottaiano, dem Geburtsorte von A. Giordano, Bei .beliebigem 
Kegelschnitt wurde die Aufgabe von Ch. J. Brianchon, J, D, Gergonne, 
J. V, Poncelet, A, Gdpel, J. Steiner bebandelt. Der an gegebene Beweis 
der Ponceletscben Konstruktion ist von Townsend, Nabere Literatur- 
angaben findet man bei M. Bruckner, Das Ottaianosche Problem, Progr. 
Zwickau 1892, bei E. Kotter, Jabresb. d. deutscb Math -Yer. 6^ (1898), 
Leipzig 1901, S. 143/8, sowie in dem Artikel von F. JDingeldey fiber 
Kegelscbnitte in der Enzyklopadie der mathematiscben Wissenschaiten, 
Bd. 3, Teil 2, S. 44/5 oder franzosiscbe Bearbeitung, Paris und Leipzig 
1911, S. 102/3.. 
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27) Nr. 300, S. 99. Ygl. liierzu J. Flacker^ Analytisch-geometrisclie 
Entwicklungen, Bd. 2, Essen 1831, S. 61/4, sowie J. reine angew. Math. 
10 (1833), S. 84/5 [1832] oder Ges. wissensch. Abhandl j Bd. 1, hragg, 
Yon A. Sehoenflies, Leipzig 1896, S. 290/1. Die Wurzeln dieser projektiven 
Anschauung gehen zu J. F. Foneelet nnd Fh. de la Hire zuruck. 

28) Nr. 300, 8, S. 102. Vgl. H. Fame, Nouv. Ann. math. (1) 20 
(1861), S. 66 nnd L. Cremona ebenda (2) 3 (1864), S. 23/5 oder Opere 
matematiche, Bd. 2, Mailand 1916, S. 169/70. 

29) Nr. 300, 8, S. 102. Ygl. H. Schroter, Math. Ann. 5 (1872), S. 60/63 
[1871], sowie H JDurhge ebenda, S. 83/94. Insbesondere entwickelt 
Schroter die Eigenschaften der Brennpnnktskurve der Kegelsehnittschar. 
Die TF. FiedlerachQ Entwicklung des Satzes von dem Erzeugnis der 
projektiven Involntionen mit sich selbst entsprechendem Scheitelstrahl 
ist die darstellend geometrische; man findet sie bei TF. Fiedler „Die 
darstellende Geometric in organischer Yerbindung mit der Geometrie 
derLage“, 3. Aufl , 2. Bd., Leipzig 18ii6, S. 182; im 3. Bd., Leipzig 1888, 
§§ 54 f. desselben Werkes wird die darans entspringende Theorie der 
Kurven dritter Ordnung weitergefuhrt. 

30) Nr. 301, 3, S. 104. Die Losung der Aufg 3 ist von TF. S. Burnside. 

31) Nr. 301, 6, S. 106. Diese Ableitung gab TF B. Hamilton. 

32) Nr. 302, S. 107. Dieser Satz ist von L. N. M. Carnot (Gdo- 
metrie de position, Paris 1803, S. 453) gegeben worden. Ygl. anch 
F. Bohillier, Ann. math, pures appl. 18 (1827/8), S. 321/3. 

S3) Nr. 302, S. 107. ^ Dieser Satz findet sich schon bei G. Ceva, 
De lineis rectis se inviceni secantibns statica constructio, Mailand 1678. 
Vgl. anch M, Chasles, Aper 9 u historiqne sur I’origine et le ddveloppe- 
ment des methodes en geometrie, 1. And , Brussel 1837, Note 7; aus 
dem FranzSsischen iibertragen dutch L. A. Sohnelce, Halle 1839, S. 301. 

34) Nr. 302, S. 107. Eine von 0 . Hermes in seinem Programm von 
1860, Die Verhaltniskoordinaten in der Ebene, gegeben e Gleichung, 

36) Nr. 303, S. 110. Die Scbar. der Parabeln, die die Seiten eines 
Dreiseits bertihren, wurde hauptsachlich von J. Steiner behandelt (vgl. 
J. reine angew. Math. 2 (1827), S. 191 nnd Ann. math, pures appl. 19 
(1828/9), S 69 Oder Ges. Werke, Bd. 1, Berlin 1881, S. 134 und 207) 
und, zum Teil in anderer Richtung, von J. FliicJcer, Analytisch-geome- 
trische Entwicklungen, Bd. 2, Essen 1831, S. 202 ff. und 216 ff. 

36) Nr. 303, 2, S. 110 — eine von A. Hart hernihrende Gleichung. 
Die Bebandlung der Ellipse zu drei Tangenten mit dem Mittelpunkt 0 
und den Halbachsen a, b mit Hilfe der exzentrischen Anomalie der 
Beruhrungspunkte gibt nach TF. F. Walker (Quart. Joum. pure appl. 
math. 7 (1866), S. 120 [1864]) den Satz: Fiir F,Q,B als Seitenmitten 
des Tangentendreiecks und o:,j5,y als die exzentrischen Anomalien der 
Beruhningspunkte ist die Placbe des Dreiecks QOB gleich tg 

Man leitet daraus den Satz von H. Fame ab, dafi das dutch die Po- 
laren der Seitenmitten eines Tangentendreiseits gebildete Dreiseit fur 
alle eingescbriebenen Kegelschnitte konstanten Inhalt hat. Fiir einen 
allgemeineren Satz fiber die Flachen solcher Polardreiecke vgl. Nr. 373, 8. 

37) Nr. 303, 6, S. ill. Dieser IJbergang wurde von Hart gezeigt. 

38) Nr 304, S. 111. Ygl. TF. A. Whitworth, The Oxford, Cam- 
bridge and Dublin Messenger of Mathematics, 1. Reihe, Bd. 3 (1866), 
S. 71 ff. 

39) Nr. 304, i, S. 113. Die gegebene Lfisung ist von P. Serret, 
Nouv. Annales de Math. (2) Bd. 4 (1866), S. 147/61. 

40) Nr. 304, 2, S. 114. Ebenda S. 161/9. 

41) Hr. 304, 3, S. 116. Ygl. K. G. Chr. von Staudt, tJber die Kurven 
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zweiter Ordnung, Nurnberg 1831, S. 23. Der Satz findet sicb auch bei 
L 0. Eesse, Diss. KcJnigsberg 1840 oder J. reine angevr. Math 20 (1840), 
S. 301/2 Oder Ges. Werke, Miinchen 1897, S. 41/2. J. Steiner (J. reine 
angew. MatL 8 (18*28), S. 212 o’der Ges. Werke, Bd. 1, Berlin 1881, 
S. 179) hat den Satz: Schneidet man die drei Diagonalen eines voll- 
standigen Yierecks mit einer Geraden nnd konstruiert man in jeder 
Diagonale den vierten harmonischen Punkt zn dem eben genannten 
Scbnittpunkt nnd den Enden der betreftenden Diagonale, so liegen 
diese diei nenen Pnnkte in einer Geraden. 

42) Nr. 304j 6, S. 116. Kin Satz von A. F. Mohius, J. reine angew. 
Math. 26 (1843), S. 29/30 Oder Ges. Werke 1, Leipzig 18^6, S. 587. 
Mohius hat die Beziehung sofort in die Gleichniig zwischen den 
Eadienvektoren nnd den L'ingen von vier Ortern eines Planeten nmge- 
setzt usw. 

43) Nr. 304, 6, S. 116. Satz von J J. Sylvester, London-Edinbnrg- 
Dablin philos. mag. (4) 31 (1866), S. 3S04 oder Papers 2, Cambridge 
1908, S. 659/62: Beweis von W. S. Burnside, 

44) Nr. 304, 12 , S. 118. Vgl. A. Cayley, J. reine angew. Math. 68 
(1868), S. 178/9 [1867] oder CoU. math, papers, Bd. 7, Cambridge 1894, 
S. 125. 

46) Nr. 306, S. 120. Diese Methode wurde von F, Joachirnsthal 
eingefiihrt, J. reine angew. Math. 33 (1846), S. 373. 

46) Nr. 309, 2 , S 125. Vgl. G, W, Hearn, Researches on curves 
of second order, London 1846, S. 36 if.; A. Bayley, Quart. Journ. pure 
appl, math. 8 (1867), S. 220/2 oder Coll. math, papers, Bd. 6, Cambridge 
1893, S. 51/2 

47) Nr. 309, 3, S. 127. Naheres findet man bei A. Cayley, Cam- 
bridge and Dublin math. Journ. 6 (1860), S. 148/5-J oder Coll. math, papers, 
Bd. 1, Cambridge 1889, S. 496/9; Quart. Journ pure appl. math. 6 (1864), 
S. 25 ff. oder Coll. math, papers, Bd. 6, Cambridge 1892, S 260 ff. 

48) Nr. 312, S. 132. Vgl. z. B. O. Hesse, Vier Vorlesungeu aus 
der analytischen Geometric, Leipzig 1866, S. 16 oder Zeitschr. f. Math, 
und Phys. 11 (1866), S. 384. 

49) Nr. 312,5, S. 134. Vgl. die an unbewiesenen Satzen reiche 
Abhandlung von J, Steiner, J. reine angew. Math. 45 (1853), S. 1«9 — 211 
oder Ges. Werke 2, Berlin 1882, S. 445 — 468. Fur volLstandige geo- 
metrische Ableitung sehe man die Abh. von W. Fiedler, Acta mathe- 
matica 5 (1884), S. 331—408. 

60) Nr. 312, 8, S. 135. Vgl J. Steiner, J. reine angew. Math. 1 
(1826), S. 178/80 Oder Ges Werke 1, Berlin 1881, S. 35/7. Einen geo- 
metrischen Beweis gab A. S. Hart, Quart. J. pure appl. math. 1 (1857), 
S. 219/21 [1865]. Nach Steiners Anleituug gab H. Schroter einen Beweis 
J. reine angew. Math. 77 (1874), S. 230/44, ferner F, G Affolter, Math. 
Ann. 6 (1873), S. 597 — 602. Die Steinersche Verallgemeinerung auf drei 
paarweise zu beruhrende Kreise statt der Seiten des Dreiecks hat 
W. Godt behandelt, J. reine angew. Math. 84 (1878), S. 259/63 [1877]. 
Man vgl. auch die analytischen umfassenden Untersuchungen von 
A. Cayley, Philos. Trans. London Roy. Soc. Jahrgang 1852, S. 253/78 
Oder Coll. math, papers, Bd. 2, Cambridge 1889, S. 57—86; femer 
F, Mertens, Denkschr. der Akad. der Wissensch. in Wien, math.“nat>irw. 
Klasse, Bd. 36, 2 . Abt. (1876), S. )95 — 234 [1875]. Ausfuhrliche Lite- 
raturangaben findet man bei M. Simon, tJber die Entwicklung der 
Elementar- Geometric im 19. Jahrhundert, Leipzig 1906, S. 146/50. 

51) Nr. 313, 8, S 137. Vgl. J. Pliicker, Andlytisch-geometrische 
Entwicklungen, Bd. 2, Essen 1831, S. 198. 
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62) Nr. S14:, S. 138. Der Satz von Carnot findet sicli in dessen 
O^ometrie de position, Paris 1803, S. 293, der Satz von Chasles in 
dessen Traite des sections coniques 1, Paris 1865, S. 27 

53) Nr. 314, 4 , S 139. Vgl. /. Steiner, Annales de math^matiqnes 19 
(1828/y), S 3 [1828] oder Ges Werke, Bd. 1, Berlin 1881, S 184. 

54) Nr. 3 1 6, S. 142. Diese Methode gab S Aronliold, J. reine angew. 
Math. 61 (1^63), S. lOl/B [1862J. Vgl. auch S. Gimdelfinger, Annali di 
mat. para ed appl. (2) 6 (1871/3), S. 225/6, sowie dessen „Vorlesungen 
aus der analytischeu Geometric der KegeUchnitte", hrsgg. von F. Bingel- 
dey, Leipzig 1895, S 33/7; ferner M. Pasch, Arch. Math. Phys. (3) 25 
(1917), S 231/6 [1915]. 

55) Nr. 317, 2 , S. 144. Vgl. /. Steiner, Ann. math, piires appl. 19 
(1828/9), S. 41 f. nnd S. 47 [1828J oder Ges. Werke, Bd. 1, Berlin 1881, 
S. 194 und 198. 

56) Nr. 321, 3, S. 153. Vgl. K, TV. Feuerbnch, Eigenschaften eini- 
ger merkwurdiger Punkte des geradlinigen Dreiecks, Narnberg 1822, 
S. 38. Der folgende Beweis ist von /. Casey, und die Ausdehnung aaf 
die Kreise des Apollonischen Problems, die er gleichfalls bewcist, war 
von Hart gegeben. 

67) Nr 322, S. 155. Fur den Pall, daB die Polaren dutch die einer 
bestimmten Richttmg zugehorigen konjugierten Durchmesser gebildet 
werden, also einem unendlich fernen Pol zugehSren, findet sich dieser 
Satz bei 6r. Lame, Ann, math, pures appl. Bd. 7 (l’<16/7), S. 233 und 
Examen des diffectmtes methodes employees pour r^soudre lesproblemes 
de g^om^trie, Paris 1818, S. 34. Allgemein hat den Satz J, V, Poncelet, 
Traits dos propri^t4s projectives des figures, 1. Aufl., Paris 1822, S 213, 

2. Aufl, Bd. 1, Paris 1865, S. 206. 

68) Nr, 322, 4, S. 157. Der Satz ist von W. S. Burnside 

59) Nr. 322, 5, S. 157. Dieser Satz riihrt her von Williamson und 
ist eine Form der Konstruktion von Kurven vierter und#dritter Ord- 
nung aus projektiven Involutionen mit selbst entsprechendem Scheitel- 
strahl. 

60) Nr. 326, S. 16S. Vgl, A. Cayley, A fifth memoir upon quantics, 
Philos. Transactions London, Bd. 148 (1858), London 1859, S. 429 — 463 
oder Collected math, papers Bd. 2, Cambridge 1889, S 627 — 557, femer 
W. Fiedler, Die Elemeate der neueren Geometric und der Algebra der 
binaren Formen, Leipzig 1862. Pur ein eingehenderes Studium der 
Invariautentheorie der binaren Formen verweisen wir auf A. Clebsch, 
Theorie der binaren algebraischen Formen, Leipzig 1872; G. Salmon, 
Vorlesungen hber die Algebra der linearen Transformationen, deutsch 
bearb. yon W. Fiedler, 2. Aufl,, Leipzig 1877; F, Fad di Bruno, Ein- 
leitung in die Theorie der binaren Formen, deutsch bearb. von Th. 
Walter, Leipzig l^8l; P (rordaw, Vorlesungen uber Invariantentheorie, 
hrsgg. von G. Kerschensteiner , Bd. 2, Leipzig 1887; A. Clebsch, Vor- 
lesungen uber Geometrie, bearb. und hrsgg von F. Lindemann, Bd. 1, 

3. Abteilung, 1. Aufl. Leipzig 1876, 2. Aufl. Leipzig 1906—1910; W.Fr, 
Meyer, Allgemeine Formeu- und Invariautentheorie, 1. Bd., Binare 
Formen, Leipzig 1909 (Sammlung Schubert Nr. 33). Fur ternare Formen 
kommt noi-h in Betracht E, Study, Methoden zur Theorie der tem§.ren 
Formen, Leipzig 188 J. 

61) Nr. 326, S. 170. Vgl. B. Baltzer, Theorie und Auwendung der 
Determinanten, 5. Aufl., Leipzig 1881, S. 136/6. 

62) Nr. 327, S. 172. Man stmliere die Abhandlung von S. Aron- 
hold, J. reine angew. Math. 62 (1863), S. 281 — 345 

63) Nr. 333, 2 , S. 184. Vgl. A. Cayley, A fifth memoir upon quan- 
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tics, Philos. Trans. London, Bd. 14S (1858), London 1869, S. 438 oder 
Collected math, papers, Bd. 2, Cambridge 1889, S. 637. 

64) Nr. 334, S. I?r4. Ygl. G. Battaglim, Giorn. di mat. 2 (1864), 
S. 170—179, 193—202, 243—263, 340—361 mid 3 (1865), S. 24—31, 61—59, 
218-227. 

06) Nr. 335, S. 187. Diese DarsteUung ist einem Manushripte ent- 
nommen, das W. Fiedler nach dcm Erscheinen seiner in Anm, 60 ge- 
nannten Schrift vom Jahre 1862 von A. Clehsch erhalten hatte. Vgl. 
anch das Werk des Letztgenannten .,Theorie der binaxen algebraischen 
Pormen", Leipzig 1872. 

66) Nr. 386, S. 190. Far die I'lieorie der Involution ist wichtig 
die Abhandlung von A, Cayley, Transact. Cambridge Philos. Soc., 11, 
Teil 1 (1866), S. 21—38 [1863 1 oder Collected math, papers, Bd. 6, Cam- 
bridge 1892, S. 296—312. Ygl. ferner G. Salmon, Yorlesungen Tiber die 
Algebra der linearen Transformationen, dentsch bearb. von W Fiedler, 
2. Anfl., Leipzig 1877, S. 210ff. Ygl endlich die Abhandlnngen von 

R. Wiener, „Rein geometrische Tbeorie der DarsteUung binarer Formen 
durch Punktgmppen auf der Geraden“, Darmstadt 1886 sowie ,,Geo- 
metrische Invariantentheorie der binaren Formen Jahresb. d. dentsch. 
Math.-Yer. 17 (1908),* S. 291—313. 

67) Nr. 338, 1 , S. 193. Das Beispiel ist von L. Cremona, 

68) Nr. 340, S. 198. Ygl. die Abhandlung von P. Gordan, J. reine 
angew. Math. 69 (1868), S. 323/54, ferner I). Hilbert, Nachr. d. Ges. d. 
Wissensch. zu Gottmgen, Jahrg. 1891, S. 232 ff. 

69) Nr. 343, S. 203. Auf d-c 01c:''Vr.rg 3. Grades fiir X hat zuerst 
6r. Lame hingewiesen in seiner "'(m ''"i *r er des differentes methodes 
employees pour resoudre les problemes de geometrie, Paris 1818, S. 71/2; 
vollstandig angegeben hat sie J. Bliicker, Analytisch-geometrische Ent- 
wicklungen, Bd. 1, Essen 1828, S. 241. 

70) Nr.^345, S. 206. Ygl. K. Kemmer, Kriterien der Realitat fur 

die Schnittpunkte von Linien zweiter Ordnung, Diss. GieUen 1878, sowie 
W. F, Story, Amer Journ. math. 6 (1884), S. 225/34; vgl.-auch F. Ger- 
baldi, Kendiconti circ mat. di Palermo 1 (1887), S. G. Sforza, 

ebenda Bd, 2 (1888), S. 172/6. Bei S. Gundelfinger, Yorlesungen aus der 
analyt Geom. der Kegelschnitte, hrsgg. von F, Dingeldey, Leipzig 1895, 

S. 371/7 werden die Kriterien fur die Realbat und das Zusammen fallen 
der Gnmdpunkte des Kegelschnittbilschels mit Eilfe einer Kombinante 
des Buschels gegeben. Dieses Buch enthiilt eine geschlossene Entwick- 
lung und DarsteUung der metrischen Cntersuchungen in all^emeinen 
projektiven Eoordinaten. Sein zweiter Abschnitt bebandelt die Kegel- 
schnitt-Buschel und Scharen, ferner die Netze und Gewebe; ein Anhang 
enthalt zahlreiche Aufgaben mit ihren LOsungen. Ygl auch B, Gerlach, 
Die Metrik in projektiven Koordinaten, Diss. Zurich 1899. 

71) Nr, 345, s, S. 209. Ygl. W, Fiedler, Archiv Math. Phys. (1) 
39 (1862), S. 20/3. 

72) Nr. 347, 2 , S. 212. Ygl. 0, Hesse, Yier Yorlesungen aus der 
analytischen Geometrie, Leipzig 1866, S. 19/22, 31 oder Zeitschr. Math. 
Phys. 11 (1866), S. 387/90, *399 ; P. Serret, Geometrie de direction, Paris 
1869, S. 130/1. 

73) Nr. 348, S. 215 und Nr. 349, S. 216. Die Bedeutung der linea* 
ten Bedingung fiir die KoeiBzienten der Gleichung einer Kurve zweiter 
Ordmmg ist von 0. Hesse zuerst gefunden w orden (J. reine angew. 
Math. 45 (1863), S. 83/7 [1862] oder Ges. Werke, Milnchen 1897, S. 298/303), 
und zwar hat Hesse den luhalt seiner sich hierauf beziehenden Ab- 
handlung, wie J. L'd/roth in der Gesamtausgabe von Hesses Werken 
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(S. 700) bemerkt, scbon am 1. Dezember 1837 in sein Diariiim 1837/44 
aufgezeichnet. An die Erganzungen G. Salmons in Nr. 348, i knupfte 
JET. J. 8. Smith in einer wichtigen Abhandlung (Proc. London math. JSoc. 
(1) 2 (186(5/9), S. 85/100 Oder Papers 1,' Oxford 1894, S 524/40) an, die 
die Losung der Probleme in Nr. 349 enthalt. Nnr die Konstniktion der 
besonderen Aufgabe 7, S. 219 f. wurde schon friiher von E. de Jonqaieres 
(Nouv. Ann. math. (1) 14 (1855), S. 435/40) gegeben. Man vergleiche 
auch das Buch von H. Ficquet, £tude g($ometriqne des syst5mes ponc- 
tuels et tangentiels de sections coniques, Paris 1872; ferner besonders 
fiir die algebraische Behandlung die Arbeit von J. Bosanes, „tJber 
Systeme von Kegelschnitten“, Math. Ann. 6 (1873), 8,264/312 [1872], 
Ferner sei noch genaunt das Werk von W, F. Meyer, Apolaritat nnd 
rationale Kurven, Tubingen 1883- Die im Texte erwahnten Redewen- 
dnngen harmonisch umgeschrieben bez. eingeschrieben stammen von 
Smith] Bosanes nennt die betreffenden Kegelschnittpaare konjugiert; 
die Ausdriicke stiitzen, tragen, rnhen, apolar hat Th. Beye eingefnhrt 
(Geometrie der Lage, 4. And., 1. Teil, Leipzig 1899, S. 266; J. reine 
angew. Math 78 (1874), 8. 97). 

74) Nr. 350, 8. 221. 8atz von H. Fame, Nouv. Ann. math. (1) 19 
(1860), 8. 234. Vgl. auch L. Fainvin ebenda 8. 294 und G. Salmon 
ebenda 8. 347/8; W. Fiedler, Zeitschr. fiir Alath. und Phys. 6 (1861), 
8. 140/6; J. Steiner, Vorlesungen uber synthetische Geometrie, 2 Teil: 
Die 'Iheorie der Kegelschnitte, bearb. von JT. Schrdter, 3. Aufl., hrsgg* 
von B, Sturm, 8. 178/9; S. Gundelfinger , Yorlesungen aus der analyti- 
schen Geometrie der Kegelschnitte, hrsgg. von F. Dingeldey, Leipzig 
1895, 8. 343/4. A. Cazamian (Nouv. Ann math. (3) 13 (1894), S. 229) 
verallgemeinerte den Satz von Fame und zog viele Folgerungen aus 
ihm (ebenda S. 324/48). Vgl. auch A. F, Torry, The Messenger of math. 
10 (1881), 8. 161/70. 

75) Nr. 350, 2 , 8. 222. Der Satz ist von Hart. 

76) Nr. 350, 3, 8, 222."' Das Ergebnis dieses Beispiels stammt von 

W. S, Burnside. ^ 

* 77) Nr. 350, 9, 8. 223. Das Beispiel findet man zuerst bei N. M. 

Ferrers, Quart. J. pure appl math.^ 7 (1866), 8. 22. 

78) Nr, 351, 8. 223. Mit der* Aufgabe, irgend einem gegebenen 
Kegelachnitt \ ein »t-Eck einzuschreiben, dessen n Seiten einem ande- 
ren gegebenen Kegelachnitt fcg umgeschrieben sind, hat sich J. V. Foncelet 
beschaftigt (Traite des-proprietes projectives des figures, 1. Aufl., Paris 
1822, 8. 358/62; 2. Aufl. Bd. 1, Paris 1865, 8. 347/50). Er gelangt zu 
dem Satz: Schreibt md.n einen gebrochenen Linienzug ein, dessen 
einzelne Geraden Jc^ beriihren, und schliefit sich dieser Linienzug nicht, 
so hat die Aufgabe keine LOsung; schlieflt er sich aber, so gibt es 
unendlich viele LOsungen, iudem sich alsdann mit jedem Punkt von 
als Anfangspunkt ein geschlossenes n-Eck zeichnen lafit. Zu Nr. 350 
und 351 vergleiche man die Note von F. Beltrami, Giorn. math. 9 
(1871), 8. 341/4 Oder Opere mat. Bd. 2, Mailand 1904, S. 182/7, die von 
der Betrachtungsweise in Nr. 291 ausgeht. Die Bedingung fur das ein- 
und umgeschriebene Dreieck mirde von A. Cayley mit Hilfe der Theorie 
der elliptischen Integrate gegeben (London Edinburg Dublin philos. mag. 
(4) 5 (1853), 8. 281/4; (4) 6 (1853), 8. 99/102, 376/7 Oder Coll. math, papers 
Bd. 2, Cambridge 1889, 8. 53^; 87/90, 91/2; Philos. Trans. London, 
Bd. 151 (1861), 8: 225/39 oder Coll math, papers Bd. 4, Cambridge 1891, 
8. 292/308; Comptes Rendus acad. sc. Paris 55 (1862), 8. 700 oder Coll, 
math, papers Bd. 5, Cambridge 1892, 8. 21/2). Pur Kreise und ein 
beliebiges Vieleck hatte G. G. J. JacoM die Bedingung mit Hilfe der 
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elliptischen Funktionen abgeleitet (J. reine augew. Math. 3 (1828), 
S. 381/9 Oder Werke Bd. 1, Berlin 1881, S. 284/93), fiir Kugelkreise 
F. J* BicheJot (J. reine angew. Math. 5 (1830), S. 250/67 [1829], 
Cayley beweist, daB, wenn die Qnadratmirzel ans der Diskriminante 
X® J. + 3x*H + 3x04-J5 Ton nach Poten^en von « entwickelt, 

einen Ansdmck von der Form a + + ergibt, die Bedin- 

gungen' fur die Moglichkeit eines dem Kegelscbnitt /*= 0 eingeschrie- 
benen und dem Kegelscbnitt ^ = 0 umgeschriebenen w-Ecks fiir 
w = 3, 4, 6, 6, 7, 8 durch die Ausdrdcke 

c = 0, (2 = 0, ee — d* = 0, df—e^=^0 
ceg d^g ^0^ dfh-^ 2efg~~-dg^ — e^’h — /^®=0» 

gegeben sind, die satntlich aus den Koeffizienten der Eeihenentwicke- 
lung gebildete Deteiminanten darstellen. Man vergleiche auch J, Bo- 
sanes und M. Fascli, J. reine angew. Math. 64 (1866), S. 126/66 [1864]; 
Th. Moutard im Anhang zu J, V, Poncelets Applications d’analyse et 
de geometric, Bd. 1, Paris 1862, S. 535/60; M Simon, J. reine angew. 
Mafii. 81 (1876), S. 301/23 [18751; S. Gundelfinger, J reine angew. Math. 
83 (1877), S. 171/4; G. S. Salpnen, Traite des fonctions elliptiques et 
de leurs applications, Bd 2, Paris 1888, S. 367/412; G. Kohn, Sitzungsb. 
Akad. Wien Bd. 100, Abt. II a ( 1801 ), S. 6/19 [1890]. J, Thomas (Berichte 
d. Ges. d. Wissensch. zu Leipzig, math.-phys. Klasse, Bd. 47 (1895), 
iB. 352/68) erledigt das Schliefiungsproblem, indem er eine symmemsche 
zwei-zweideutige V erwandtschaft zugrunde legt und rein geometrische 
Betrachtungen benutzt. Auch bei K. Bohn (Berichte d. Gres. d. Wissensch. 
zu Leipzig, math.-phys Klasse, Bd. 60 (1908), S. 94/131) bilden die eben 
genantiten Verwandtschaften den Ausgangspunkt seiner analyti«)Ch-geo- 
metrischen Betrachtungen. Er gibt bis n = 23 wirklich die Bedingun* 
gen an, die erfiillt sein rniissen, wenn der eine von zwei Kegelschnitten 
dem w-Eck eingeschrieben, der andere umgeschrieben sein soil. Aufier- 
dem betrachtete er w-Ecke, die einem Kegelscbnitt eingeschrieben 
sind, wahrend n — 1 Seiten je einen von n — 1 Kegelschnitten 
fcg, . . . . k„^i berdhren, die mit A’ einem und demselben Busc]?el 
angehSren; er zeigte, daB dann auch die letzte Seite stets einen Kegel- 
schnitt k^ des BQschels beruhrt. Bohn zeigt ferner, daB bei Anderung 
der Reihenfolge der von den einander folgenden Seiten des w-Ecks be- 
riihrten Kegelschnitte immer noch geschlossene w-Ecke vorhanden sind, 
wenn es solche bei der urspriinglichen Reihenfolge gab. Wir verweisen 
ferner noch auf K, Bohn, Berichte d. Ges. d. Wissensch. zu Leipzig, 
math.-phys. Kl., Bd. 65 (1913), S. 185—194; S. Liehmann, Sitzgsb. Akad. 
d. Wissensch. zu Miinchen, math-phys. Kl. , Jahrg. 1916, S. 19 — 30; 
J, Ihomae, Ber. Ges. d. Wissensch. Leipzig, math.-phys. KL, Bd. 69 
(1917), S. 287—305. Einen geschichtlichen tJberblick iiber das Schlie- 
fiungaproblem gibt G, Loria, J. poligoni di Poncelet, Turin 1889; ein 
Nachtrag hierzu in Bibliotheca mathem. (2) 3 (1889), S. 67/74. 

79) Nr. 352, S. 226. Vgl. G, Salmon, Yorlesungen fiber die Al- 
gebra der linearen Transformationen, deutsch bearb. vcn W. Fiedler, 
2, Aufl., Leipzig 1877, S. 149; A. Clehsch, Yorlesungen uber Geometrie, 
bearb. und hrsgg. von F. Lindemann, Bd. 1, 1. Aufl., Leipzig 1876, 
S, 266; 2. Aufl., 2. Lieferung, Leipzig 1910, S. 486. 

80) Nr. 366, S. 232. G. JDesargues bemerkte, daB die Punktepaare, 
in^ denen ein beliebiger Kegelscbnitt und die zwei Paare von Gegen- 
seiten eines eingeschriebenen Yierecks von einer beliebigen Geraden 
getroffen werden, eine In\ olution bilden (Brouillon project d’une atteinte 
aux ^vdnemens des rencontres d’un c6ne avec un plan, Paris 1639 oder 
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(Envies de G. Desarguts, hrsgg. von N. G Foudra, Bd. 1, Paris 1864, 
S. 188). Ch, Sturm erweiterte den Satz, indem er zeigte, dafi uberLaupt 
drei beliebige, einem Viereck umgeschriebene Kegelschnitte von irgend 
einer Geraden in Punktepaaren einer Involution getroffen werden (Ann. 
math, pures appl. 17 (1826/7), S. 180). 

81) Nr. 355, S 233 und Kr. 356, S. 233. Vgl. K, G. Chr. vonStaudt, 
tJber die Kurven 2. Ordnung, Niirnberg 1831, S. 24/5. Die Wichtigkeit 
dieser beiden Kegelschnitte als Kovarianten betonte zuerst G, Salmon 
(Cambr. Dublin math. J. 9 (1864), S. 3u [1863]). VgL auch H. Gras$‘ 
mann, Projektive Geometrie der Ebene, Bd. 2, 1. Teil, Leipzig und 
Berlin 1913, S. 355/7 und 365/7. 

82) Nr. 356, 5, S. 236. Die Kurve vierter Ordnung, die einem §;<iui- 

anharmonischen Doppelverhaltnis (a = 4 i zugehdrt, wurde von 

J, TTiomae naher untersucbt (Berichte d. Ges. d. Wissensch. zu Leipzig, 
math.-phys. Kl., Bd. 64 (1912), S. 446/78). 

83) Nr. 357, 5, S. 239. Vgl. G, Salmon, London Edinburg Dublin 
philos. magazine (4) 13 (1857), S. 190. 

84) Nr. 357, 6, S. 239. Vgl. G, Salmon, London Edinburg Dublin 
philos. magazine (4) 13 (1857), S. 190/1 und 267/9. A, Cayley beti’ach- 
tete (Quart. Joum. pure appl. math. 1 (1857), S. 344/64 oder Coll, 
papers, Bd. 3, Cambridge 1890, S. 67 — 75) das Problem den Ort der 
Spitze cinea Dreiecks zu hnden, das einem gegebenen Kegelschnitt f um- 
geschrieben ist, wahrend die Basisecken gegebene Kurven durcblauten. 
Sind dieae Kurven Kegelschnitte, so ist der Ort von der 8. Ordnung, 
er beriihrt f in den Punkten, in denen ihn die in bezug auf f ge- 
nommenen Polaren der Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte treffen. 

86) Nr. 357, 7, S. 239. Vgl G. Salmon, London Edinburg Dublin 
philos. magazine (4) 13 (1857), S. 269 und 337. 

86) Nr. 357, 8 , S. 240. Vgl. G. Salmon, London Edinburg Dublin 
philos. magazine (4) 13 (1867), S. 337/8. 

87) Nr. 357, 9, S. 240. Diese projektive Kurven erzeugung ist von 
G. H. Ealphen (J math, pures appl (3) 2 (1876), S. 96 ft) fur f als 
irgend eine algebraische Kurve benutzt worden, um Singularitaten zu 
transformieren. 

88) Nr. 358, S. 241. Vgl. die Abhandlung von S Gundelfinger 
„Zur Theorie des KegelschnittbuBchels^ (Zeitschr. Math. Fhys 20(1875), 
8. 153/9 [1874]); ferner^S' Gundelfinger, Vorlesungen aus der analytischen 
Geometrie der Kegelschnitte, brsgg. von F. Dingeldey, Leipzig 1896, 
S. 366 ff.; J, Walker (Quart. J. pure appl. math. 10 (1870), S. 163/7, 
317/20 [1869]). 

89) Nr. 358, S. 241. In der vorhin erwahnten Abhandlung von 
S, Gundelpnger (Zeitschr. Math. Phys. 20, S. 164) steht falschlich 
KQ — Xa statt %g--Xq; in Zeile 14 v. u. ist daselbat der Faktor ^ zu 
ersetzen durch in Zeile 1 v. u. ist bei §*(x, X) der Faktor 8 beizu- 
fugen. — Zu Gl. (59) vgl. auch S. Gundelpnger, J. reine angew. Math. 
74 (1872), S. 87/9 [l871]. 

90) Nr. 368, B. S. 242. Vgl. S. Gundelpnger, Vorlesungen aus der 
analytischen Geometrie der Kegelschnitte, hrsgg. von F. Dingeldey, 
Leipzig 1896, S. 381. 

91) Nr. 359, S, 246. S. Gtmdel finger hat zuerst bemerkt, dafi die 
Kovariante m eine Kombinante des Kegelschnittbiischels ist; er hat 
auch zuerst auf die Bedeutung der Kurve fiir die Geometrie des Biischels 
h^gewiesen (Zeitschr. Math. rhys. 20 (1875), S. 166 und 159 [1874]). 
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92) Nr. 360, S. 246. Dieser schone Satz wurde von F. Mertens 
(Sitznngsber. Akad. Wien Bd. 91, 2. Abt. (1886), S. 637/9) gefunden. 

93) Nr. 360, S. 246. Drei an£ solche Weise miteinander verbun- 
dene Kegelscbnitte erwahnt znerst J. Bosanes in seiner Inaugural- 
Dissertation „De polarium xeciprocarum theoria observationes^*, Breslau 
1865, S. 13, ferner in Math. Ann. 2 (1870), S. 562. Hier wird auch er- 
wahnt, dafi fiir je zwei solche Kegelschnitte die zugeh.6nge Staudtsche 
Kurve 2. Ordnung, die durch die Beriihrungspunkte der gemeinsamen 
Tangenten geht, mit der Staudtschen Kurve 2. JOasse, die die acht in den 
Schnittpunkten der Kurven gezogenen Tangenten beruhrt, zusammen- 
fallt. Auch N. M. Ferrers (Quart. J. pure appl. math. 7 (1866), S. 20/2) 
gelangt zu drei Kegelschnitten, die in der angegebenen Weise durch die 
Polaren ihrer Ponkte miteinander verbunden sind, indem er sich fragt, 
was es bedeutet, wenn fiir zwei sonst beliebige Kegelschnitte die Invarian- 
ten H und 0 verschwinden. Als Kurven des Biischels werden die aqui- 
anharmonischen Kegelschnitte bei Bosanes und Ferrers nicht betrachtet; 
als solche findet man sie zuerst wohl bei G. JBattaglini (Giorn. mat. 8 
(1870), S. 134 und 144), der die quadratische Gleichung fiir den diesen 
Kurven zugehorigen Parameter 1 ableitet, ebenso die kubische Glei- 
chung fur die den drei harmonischen Kegelschnitten zugehSrigen Para- 
meterwerte. Alsdann leitete S. Gimdelfinger an den in Anm. 88 ge- 
nannten Stellen mehrere geometrische Eigenschaften der aquianhar- 
monischen und harmonischen Kurven des Biischels ab ; auch F. Gerhaldi 
(Annali di mat. pura ed appl. (2) 17 (1889), S. 169/72) ist in diesem Zu- 
sammenhange zu nennen. Vgl. femer (G. Kolm, Silzungsber. Akad. 
Wien 93, 2. Abt. 1886, S. 314/36 und 349 f.; F. Lindemann in der 
2. Auflage der von ihm bearbeiteten und herausgegebenen „ Vorlesungen 
uber Geometrie von A. Glebsch^, 2. Lieferung, Leipzig 1910, S. 617/29. 

Zwei Kegelschnitte, die in solcher Beziehung zueinander stehen 
wie die beiden iiquianharmonischen (die fiir sie gebildeten simultanen 
Tnvarianten H und 0 verschwinden) werden von F. Gerhaldi in Invo- 
lution befindlich genannt, Atti della R. accad. delle scienze di Torino 
17 (1881/2), Torino 1881, S. 666 [1882]. Er betrachtet Gruppen von 
sechs solchen paarweise in Involution befindlichen Kegelschnitten, an 
die sich neuerdings ein hohes wissenschaftliches Interesse kniipft. Es 
betrifft die neuere gruppentheoretische, durch A. Clehsch und F. Klein 
eingeleitete Theorie der Resolventen der allgemeinen algebraischen 
Gleichungen hSherer Grade, nach dem Prinzip, dafi die Yertauschungen 
der Wurzeln unter sich durch lineare Transformationen des Raumes 
ersetzt werden kSnnen. Vgl. A. Clehsch ^tJ^ber die Anwendung der 
quadratischen Substitution au^ 5. Grades und die geo- 
metrische Theorie des ebenen 3' .■ ■, ''I Ann. 4 (1871), S. 284/346 

und das Werk von F. Klein „Yorlesungen uber das Ikosaeder und die 
AuflSsung der Gleichungen vom fiinften Grade“, Leipzig 1884. An dem 
vorher genannten Ort folgt unmittelbar (S. 346/58) auf die Arbeit von 
Clehsdb der Aufsatz von F. Klein ^Uber eine geometrische Represen- 
tation der Resolventen algebraischer Gleichungen", in dessen Schlufi- 
abschnitt S. 365/8 die Wurzeln der Gleichung 6. Grades-^durch sechs 
paarweise in Involution liegende lineare Kgmplexe dargestellt werden, 
so dafi ihren Yertauschungen lineare Umformungeo. des Punktraumes 
entsprechen. Nun hat in Bd. 47 der Math. Ann. (1896), S. 531/56 [1896] 
A. Wiman (Lund) seine Untersuchungen „tTber eine einfache Gruppe 
von 360 ebenen Kollineationen" veroffentlicht, die mit den geraden 
Yertauschungen von 6 Dingen holoedrisch isomorph ist, und in der 
zwei verbundene Gruppen von je 6 in 16 Paaren harmonischen Kegel- 
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ehnitten als Elemente auftreten (secbs gleichberechtigte Ikosaeder- 
:egelschnitte). la Bd. 50 (1898), S. 478/6 [1897] bat F. Gerhaldi eine 
fedrangte tjbersicbt seiner Ergebnisse angescblossen. . 

94) Nr. 360, 4, S. 247. Dieser Satz wurde dem Herausgeber (JP. D.) 
m Marz 1901 von 8, Gundelfinger miindlicb mitgeteilt, die Satze in 
J. 5 nnd 6 fand der Herausgeber im August 1916. Dreiecke in secbs- 
acb perspektiver Lage bat zuerst J. Bosanes in seiner in Anm. 93 er- 
vahnten Inaugural-Dissertation S. 18/20 bebandelt; er zeigte auch, daB 
iwei solcbe Dreiecke nie reell sind, daB vielmebr zwei reelle Dreiecke 
lOcbstens vierfach in perspektiver Lage sein konnen. Ygl. aucb J, 
tanes. Math. Ann. 2 (1870), S. 64:9162 und JET. Schrdter ebenda, S. 553/62. 
S'. Gundelfinger bewies, daB bei secbsfacb perspektiver Lage zweier 
Dreiecke die 9 Scbnittpunkte ihrer Seiten die Wendepunkte jeder durcb 
de gelegten Kurve dritter Ordnung sind (Math. Ann. 7 (1874), S. 455 
1873] und Arcbiv Math. Pbys. (3) 1 (1901), S. 262/4; vgl. aucb J, Vdlyi, 
Monatsbefte Math. Pbys. 9 (1898), S. 169/76. JE. Wiener bat die Satze 
uber die Lage der secbsfacb perspektiven Dreiecke in seiner Abband- 
Inng „Die Einteilung der ebenen Kurven und Kegel dritter Ordnung 
in 13 Gattungen“, Halle 1901, S. 30 durcb eine Pigur erlautert, wobei 
er fiir die vorkommenden imaginaren Elemente die v. Staudtscbe Dar- 
stellung des Imaginaren wablte. Wir erwabnen ferner eine Abband- 
lung uber mebrfacb perspektive Dreiecke und Tetraeder von F. Hess, 
Math. Ann. 28 (1887), S. 167—260 [1886]. 

95) Nr. 360, 7, S. 248. Vgl. H Qremona, Tbe Oxford, Cambridge 
and Dublin Messenger of mathematics 3 (1866), S. 13/4. Scbon 1864 
wurde der Satz, daB die 14 im Text angegebenen Punkte auf einem 
Kegelscbnitt liegen, von Gremona als Aufgabe zum Beweis gestellt 
{Giorn. mat. 2 (1864), S. 30) und dann von F. Jcmni (ebenda S. 49/50), 
und von G. Battaglini (ebenda S. 52/6) bewiesen. 

96) Nr. 360, 8, S. 249. Diese Gleicbung (nur mit etwas anderer 
Bezeicbnungsweise) wurde zuerst von N, M. Ferrers aufgestellt. The 
Oxford, Cambridge, and Dublin Messenger of mathematics 3 (1866), 
B. 68/70. Vgl. aucb 8. Gundelfinger, Zeitscbr. Math. Pbys. 20 (1876), 
S. 169 [1874J. 

97) Nr. 360, lO, S. 249. Vgl. JP. Gerbaldl, Annali di mat. pura ed 
appl. (2) 17 (1889), S. 168/71; F» Idndemann in der 2. Aufl. der von 
ibm bearbeiteten und berausgegebenen „Vorlesungen uber Geometric 
von A. Glehsch^, 2. Lieferung, Leipzig 1910, S. 520/3. 

98) Nr. 361, i, S. 251. A, Cayley ^b im wesentbcben diese all- 
gemeine AuflBsung des Problems der Beriibrungen (J. reine angew. 
Math. 39 (1850), S. 4/13 [1848] Oder Coll. math, papers Bd. 1, Cam- 
bridge 1889, S. 6*22/31). 

99) Nr. 361, 8, S. 255. Diese Gleicbung erbielt zuerst J. Casey 
4urcbBetracbtungender spbilriscben Geometric (Proc.R. Irish Acad,, 1866). 

100) Nr. 361, 4 ,-S. 256. Fur diese Ausdebnung des Feuerhachsohen 
Batzes siebe G, 8almon, Quart. J. pure appl. math. 6 (1864), S. 67/73 

101) Nr. 362, S. 257. Vgl. die Abbandlung von 8, Aronhold „TJber 
>eine fundamentale Begrundung der Invariantentbeorie“, J. reine angew. 
Math. 62 (1863), besonders S. 317/20 und 328/9. 

102) Nr. 36*2, S. 260. Fiir die Transformation auf die Hauptacbsen 
studiere man die Abbandlung von C. G, J. Jacobi, J. reine angew. Math. 
12 (1834), S. 50ff. [1833] Oder Ges. Werke, hrsgg. von H Weierstrass, 
Bd. 3, Berlin 1884, S. 247 ff. und 0, Hesse, Vorlesungen iiber analytische 
45eometrie des Raumes, Leipzig 1861, S. 237ff.; 3. Aufl., hrsgg. von 

Salmon- Piedler: anal. Goom. A. Ke^elsclm. H. 7. kafl. 28 
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8, Chindelfing^f Leipzig 1876, S. 283 fP., ferner K. Weierstrass, Monatsber^ 
d. Akad. d. Wissenscb. zu Berlin, Jabrg. 1858, Berlin 1869, S. 
oder Math. Werke 1, Berlin 1894, S. 232/43. 

103) Nr. 362, s n. 4, S. 261 u. 262. Die Darstellung der Transfor- 
mation der Gleicbnngen zweier Kegelscbnitte anf das gemeinsame^ 
System harmoniscber Pole in B. 2 und die Gleichnngen der Schnitt- 
pnnkte zweier Kegelscbnitte in B. 4 bat 8* Aronhold gegeben in der 
in Anm. 101 erwabnten Abbandlung; vgl. daselbst S. 328/9 und 319/20. 

104) Nr. 363, S. 266. Die Determinante , die man aus den par- 
tiellen Ableitungen erster Ordnung von n bomogenen Formen von 
n Veranderlicben bilden kann, bezeicbnet man nacb dem Yorgange 
von J.J. 8ylvester (Pbilos. Trans. London, Bd. 143 (1863), S. 476 und blO* 
Oder Coll. matb. papers Bd. 1, Cambridge 1904, S. 606 und 683) als‘ 
Jacdbische Determinante mit Riicksicbt auf eine Abbandlung von G, G, 
J. Jacobi, J. reine angew. Matb. 22 (1841), S. 327/8 oder Ges. ’Werke, 
brsgg. von K, Weierstrass, Bd. 3, Berlin 1884, S. 403 oder W. Ostwald, 
Klassiker der exakten Wissenscbaften Nr. 78, Leipzig 1896, S. 16. Da- 
ber der Name Jacohisclie Kw've. Die Bezeicbnung Hessesche Kurve 
oder Ressiane riibrt von L. Cremona „Introduzione ad una teoria geo- 
metrica delle curve piane" in den Memorie accad. scienze 1st. Bologna 
(1) 12 (1861), S. 411 Oder Opere mateni. Bd. 1, Mailand 1914, S. 438^ 
deutscbe Ubersetzung von M, Gurtze „Einleitung in eine geometriscbe- 
Tbeorie der ebenen Kurven“, Greifswald 1865, S. 212 f. 

105) Nr. 363, S. 271. 'Ygl. E. Beltrami, Mem. 1st. Bologna (2) 2 
(1862), S. 366/82 oder Opere matem. 1, Mailand 1902, S. 49/62; Giom. 
mat. 1 (1863), S. 110/6; vgl. ubrigens aucb J.JSteiner, J. reine angew. 
Matb. 30 (1846), S. 104/6; Giorn. Arcadico di scienze (Rom) 99 (1844),, 
S. 157/60 Oder Werke 2, Berlin 1882, S. 336/6. 

106) Nr. 365, S. 272. Vgl. zum Yorbergebenden aucb S- Gundel^ 
finger, Yorlesuugen aus der analytiscben Geometrie der Kegelscbnitte, 
brsgg. von F.Dingeldey, Leipzig 1895, S. 195— 201; ferner das in 
Anm. 81 genannfce Werk von H. Grassmann, S. 370/7 und 380—393. 

107) Nr. 365, S. 273. Dieses System wurde zuerst von P. Gordan 
aufgestellt und von F. lAndemann mitgeteilt in dem Bucbe „ Yorlesungen 
dber Geometrie mit besonderer Benutzung der Yortrage von Alfred 
Glebsch^, bearb. und brsgg. von F. Lindemann, Bd. 1, Leipzig 1876,. 
S. 288/302; 2. Aufl., 2. Lieferung Leipzig 1910, S. 608/30. 

108) Nr. 366, 2 , S. 277, Dies Beispiel ist von W. S. Burnside* 

109) Nr. 367, S. 278. Ygl. A, Cayley, J. matb. pures appl. 9 (1844),. 
S. 290/1 Oder Coll. matb. papers Bd. 1, Cambridge 1889, S. 187, Die. 
Bezeicbnung Cayleysche Kurve stammt von D. Cremona „Introduzion6 
ad una teoria generate delle curve piane“ in den Memorie accad. scienze 
Ist. Bologna (1) 12 (186p, S. 412/3 oder Opere matem. Bd. 1, Mailand 
1914, S. 439, deutscbe ubersetzung von M* Curtze „Einleitung in eine 
geometriscbe Tbeorie der ebenen Kurven", Greifswald 1865, S. 216. 
Mitunter wird aucb die Bezeicbnung Eermitesehe Kurve gebraucbt mit 
Rucksicbt auf die Abbandlung von Gh. FLermite, J. reine angew. Matb. 
67 (I860), S. 371 Oder CEuvres Bd. 2, Paris 1908, S. 100. Sind f, g, h 
Qie partiellen Ableitungen einer ternaren kubiscben Forrn F, so ist die 
Cayleyscbe Kurve die „Pippian« von F{A. Cayley, Pbilos Trans. London, 

1857, London 1868, S. 415 [1856] oder Coll. matb. papers 
Bd. 2, Cambridge 1889, S. 381). Naberes findet man nocb bei A* Clebsch, 
Vorlesungen liber Geometrie, bearb. und brsgg. von F. Lindemann, 
^ o 1876, S. 619 ff., wo aucb weitere Literaturangaben und 
oei Cr, balmon, Analytiscbe Geometrie der bOberen ebenen Kurven, 
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bearb. von W. Fiedler, 2. Aufl., Leipzig 1882, 5. Eapitel, besonders 
S. 195 ff. 

110) Nr. 367, S. 280. 6‘. Ghmdelfinger, Vorlesui^ en ans der 

analytischen Geometrie der Kegelsciinitte, nrsgg. von F. Dinaeldev. 
Leipzig 1896, S. 225. 

111) Nr. 367, 2 , S. 281. TF. Fiedler ‘wurde dutch S. Gundelfinger 
an dieses Beispiel erinnert. Ygl. das dual entsprechende Beispiel in 
dem soeben in Anm. 110 genannten Buche, S. 888. 

112) Nr. 368, i, S. 284. Die Invariante T wnrde zuerst von J, *7". 

Sylvester (Cambridge Dublin math. J. 8 (1853), S. 267 oder Coll. math, 
papers, Bd. 1, Cambridge 1904, S. 420) gegeben, die Beziehnng zwischen 
T nnd den Invarianten G^j, Guj, von W. S. Burnside, 

Quart. J. pure appl. math. 10 (1870), S. 244 [1869]; von diesem stam- 
men anch mehrere andere in Nr. 368 enthaltene Ergebnisse (Quart. J. 10, 
S. 239 ff.). Der mit Q bezeichneten Determinante auf Seite 240 der 
Abhandlung von Burnside ist ubrigens ein Minuszeichen vorzusetzen. 
Zum System von drei ternaren quadratischen Formen sehe man auch 
8. Gtmdelfingers an Ch, BCei^mite ankntipfende, algebraisch ■weiterfCihrende 
Untersuchungen in J. reine angew. Math. 80 (1875), S. 73/82 [1874], 
femer C. Giamherlini^ Giom. mat. (1) 24 (1886), S. 141/67. 

113) Nr. 369, S. 285. Ygl. W. S. Burnside a. a. 6., S. 241. 

114) Nr. 369, S. 285. EbendaS. 248. Andere Darstellungen gaben 
mit Hilfe der Symbolik der ternaren quadratischen Formen J. Bosanes, 
Math. Ann. 6 (1873), S. 280/1 [1872], femei G. Giamberlini, Giom. 
mat. 1 (24) (1886), S. 164/7, sowie K. Bohn, Berichte der kgl. sachs. 
Gesellach. d. Wissensch. zu Leipzig, math,-:phys. Klasse, Bd. 67 (1915), 
S. 101/6. Die Darstellung von J. Bosoms findet man auch in dem 
Werke A, Cledsch, Yorlesungen iiber Geometrie, bearb. und hrsgg. von 
F. Idndemann, Bd. 1, Leipzig 1876, S. 621/4. 

115) Nr. 871, 2 , S. 290 und Nr. 372, 2 , S. 292. Diese Beispiele 
stammen von W. S. Burnside. 

116) Nr. 371, 8, S. 290. Pur heliehige projektive Eoordinaten findet 
man die entsprechende Foxmel mit ihrer Ableitung bei 8, Gundelfinger, 
Yorlesungen aus der analytischen Geometrie der Kegels chnitte, hrsgg. 
von F. Dingeldey, Leipzig 1896, S. 271/2. 

117) Nr. 373, S. 293. Ygl. P. J, Hensley, Quart. Joum. 5 (1862), 
S. 177 — 183 [1861] und A. Gayley, ebenda S. 275—280 oder Collected 
math, papers, Bd. 4, Canibridge 1891, S. 506 — 509. Die Entydcklung 
des Textes gab G, Salmon, Quart. Joum. 6 (1862), S. 307 ff. tJber die 
Behandlung des Problems der Brennpunkte mit Hilfe der Algebra 
binarer Formen dutch Einfuhrung einer komplexen YeranderHchen 
e^x-\~iy verOffentlichte F. H. SiehecJc eine^interessante Abhandlung 
J. reine angew. Math. 64 (1865), S. 175 — 182 [1864]. Hier findet man 
z. B. (S. 177) den Satz: Sind die beiden Brennpunkipaare zweier Kegel- 
schnitte vier harmonische Punkte eines Kreises, so liegen die acht Be- 
ruhrungspunkte der vier gemeinsamen Tangenten beider Kegelschnitte 
auf einem Ejreis. Und fur eine Kegelschnittschar gibt es ein festes 
Punktepaar, das mit den Brennpunkten jeder Kurve der Schar vier 
harmonische Punkte auf einem ^eis bildet. 

Die Anwendung der in den Beispielen von Nr. 373 enthaltenen 
allgemeinen Ergebnisse auf die einem Dreieck um- und eingeschriebe- 
nen Kegelschnitte (Nr. 302/4) und auf die Kegelschnitte mit demselben 
Tripel harmonischer Pole (Nr. 299) liefert zahlreiche interessante Satze. 
Ygl. J. Steiner, J. reine angew. Math. 66 (1868), S. 362 f, oder Ges. 
werke, hrsgg. von K. Weierstrass, Bd. 2, Berlin 1882, S. 669 f. und die 

28* 
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sich darauf bezieHende Dissertation von K. Ddrholtj t^ber einem Dreieck 
um- xind ©ingescbriebene Kegelschnitte, Miinster 1884. 

118) Nr. 374, S. 297. Der Inbalt der Nammern 376—377 und 
380—382 ist im wesentlichen eine freie iJbertragung mehrerer Absatze 
der wichtigen Abhandlnng von A. Cayley „A sixth memoir upon quan- 
tics“, Philos. Trans. Roy Soc London, Bd. 149, Jahrg. 1859, London 
1860, S. 61—90 [1858] oder Coll. math, papers, Bd. 2, Cambridge 1889, 
S. 661—592, nnd zwar entsprechen den Nummern 376, 376, 377 des 
vorliegenden Buches bei Cayley die Absatze 166/6; 209/10; 211/13, den 
Nummern 380, 381, 382 die Absatze 205/8; 214/5; 216/8. Der Inhalt 
der Nummern 378/9 und 383—385 ist der Arbeit von F, Klein „tJber 
die sogenannte Nicht-Euklidisohe Geometrie“ (Math. Ann. 4 (1871), 
g, 673—625) entnommen und zwar entsprechen den Nummern 378 und 
379 des vorliegenden Buches die Paragraphen 3/4 bez. 7, den Nummern 
383, 384, 385 die Paragraphen 9, 11/12, 13 der Abhandlnng von Klein. 
Auch ein Teil von Nummer 882 ist § 4 dieser Abhandlung entnommen. 
In freier deutscher tbertragung erschien die Cayley^chei Theorie schon 
in der zweiten Auflage von W. Fiedlers Bearbeitung der Salmonschen 
„Conic sections" im Jahre 1866; vgl. auch W» Fiedler „Die Elemente 
der neueren Geometrie und der Algebra der binaren Formen", Leipzig 
1862, S. 217—236. 

F, Klein hat in der vorhin erwahnten Abhandlnng gezeigt, wie 
die EuHidische Metrik als Sonderfall .der Cayleyschen MaBbestimmung 
gewonnen werden kann. AnBerdem hat er daselbst die auf die Par- 
allelentheorie sich beziehenden Ergebnisse der Arbeiten von C. F. Gauss, 
N. L Lobatschefshij , W. und J. Bolyai sowie anschlieBende Betraoh- 
timgen von B. Biemann und K. Hdmholtz in neuer Weise dargelegt 
nnd die Beziehung der Gayleyscherx MaBbestimmung zu den verschie- 
denen MaBgeometrien entwickelt, die sich den eben erwahnten Par- 
allelentheorien anreihen. 

Was Gauss betrifft, so sind mehrere Briefe zu erwahneu, beson- 
ders solche an W. Bolyai, Chr. L. Gelding, W. Gibers, F. W. Bessel, 
JBT. G. Schumacher, femer mehrere Notizbldtter \ naheres findet man in 
G. F. Gmss^ Werke, Bd. 8, Leipzig 1900, S. 157—268. Wie Gauss in 
einem Briefe an Schumacher vom 28. November 1846 bemerkt, geht 
seine Beschaftigung mit einer Geometrie, die stattfinden miiBte, wenn 
die Euklidische nicht die wahre ware, auf das Jahr 1792 znruck (Brief- 
wechsel zwischen C. F. Gauss nnd JBC. C. Schumacher, hrsgg. von C, A, 
F. Peters, Bd. 5, Altona 1863, S. 247); Gauss war damals erst 16 Jahre 
alt. Vgl. ferner P. Stdckel und F. Engel „Die Theorie der Parallel- 
linien von Enklid bis auf Gauss", Leipzig 1895, S. 209 — 236. Auch in 
der Festrede von E. Schering „Carl Friedrich Gauss’ Geburtstag nach 
hundertjahriger Wiederkehr" (Abhandlungen der kgl, GeseUschaft der 
Wissenschaften zu Gottingen, math.-phys. KL, Bd, 22 (1877), oder Ges. 
math. Werke von E. Schering, hrsgg. von P. JSaussner und K Schering, 
2. Bd., Berlin 1909, S. 176—213) wird der wertvolle Inhalt von Briefen 
an W. Bolyai und an’ F. W. Bessel mitgeteilt. Wir erwahnen ferner 
den sehr interessanten, von F. Schmidt und P. Stackel herausgegebenen 
Briefwechsel zwischen Gams und Wolfgang Bolyai, Leipzig 1899. Einen 
ausfuhrlichen Bericht fiber die Untersuchungen von Gauss im Gebiete 
der nicht-Euklidischen Geometrie gibt P. Stdckel in seiner Abhandlung 
„C. F. Gauss als Geometer", Nachr. von der kgl. Ges. d. Wissensch. zu 
Gottingen, Beiheft zum Jahrg. 1917, S. 38 — 66. 

Die bier in Betracht kommenden Abhandlungen von N. L Lo- 
batschefskij sind: „'CT)er die Anfangsgrfinde der Geometrie", zuerst in 
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russischer Sprache im Kasaner Bote 1829—1880 erschienen und ^Neue 
Anfangsgi-unde der Geometrie mit einer vollstandigen Theorie der Pa<r- 
allellinien“, ebenfalls rassisch in den Kasaner Gelehrten Scliriften 
1835 — 1837. Diese beiden Arbeiten wnxden von F, Engel ins Deutsche 
hbersetzt und unter dena Titel y^N. I. LobatscTiefskij, Zwei geometrische 
Abbandlungen", l, Teil, Leipzig 1898 herausgegeben. Der 1899 er- 
schienene, ebenfalls von Engel verfafite zweite Teil des Werkes ent- 
halt zahlreiche Anmerkungen und einen ausfuhrlichen Bericht iiber 
Lobatschefskijs Leben und Schriften. Wir nennen femer „Imagin§.re 
Geometrie" und jjAnwendung der imaginSren Geometrie auf einige 
Integrale". Diese beiden Abhandlungen erschienen zuerst in den Ka- 
saner Gelehrten Schriften 1835 bez. 1836 in russischer Sprache. Sie 
wurden von H. Liebmann ins Deutsche’ ubertragen jind mit zahlreichen 
Anmerkungen versehen ^d hilden Heft 19 der ^Abhandlungen zur 
Geschichte dermathematischenWissenschaften" (begriindet vonM.Cantor), 
Leipzig 1904. Wir nennen endlich noch den Aufsatz „G4om6trie ima- 
ginaire", J. reine angew. Math. 17 (1837), S. 295—320, femer ^Geome- 
trische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien", Berlin 1840 
(ein Facaimiledruck erschien 1887) und „Pangeometrie", zuerst in russi- 
scher Sprache in Kasan 1866 erschienen. Eine deutsche, von HT. Lieb- 
mann veranstaltete tJbersetzung der Pangeometrie bildet Heft 130 von 
Oswalds Kl&ss. der exakten Wissensch., Leipzig 1902. Alle diese 
Schriften finden sich auch in der vollstan digen Sammlung der geome- 
trischen Arbeiten Lobatschefskijs, von denen der erste Teil 1883, der 
zweite Teil 1886 in Kasan erschienen ist. Ygl. femer J. Frischauf 
„Elemente der absoluten Geometrie", Leipzig 1876, ein Buch, das 
ubrigens einige Unrichtigkeiten enthalt. 

Bei Wolfgang Bolyai (Yater) und Johann Bolyai (Sohn) ei-w^hnen 
wir das Werk des Vaters W. Bolyai de Bolya „Tentamen iuventutem 
studiosam in elementa matheseos purae , ‘ elementaris ac sublimioris, 
methodo intuitiva, evidentiaque huic propria, introducendi", Bd. 2 
„ Elementa geometriae et appendices". Als Anhang enthielt dieser Band 
eine Abhandlung des Sohnes J. Bolyai ^Appendix scientiam spatii ab- 
solute veram exhibens". Das Werk erschien im Jahre 1838 in Maros- 
Yisarhely. Eine neue, von J". Kurschdk, M. Bithy, B. Totdssy de Ze- 
pethnek veranstaltete Ausgabe des Tentamen erschien in Budapest 
(Bd. 1 im Jahre 1897, Bd. 2 im Jahre 1904), eine solche des Appendix 
1903 ebenda, beide als Festschrift zur Jahrhimdertfeier (1902) des Ge» 
burtstages von J, Bolyai, In deutscher Sprache .verCffentlichte P. Stdekel 
den grOfiten Teil dieser und anderer Schriften der beiden Bolyai so- 
wie eine sehr ausfiihrliche , mit zahlreichen Literatur-Nachweisungen 
versehene Leben sbeschreibung in dem Werke ^^Wolfgang und Johann 
Bolyai, Geometrische Untersuchungen", 2 Teile, Leipzig und Berlin 
1913. Eine deutsche Bearbeitung des Appendix gab auch J. Frischauf 
in seinem Buche „Absolute Geometrie. Hach J. Bolyai", Leipzig 1872^ 

Yon B. Biemann ist dessen Schrift „Dber die Hypothesen, welche 
der Geometrie zu Gmnde liegen" zu erwahnen, die er bei seiner Habi- 
litation in- GSttingen im Jahre 1854 beim Kolloquium vorlas. Nach 
dem Tode des Yerfassers wurde dieser Aufsatz von B, Ledekind neu 
herausgegeben in den 'Abhandlungen der Gesellschaft d. Wissensch. zu 
Gottingen, Bd. 13 (1866/7), Gottingen 1868, S. 133—152; vgl. auch 
B, Biemanns gesammelte mathematische Werke, hrsgg. unter Mit- 
wirkung von B, Ledekind von H. Weber, 2. Aufl., Leipzig 1892, S. 272 
—287. 

Yon JET. JBolmholtz ist zu nennen dessen Yortrag „Uber die tat-. 
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sachliclien Gnmdlagen der Geometries, Yerhandl. des naturhistorisch- 
medizdnischen Vereins zu Heidelberg, Bd. 4, S. 197—206 [1866], nebst 
einem bericbtigenden Znsatz Bd. 6, S. 31/2 [1868] Oder wissenscbaft- 
liche Abbandlungen, Bd. 2, Leipzig 1883, S. 610 — 617 ; vgl. ferner die 
Abbandlting „Cber die Tatsacben, die der Geometrie zum Grunde liegen“, 
Nacbx. von der kgl. Gesellsch. der Wissenscli. zn GSttingen, Jahrg. 
1868, S. 193 — 221, abgedmckt in dem eben erwahnten zweiten Bande 
der Wissensch. Abhandl., S. 618—639. Anfierdem ist zn nennen der 
Vortrag „t3’ber den Ursprong nnd die Bedentung der geometrischen 
Axiome" [1870], abgedmckt in JS, von Helmholtz „Vortrage nnd Reden 
6. Anfl., Bd. 2, Braunscliweig 1903, S. 1—31; ein Znsatz hierzn ebenda 
S. 381—383. 

Es wnrde zn weit fnbren, hier n‘4ber anf die nmfangreicbe Literatnr 
nber nioht-enklidische Geometrie einzngehe# Wir erwahnen noch die 
•^ichtige Abhandlung von JE. Beltrami „Saggio di interpretazione della 
geometria non-encHdeas, Giom. di mat. 6 (1868), S. 284— 312 oder Opere 
mat. Bd. 1, Mailand 1902, S. 374 — 405, anfierdem eine Arbeit Annali di 
mat. (2) Bd. 2 (1868/9), S. 232—256 oder Opere mat. Bd. 1, S. 406—429, 
sowie die von F. Klein in Matb, Ann. 6 (1873), S. 112 — 146 [1872] nnd 
7 (1874), S. 631—637 verSffentliclite Fortsetzung der schon friiber er- 
wahnten Abbandlnng in Bd. 4 der Math. Ann.; vgl. anchijpd. 37 (1890), 
S. 644—672. Noch sei bemerkt, dafi Beltrami auch Tiber die alteste, 
das elfte (richtiger fiinffce) Axiom von FuUid betreffende Untersnchnng 
herichtet hat. Diese findet sich in dem von Hieronymus Saccheri ver- 
fafiten, imJahrel733 in Mailand erschienenen Werke „EnclideB ab omni 
naevo vindicatns, sive conatns geometricns qno stabilinntnr prima ipsa 
nniversae geometriae principia". Dies Werk wurde von Manganotti 
vrieder anfgefnnden, nnd Bdtrami berichtet iiber seinen Inhalt in den 
Rendiconti della r. accademia dei lincei (4) 6 (1889), 8. 441 — 448; eine 
dentsche Ubersetzxmg von Bnch I des Werkes gaben P. Stdchel nnd 
F. Fngel in ihrem Werke „Die Theorie der Par^lellinien von Enklid 
bis anf Ganss^, Leipzig 1895, S. 41 — 136. Saccheri beweist: Ist in einem 
einzigen Dreieck der Ebene die Snmme der Winkel gloich, grOfier oder 
kleiner als zwei Rechte, so gilt das entsprechende fiir jedes Dreieck. 
Diese Tatsache wnrde sp^ter von J. H Lambert wiedergefnnden (Theorie 
der Parallellinien, im Leipziger Magazin fiir reine nnd angewandte 
Mathematik, hrsgg. von J. Bernoulli nnd (7. JP. Hindenburg, 2. Stdck, 
S. 137 — 164, 3. Stuck, S. 325 — 358 [1786], abgedmckt auch in dem eben 
erwahnten Buche von P. StdcJcel n. F. Engel, S. 162—208). Sie steht in 
engstem Znsammenhang mit einem Satze von A, M. Legendre, nach dem die 
Snmme der Winkel eines Dreiecks niemals grOfier als zwei Rechte ist 
(M^m. acad. des sciences de I’lnstitnt de France, Bd. 12, Paris 1833, 
B. 369); hieraus folgt wieder nach Legendre, dafi die Snmme der 
Winkel eines jeden Dreiecks zwei Rechte betr§.gt, wenn dies bei einem 
Dreieck der Fall ist. 

Als Verfasser weiterer Abhandlnngen •tiber nicht-euklidische Geo- 
metrie seien genannt; P. 8t. Ball, B Beez, E. Beltrami, L, Bianchi, 
W. K. Clifford, M. Behn, F. Engel, M. Grossmann, G. Hamel^ F, Haus- 
dorff, G. Hessenberg, D, Hilbert, J, Hjelmslev, W, Killing, F. Klein, 
H, Liebmann, B. Lijgschitz, P. Mansion, S, Newcomb, L. Schlesinger, 
F, Schur, F. K Schweikart (1807), M. Simon, P. Stdckel, E, Study, 
F, A, Taurinus (1825), J. de Tilly. 

Ea seien noch einige Schriften genannt, die mehr oder weniger 
ansfiihrlich im wesentlichen der Belehmng iiber das Gesamtgebiet der 
nicht-enklidischen Geometrie oder mit ihr in Beziehnng stehender Teilc 
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4er Geometrie dienen. Einen tJberblick uber die Versuche, das Par- 
allelenaxiom zu beweisen, gibt L. A. Sohncke in dem Artikel ^Parallel^^ 
•in Ersch nnd Gruber, AUgemeine Enzyklopadie der Wissensohaffcen 
tind Knnste, 3. Sektion, 11. Teil, Leipzig 1838, S. 368—384:. Wix nennen 
ferner die autographierten Yorlesungshefte von F, Klein xiber „!Nicbt- 
Enklidiscbe Geometrie" vomWintersemester 1889/90 nnd Sommersemester 
1890, ansgearbeitet von Fr, Schilling, 2. Abdrnck Gottingen 1893. Der 
’erste Teil dieser Vorlesungen entbalt (S. 62—354) einen durch besondere 
Anscbanlicbkeit ausgezeiclmeten Oberblick nber den Inhalt der Schriffcen 
von Gauss, LobatschefsJcij, W. und J. Bolyai, Beltrami^ Biemann, Helm- 
holtz, Cayley und iiber die eigen en Arbeiten. Eine sehr ansfuhrliche 
Darstellnng gibt auch F. Lindemann in seinen „ Vorlesungen uber Geo- 
jnetrie unter besonderer Benutzung der Yortrage von A. Glebsch^^ Bd. 11, 

I. Teil, Leipzig 1891, S. 433 — 637. Es seien noch genannt die Werke 
W. Killing „Die nicht-euklidischen Raumformen in analytischer Be- 
handlung“, Leipzig 1886 (vgl. ubrigens die Kritik dieses Buches in den 
zuvor erwSihnten autogr. Vorlesungen von F. Klein uber Nicht-Eukl, 
Geom. Bd. 1, S. 293 — 297) und „Einfulirung in die Grundlagen der 
Geometrie“, 2 Bande, Paderbom 1893 und 1898; S. Lie ^Theorie der 
Transformations^uppen", 3. Abschnitt, unter Mitwirkung von F, Engel 
bearbeitet, Leipzig 1893, 5. Abteilung, S. 393—643. Einen Bericht uber 
die hierher gehOrigen Arbeiten von Lie gibt F. Klein, Math. Ann. 60 
{1898), S 583—600 [1897]. Wir nennen femer G, Veronese „Grundzuge 
der Geometrie von mehreren Dimensionen^, iibersetzt von A. Sch^p, 
Leipzig 1894; D. Hilbert „Grundzuge der Geometrie", 2. Aufl., Leipzig 
1903, vgl. insbesondere imhang III, S. 107 ff.; H. I/iebmann „Nicht- 
^uklidische Geometrie" (Samml. Schubert Nr. 49), Leipzig 1905; K. Th, 
Vahlen „Abstrakte Geometrie. Untersuchungen Tiber &e Grundlagen 
^Jer euklidischen und nicht-euklidischen Geometrie", Leipzig 1905; 
Jf2. Bonola „Die nicht-euklidische Geometrie", deutsche Ausgabe von 
JET. Liebmann, Leipzig und Berlin 1908; F. Schur „ Grundlagen der 
Geometrie", Leipzig und Berlin 1909, vgL insbesondere § 5—8; E. Study 
„Die realistische Weltansicht und die Lehre vom Raum" (Bd. 64 der 
Sammlung „Die Wissenschaft"), Braunschweig 1914. 

Naheres findet man auch in der Enzyklopadie der math. Wissen- 
schaften mit EinschluB ihrer Anwendungen, und zwar in den Artikeln 
von F, Enrigues „Prinzipien der Geometrie", Bd. 3, 1. Teil, besonders 
S. 82 — 129 [1907] und von G, Fano „KontinuierKche geometrische Grup- 
pen. Die Gruppentheorie als geomefesches Einteilungspxinzip", ebenda 
besonders S. 366 — 872 [1907]. YgL auch den Artikel von J. MoUerup 
im Repertorium der hSheren Geometrie , hrsgg. von H, E. Timerding, 
'2. Aufl., 1. Halfte, Leipzig und Berlin 1910, S. 505 — 534. 

Ein von 1482 bis zum Jahre 1837 reichendes Literatur-Yerzeichnis 
Tiber ^Absolute Geometrie" haben P. Stdckel und F. Engel in ihrem 
'Werke „Die Theorie der ParaHellinien von Euklid bis auf Gauss", 
Leipzig 1896, S. 293 — 313 gegeben, imd das Yerzeichnis wurde for die 
Zeit von 1839 bis 1902 fortgesetzt (uber 900 Titel) von P. Bonola in 
der von der mathematisch-natorwissenschaftlichen Pakultat der Uni- 
versitat Elausenburg zur Jahrhundertfeier (1902) des Geburtstages von 

J, Bolyai herausgegebenen Festschrift „Ioannis Bolyai in memoriam", 
S. 81 — 154. Dieses Buch enthalt aufierdem den Facsimile-Druck Tind 
die lateinische Ubersetzung eines von J. Bolyai an seinen Yater ge- 
richteten Briefes, eine Abhandlung von L. Schlesinger uber die Bedeu- 
liung der absoluten Geometrie fur die Funktionentheorie Tmd eine solche 
von P. StdcJcel uber den Teil der analytischen Mechanik, der sich auf 
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S. 260/1 [1860] und J. Casey ebenda S. 245/52 [1860] uud Bd. 6 [1862]^ 
S. S18ff.; femer Anm. 56 des vorliegenden Buches. Zum besondereu 
Stadium ist zu empfehlen JP. Die Theorie der Kreisver- 

wandtscbaffc in rein geometriscber Darstellung, Abb. kgl. sSiChs. Gesellscb. 
d. Wissenscb. zu Leipzig, math.-pbys. KL, Bd. 2 (1855), S. 529—595 
Oder Ges. Werke, Bd. 2, hrsgg. von F. Klein, Leipzig 1886, S. 24S— 314. 

127) Nr. 406, S. 360. Dies bemerkte zuerst W, Fiedler in seinem 
Aufsatze „Die birationalen Transfonnationen in der Geometrie der Lage“,. 
Vierteljabrsscbrift naturforsch. Ges. Zurich, 21 (1876). 

128) Nr. 407, s, S 364. Vgl. J. Steiner^ Syi^tematische Entwicke-^ 
limg der Abhangigkeit geometriscber Gestalten von einander, Berlin 
1832, S. 305 f., Aufg. 39 oder Ges. Werke, brsgg. von K. WeierstrasSy. 
Bd. 1, Berlin 1881, S. 446 oder Ostwalds Klass. Nr. 83, brsgg. von 
A. eT. von Oettingen, Leipzig 1896, S. 136. 

129) Nr. 408, S. 365. Das Entsprecben von Punkten in bezug anf 
das Biiscbel von Kegelscbnitten entwickelte J. Steiner in dem eben an- 
gefubrten Bucbe, S. 266 ff. oder Ges. Werke 1, S. 417 ff. und L. J, Magnus^ 
J. reine angew. Math. 8 (1832), S. 61 — 63, sowie „Sammlung von Auf- 
gaben und Lebrs^-tzen aus der analytiscben Geometrie", Berlin 1833, 

§ 50 (S. 229 ff.) und § 63 (S. 288 ff.); far Beispiele vgl. (r. Bauer, J. reine 
angew. Math. 69 (1868), S. 293— 318 [1867]. Zur Theorie der quadra^ 
tiscben Transformation vgl. aucb A. Ulebsch, Vorlesungen uber Geome- 
tric, bearb. von F, Lindemann, Leipzig 1876, Bd. 1, S. 476/7 ; K. DoeMe- 
inarm, Geometriscbe Transformationen (Sammlung Schubert Nr. 28),- 
Leipzig 1908, S. 4ff.; H. Grasetnann, Projektive Geometrie der Ebene,- 
Bd. 2, TemMxes, 1. Teil, Leipzig und Berlin 1913, S. 378 — 380. 

180) Nr. 409, S. 368. Die Metbode des Entsprecbens von Geraden 
in bezug auf ein Vierseit begrundete J. Steiner „Systematiscbe Ent- 
wickelung", S. 277 ff. oder Ges. Werke, Bd. 1, S. 424 ff. 

131) Nr. 409, i. 2. 8, S. 369. Die Analogic der Konstruktion der- 
gemeinsamen Elemente zweier Polarsysteme mit der AuflOsung der 
Gleicburgen vierten Grades ist offenbar. JET. F. Timerding (Nacbr. kgl. 
Ges. d. Wissenscb. zu Gottingen, matb.-pbys. Kl., Jabrg. 1900, S. 103/8) 
hat einen von G. Darboux{J. math, pures appl. (2) 18 (1873), S. 220 — 235) 
gegebenen Ansatz in dieser Ricbtung durchgefiibrt, so daB sicb die 
AuflOsung den Anwendungen der barmoniscben Kegelscbnitte anscbliefit;: 
vgl. aucb Anm. 93 in vorliegendem Bucbe sowie eine Arbeit von TT. S, 
Burnside, Quart. J. pure appl. math. 10 (1870), S. 211/8 [1869]. K Lauer- 
mann (Sitzgsb. Akad. Wien, 98, Abt. 11% Jabrg. 1889, Wien 1890, S, 31B 
— 326 [1889]) und F, Mertens (ebenda S. 431 — 445 [1889]) baben, ver- 
anlafit durcb Abbandlungen von C. Peh uber das Normalenproblem der 
Kegelscbnitte (Sitzgsb. .&ad. Wien, 85, Abt. II (1882), S. 169/71 und 95, 
Abt. II (1887), S. 482—491), die Frage nacb den Punkten der Ebenfr 
analytiscb bebandelt, fur die die Bestimmung der vier an einen Eegel- 
scbnitt zu ziebenden Normalen auf quadratiscbe, mit Zirkel und Lineal 
zu lOsende Aufgaben zuruckfubibar ist. Sie fugen den von Pelz ange- 
gebenen Geraden zwei Kreise (for die Ellipse) binzu. Ygl. aucb P. JEL^ 
Schoute, Sitzgsb. Akad. Wien, 98, Abt. U% Jabrg. 1889, Wien 1890,. 
S. 1519—1626. 

Die Anwendung auf das Problem der Normalen in B. 7 verdankte 
W. Fiedler einer Mitteilung von L. Cremona. 

132) Nr. 410, S. 372. Piir die geometriscbe Entwickelung der Me- 
tbode der Projektion vergleicbe man W. Fiedler, Die darstellende Geo- 
metrie in organiscber Verbindung mit der Geometrie der Lage, 3. AuflL,. 
1. Teil, Leipzig 1883, 2. Teil 1886, 3. Teil 1888; 4. Aufl., 1. Teil, Leipzig, 
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1904. Fiir die An wen dung auf die Theorie der Kegelschnitte kommen 
besonders Nr. 24—36 in Teil 1 in Betracbt. Die involutorsiche KoUi- 
neation oder die Zentralkollineation mit A = — 1 findet man in Nr. 20 
(3. Aufl., S. 81 ff., 4. Anfl., S. 94 ff.), ibre Anwendnng auf die Theorie der 
Kegelschnitte in Nr. 30 ff. (3. Aufl., S. 148 ff., 4. Aufl., S. 169 ff.). 

133) Nr. 411, S. 373. Vgl. das soeben angefiihrte Werk von 
TT. Fiedler, Teil 1, Nr. 22f und g (3. Aufl., S. 99—100, 4. Aufl., S. 116/7), 
sowie den tJberblick A, der diese Sonderfalle auf die Reziprozit§»t iiber- 
tragt (3. Aufl., S. 116, 4. Aufl., S. 133 f.). 

134) Nr. 413, S. 379. Die Verwendung der Projektion als Methode 
2 ur Entdeckung von Satzen verdankt man J. V, Fomelet, Traite des 
propri^t^s projectives des figures, 1. Ausg., Paris 1822; 2. Ausg., Bd. 1, 
Paris 1865. Man kann dies Werk als grundlegend fur die neuere G-eo- 
metrie (in einem weiteren als dem iiblichen Sinne des Wortes) be- 
zeichnen. Piir die Tiefe der geometrischen Einsichten von Poncelet 
ist die Fassung aufkl^rend, die er der Losung der Aufgabe gibt: Zwei 
Kegelschnitte derselben Ebene soUen zugleich in Kreise projiziert wer- 
den, welches ist der Ort der Projektionszentra und welches ist die Lage 
der zugehdrigen Projektionsebenen? (Siehe im Text S. 387 f.) Die Ant- 
wort von FonceM lautet: Die gesuchten Projektionszentra liegen in 
ebensoviel ]&eisperipherien als die gegebenen Kegelschnitte ideale ge- 
meinsame Sehnen haben; diese Kreise werden je aus dem Mittelpunkt der . 
idealen Sehne mit der Halffce derselben als Eadius in der Normalebene 
zu ihx beschrieben; die zugehorige Projektionsebene ist parallel der 
Verbindungsebene des ProjeMonszentrums mit der zugehorigen idealen 
Behne (Traite des propri^tls projectives des figures 1. Ausg., Paris 1822, 
Nr. 121, S. 60 f., 2. Ausg., S. 69; die Aufgabe ist in Ann. math, pures 
apph 7 (1816/7), S, 128 gestellt worden). 

Die gemeinsamen idealen Sehnen sind (an Zahl hOchstens zwei) 
Terbindungslinien konjugiert imaginarer Schnittpunkte oder Geraden 
mit einerlei elliptischen Polinvolutionen. Der Mittelpunkt ist der Mittel- 
punkt der Involution, der Radius der Abstand ihres symmetrischen 
Paares von ihm. 

Ln HinbHck auf die rechnerischen Bemuhungen zur LOsung be- 
merkt Poncelet, dafl die offenbar gewordenen Schwierigkeiten in dem 
Umstande ihren Grund finden, dafi der fragliche Ort durch eine Glei- 
chung 12. Grades ausgedriLckt wird, die in sechs Faktoren 2. Grades 
zerfaUt. 

136) Nr. 414, 4, S. 383. Vgl. das in Anm. 132 angefuhrte Werk 
von W. Fiedler, besonders Nr. 20, B. 14 und 16 (3. Aufl., S. 86 — 88, 

4. Aufl., B. 14—17, S. 100—104). 

136) Nr. 416, S. 384. Die Einfiihrung gleichbenannter Bruche fur 
Cartesisch-Pliickersche Koordinaten zur Dbenuhrung der Gleichungen 
zwisohen ihnen in homogene Form — wie bei L. 0. Hesse (z. B. vor- 
lesungen aus d^r analytischen Geometrie der geraden Linie, des Punktes 
und des Kreises in der Ebene, 1. Aufl., Leipzig 1866, S. 98,. 4. Aufl., 
hrsgg. von S. Gundelfinger, Leipzig 1906, S. 140) — ist also t^bergang 
zur Untersuchung einer Projektion der urspriinglichen Figur an ihrer 
Stelle, sobald dieser Nenner als Veranderliche behandelt wird. 

137) Nr. 416, S. 387. Vgl. das in Anm. 132 angefiihrte Werk von 
TT. Fiedler, Nr. 11 (3. Aufl., S. 37 ff., 4. Aufl., S. 43 ff.) und besonders 
Nr. 14f. (3. Aufl., S. 47 ff., 4. Aufl., S. 66 ff.) und wieder Nr. 18, lo (3. Aufl., 

5. 74, 4. Aufl., S. 87).^ Man sieht, dafl in vereinigten projektiven Ge- 
bilden erster Stufe die Symmetrischen der Doppelelemente in bezug 
auf die Gegen- oder Grenzelemente sich entsprechen. Fiir entsprechende 
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BigSnschaften der Stralilen- tmd EbenenbiLndel vergleiche man Teil 3 
des genannten Werkes, Nr. 71 (S. 48 Iff. der 3. Anflage). 

138) Nr. 418, S. 392. In der Geometrie der Alten betrachtete man 
urspriinglich die Kegelschnitte nnr am geraden Kkeiskegel und nnr 
nnter der Voranssetzung, daB die Schnittebene zu einer Seitenlinie des 
Kegels (der einen Seite des Achsendreiecks) recbtwinklig sei, d. h. dafi 

rechtwinklig zn OB sei. Hiemach warden die Kegelschnitte ein- 
geteilt in Schnitte des spitzwinMigen, rechtwinkligen oder stumpf- 
winkligen Kegels (Ellipse, Parabel, Hyperbel). Ap^lonius zeigte (nm 
225 V. Chr.), daB alle drei Knrven ans dem namlichen — schie^n oder 
geraden — Kegel geschnitten werden kSnnen und legte ihnen ans dem 
in Nr. 192 (TeU 1, S. 370) angegebenen Grnnde die Namen Ellipse^ 
Parabel, Hyperbel bei. Vgl. auch Anm. 69 in Teil 1, S. 450, sowie 
F. Schw, Lehrbuch der analytischen Geometrie, Leipzig 1898, S. 1 — 5. 

139) Nr. 422, S. 395. Der Hanptsatz stammt von &. P. Bandelin, 
Nouv. M^m. Acad. Bruxelles 2 (1822), S. 172. Man findet die Entwick- 
lung bei J. Steiner, Vorlesungen uber synthetische Geometrie, 1. Teil, 
Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer Darstellung, bearb. von 
0. P. Greiser, 3. Aufl., Leipzig 1887, § 24, S. 174. Vgl. auch 0. Schld- 
milch, Gmndzuge einer wissenschafblichen Darstellung der Geometrie 
des MaBes, 2. Teil, Geometrie des Raumes, Eisenach 1864, S. 110, 118/9, 
121 und 131; W. Fiedler, Die darstellende Geometrie in organischer 
Verbindung mit der Geometrie der Lage, 3, Aufl., 2. Teil, Leipzig 1886, 
% 9, S. 59 ; M, Chasles, Aper^u historique sur Torigine et le d5veloppe- 
ment des m^thodes en geometrie, 2. Aufl., Paris 1875, S. 286/7, die 
erste Anflage aus dem Franzosischen iibertragen von L. A. SdhncJce 
nnter dem Titel: Geschichte der Geometrie, hanpts§.chlich mit bezug 
auf die neueren Methoden, Halle 1839, S. 289. 

140) Nr. 422, FuBnote S. 397. Vgl. Mukahy „ Principles of modem 
geometry 2. Aufl., Dublin 1862, 

141) Nr. 423 , S. 398. Das Prinzip der Kontinnitat stellte f. F. 
JSIgncelet in seinem in Anm. 134 genannten Hanptwerk anf (1. Ausg., 
S. Xllf., 67—70, 225/6, 414/6; 2. Ausg. bez. S. XIV, 66/8, 218/9, 405/8). 
Vgl. auch das in Anm. 139 genannte geschichtliehe Werk von M. Chctsles, 
S. 199 — 200 in der franzSsischen, S. 195/6 in der von L. A. Sohncke ver- 
anstalteten deutschen Ausgabe; femer E, K6Uer, Die Entwickelnng 
der synthetischen Geometrie von Monge bis auf Staudt (1847), Jahresber. 
dentsch. Math.-Ver. 5, Leipzig 1901, S. 121/2 und A. Schmflies, Projek- 
tive Geometrie, in der Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaffcen 
init EinschluB ihrer Anwendungen, Bd. HI, 1. Teil, S. 396/7 [1909]. 

142) Nr. 425, 8, S. 403, Vgl. J. Steiner, J. reine angew. Math. 45 
(1863), S. 219 [1852] oder Ges. Werke, hrsgg. von K. Weierstrass, Bd. 2, 
Berlin 1882, S. 477/8. 

143) Nr. 428, i, S. 411. Dieser Beweis der Formel von J, Mac 
OuTlagh (Dublin Exam. Papers 1836, S. 22) stammt von Ch, Ghraves, 

144) Nr. 429, S. 412. Vgl. das in Anm. 132 erwahnte Werk von 
W. Fiedler, 3. Aufl., 1. Teil, Nr. 10, S. 31 oder 4. Aufl., 1. Teil, S. 36, 
fur das Orthogonalsystem dasselbe Werk, 3. Teil, 3. Aufl., Nr. 74, 
S. 611f. 

145) Nr. 429, S. 412. Der Ausdruck Orthogonalsystem findet sich 
auch bei P. M, Zech, Die hShere Geometrie in ihrer Anwendung auf 
Kegelschnitte und Flachen zweiter Ordnung. 1857. 

146) Nr. 430, S. 414. Vgl, A. F, MUbius, Berichte der kgL sachs. 
Gesellsch. d. Wissensch. zu Leipzig, math.-phys. El., Bd. 10 (1868), S. Iff. 
•Oder Ges. Werke, Bd. 2, hrsgg. von P. Klein, Leipzig 1886, S. 329 ff.; 
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A. Cayley, Annali di mat. (2) 1 (1867), S, 132/4 Oder als Annex II der 
Abhandlxmg „0n polyzomal curves", Trans. Roy. Soc. Edinburgh 26,. 
Jahrg. 1868 [1867] oder Coll. math, papers, Bd. 6, Cambridge 1898,. 
S. 668—670; Bd. 7, Cambridge 1894, S. 116. 

147) Nr. 430 B., S. 416. die Ansdehnung auf die Konstruktion 
der Kreise, die drei gegebene Kreise unter vorgeschriebenen Winkeln 
schneiden, vgl. J, Steiner, J. reine angew. Math. 1 (1826), S. 162 Oder 
Ges. Werke, hrsgg. von K, Weierstrass, Bd. 1, Berlin 1881, S. 20 f. oder 
Ostwalds Klass. Nr. 123, hrsgg. von J2. Stumi, Leipzig 1901, S. 5; femer 
G. JDarhoux, Ann. 6cole normale sup. (2) 1 (1872), S. 323 — 392, beson- 
ciers S. 877 f. 

148) Nr. 481, S. 416. Die Entwickelung der „Zyklographie“ ala 
einer Methode der Untersuchung der Kreis- und Kugelsysteme knupffce- 
W. Fiedler an die Benutzung des Distanzkreises zur Festlegung des> 
Zentrums in der Zentralprojektion. Ygl. W. Fiedler „Die Zentralpro- 
jektion als geometrische Wissenschaffc", Progr. Chemnitz 1860, Derselbe 
verfasser hat den Gegenstand elementar dargestellt in seinem Werke 
-Zyklographie oder Konstruktion der Aufgaben fiber Kreise und Kugeln", 
Leipzig 1882. In Nr. 178— >181 (S. 262 — 263) ist daselbst das im Text 
wiedeniolt behandelte System des Feuerbachschen Kreises im Dreieck 
zyklo^aphisch erlfiutert und vervollstandigt ; nfimlich durch das Qua- 
drupel von Kreisen, das die Beruhrungskreise im Dreieck unter gleichen 
endlichen Winkeln schneidet und die vier Tripel Apollonischer Kireise,. 
die zu jenen auBer dem Feuerbachschen und den Dreiecks-Seiten noch 
gehfiren. 

Weitere Anwendungen enthfilt das in Anm. 182 genannte Werk 
fiber darstellende Geometric von W. Fiedler, besonders der zweite TeiL 
Es seien noch einige Anwendungen aus dem Gebiet© der Kegelscbnitt- 
system© angeffihrt, die die neueste Literate bietet. Die Untersuchung 
der AuflSsung der biquadratischen Gleichungen von F[, F, Timerding, 
die schon in Anm. 131 erwahut ist, Ifiuft aus in das Studium ©ines 
dreifach unendlichen linearen Kegelschnittsystems und wird durch die 
eindeutige Zuordnung seiner Kegelschnitte zu den Punkten des Raunf^. 
anschaulich geffihrt; eine Flache dritter Ordnung Ififit die Beziehungen 
der Kegelschnitte des Systems unter sich und zu den sfimtlichen Kegel- 
schnitten der Ebene erkennen. 

P. jET. Schoute hat (Amsterdam, koninklijke Akad. van Weten- 
schappen, Yerslagen van de Yergaderingen, Bd. 7 (1899)) direkt zyklo- 
graphisch die Kreise von F. Joachimsthal (J. reine angew. Math. 26 
(1843), S, 172ff.) aus der Normalentheorie des Kegelschnittes untersucht: 
Die Fufipunkte A, P, C, JD der vier Normalen aus einem Punkte J* 
liegen so, dafi der Kreis durch drei von ihnen, z. B. B, 0, -D, auch 
durch den diametral entgegengesetzten A' des vierten geht. Mit der 
Bemerkung nfimlich, dafi dieser Kreis die Tangente des Kegelschnittes 
in A' noch im Fufipunkt ihrer Normal© vom Mittelpunkt aus trifft, er- 
kennt man sofort, da6 die Kreise ffir alle Normalentripel aus Punkten 
der Normale in A ©in Buschel mit reellen Grundpunkten bilden, das 
zyklographische Bild einer gleichseitigen Hyperbel mit ihnen als Scheitd 
und in der Normalebene zur Kegelschnittebene. Diese Hyperbeln er- 
fullen eine zur Kegelschnittebene orthogonalsymmetrische Flfiche achter 
Ordnung, deren Untersuchung zu einfachen Ergebnissen fiber jenes 
Kreissystem ffihrt. 

Am gleichen Orte wie P. jET. Schoute hat J, de Vries das System 
der Hauptkreise ffir die Kegelschnitte eines Bfischels und eines Netzes, 
sowie fur Schar und Gewebe mit denselben Mitteln untersucht. 
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149) Nr, 431, S. 417. Dies Mitfcel fiihrfe auch in den Fallen zura 
Ziel, wo die rein planimetaisclie Methode niclit direkt anwendbar bleibt, 
wie bei Kreisen mit einerlei Zentrale. Das wesentliche Fortbesfcehea 
■derselben Konstruktion fur die Kreise^ die drei gegebene nnter vorge- 
scbnebenen Winkeln scbneiden, bat TP. Fiedler in seinem in Anin. 148 
erwabntenWerke fiber Zyklographie, Nr. 126—131 (S. 169—177), gezeigt. 


Nacitrag 

dem im Jabre 1915 erscbienenen ersten Teile dee vorliegenden 
Bacbes. 

Bei S. 443, Anm. 2 miige als weitere Literatnr znr grapbiscben 
Darstellung von Fnnktionen nnd zum Koordinatenbegriff nocb genannt 
werden : B. Wieleitner ^ffber den Funktionsbegriff nnd die grapbiscbe 
Darstellung bei Oresme“, Bibl. matb. (3) 14 (1913/14), S. 193—243; die 
Pestscbrift der Tecbniscben llocbsebnle znk Karlsrube, beransgegeben 
von A, Krazer „Znr Gescbicbte der grapbiscben Darstellung von Funk- 
tionen“, Karlsmbe 1916 oder Jabresber. Deutscb. Matb.-Ver. 24 (1916), 
8. 340 — 363; ST. Wieleitner „Zur Erfindnng der analytiscben Geometrie",. 
Zeitscbr. matb. naturw. Dnterr., 47, Jabrg. (1916), S. 414 — 426 und eine 
Abbandlung desselben Verfassers fiber Nikolaus Ores^yie in der Zeitscbrift 
„Natur und Kultur“, 14. Jabrg. (1917), S. 529—536. 

Naclitrag 

zum vorliegenden zweiten Teile. 

Zur FuBnote von S. 196: Die Summe der secbs DoppelverbS^ltnisse 
ist aucb desbalb gleicb 3, weil sicb die seeks Werte so gruppieren 
lassen, daB die Summe von je zweien gleicb 1 wird; es ist namiicb 

1 + (1 -l)=y + -j- = 4- ^—1 = 1- 


Beriebtigungen 
zu Teil I. 

Auf Seite 146, unterste Zeile, bat das dem Gliede +1 voraus- 
gebende Glied in der Hnken Spalte der Seite den Faktor v, in der 
reebten Spalte den Faktor y zu erbalten. 

Seite 447, Zeile 4 von unten lies lAouvilU statfc LionmUe. 



Koordinaten - Geometrie. 

a. Analytische Geometric der Ebene und des Raumes. 

T, Brills JL., EiafQlunmg in die Tkeorie der algebraisolien Ktirven. ca. 260 I 
gr. 8. [In Vorbereitang.] 

Clebsch, A., Yorlesangen fiber Geometrie. Mit besonderer Bentitznng d< 
VortrageT. A. Clebach.bearb.u.lieraTiag. V. F.Lindemann. 2Bde. gr. 
I. Band : Geometrie der Ebene. I.Teil. Eegelschnitte u. algebraiacbe Eorme 
2. Aufl. 1. lifg. S. 1—480. 1906. geb. n. JC 16.— 2. Lieferun 
S. 481—768. 1910. geh n.«.^9.— S. (Schlnfi-)I<ie<^eraJig» [U. d. Pi 
ILTeil. C0.d.Pr.] 

EL „ Geometrie des Eaumei. 1. Teil. Die EULcben erster and zweit< 
Ordnnng Oder Elasse und der Hneare Eomplex. Mit vielen Ei, 
Yin, 650 S. gr.8. 1891. gelx.n.^12.— n.Teil. [In Yorbei 
Crantz, P., analytisobe Geometrie der Ebene. Zum Selbstunterricbt. Mit 55 Eij 
AtTuG Bd. 504. Y, 93 S. 8. 1915. geb. n. M 1.20, geb. n. M 1.50. 
Dette^W., analjtiscbe Geometrie der Kegelschnitte. Mit 45 Eig. YI, 232 I 
gr. 8. 1909. geb. n. M 4.40. 

Dingeldeit E., Lebrbuob der analytiscben Geometrie. ca. 400 S. gr. 8. gel 
[In Yorbereitnng.] 

Eegelscbnitte nnd Eegelacbnittsysteme. gr. 8. geb. [In Yorb.] 

Ebner< E., Leitfaden der tecbniscb -mcbtlgen Knrven. Mit 93 Eig. YU 
197 8. gr. 8. 1906. gebi n. JC 4.— 

Port, G., n. 0. Scbldmilcb, Lebrbuob der analytiscben Geometrie. 2 Teil 
Mit Holzsdmitten im Text. gr. 8. geb. n. JC 10.—, geb. n. JC 11.60. 

L Teil; Analytiscbe Geo metrie der Ebene, von 0. Eori. 7. AnB. von 1 
Heger. XYH, 268 S. 1904. geb. n. JC 4.—, geb. n. JC 4.8 
n. „ Analytiscbe Geo metri e desBaumeB^v. 0. SoblQmilch. 7.Anj 
von B. Heger. Ym, 326 S. 1913. geb. n. JC 6 . — , geb. n. JC 6.8 
Ericbe, B .9 aimlytiscbe Geometrie. Mit 96 Eig. YI,1S5S. 8. 1915. geb. n.<^2.8 
Ganter, H., und E, Budio, die Elemente der analytiscben Geometrie. Zu 
Gebrau^ an bOberen Lebranstalten, some zum Selbststudinm Mit zab 
reicben tTbungsbeispielen. In 2 Teilen. Mit vielen Eig. gr. 8. 

L Teil: Ganger u. Bu dio, die analytiscbe Geometrie der Ebene. 8., ve 
besserte Aufl. YXDC, 191 S. 1933. geb. n. JCS . — 

EL „ Budio, die analytiscbe Geometrie des Baumes. 5., verbesserl 
Auflage. X, 194 S. 1913. geb. n. JC 3. — 

Graefe, Er., Aufgaben nnd LebrstLtze aus der analytiscben Geometrie d< 
Pnutes, der geraden Linie, des Ereises nnd der Kegelsobnltte. EO 
Stndierende an Universit&ten und Teohnisoben Hocbscbulen. lY, 186 I 
gr. 8. 1885. geb. n. M. 2.40, geb. n. JC 3.20. 

AnflOsnngen und Beweise der Aufgaben und Lebrsatze ans der anal^ 

tiscben Geometrie des Punbtes, der geraden Linie, des Ereises und d( 
Eegelscbnitte. Ellr Stndierende an XJniversit&ten und Tecbniscben Hod 
sobnlen. lY, 259 8. gr. 8. 1886. geb. n. JC 4.80, geb. n. JC 5.60. 

Aufgaben nnd Lebrs&tze aus der analytiscben Geometrie des Baume 

insbesondere der Elficben zweiten Grades. Eflr Stndierende an UniversitSte 
u. Tecbn. Hocbsob. XIY, 127 8. gr. 8. 1888. geb. n. JC 8.—, gob. n. JC 3.8' 

AnflOsxmgen nnd Beweise der Aufgaben und Lebrsatze aus der analj 

tiscben Geometrie des Baumes, insbesondere dor Eiacben zweiten Grade 
Etlr Stndierende an Universitaten und Tecbniscben Hocbscbulen. XY 
858 S. gr. 8. 1890. geb n. JC 8. — t n. JC 9.— 

Grafimann, H», projektive Geometrie der Ebene. Unter Benutzung der Punk 
rechnnng dargestellt. 2 Bande 

L Band; Binftres. XET, 860 8. gr. 8 1909. geb. n. 12,—, geb. n. JC 13.- 
IL „ Temares. Erster TeiL XII, 410 8, gr.8. 1918. geb n. 18.- 
geb. n. JC 19.— 

Heirtor, L., n. C. Koehler, Lebrbuob der analytiscben Geometrie. 2 Band' 
LBand: Geometrie in den Grundgebilden erster Stufe nnd in der Ebeni 
Mit 136 Textfiguren. XVI, 626 8. gr. 8. 1906. geb. n. JC 14— [IX Ban 
in Yorbereitnng.] 

flesfe, 0., Yorlesungen aus der analytiscben Geometrie der geraden Lini i 
des Punktes und des Ereises in der Ebene. 4. Anflage, xevidiert un 
erganzt von S. Gnn del finger. Ym, 251 8. gr.8. 1906. geb. n. 6.- 
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Hoehheiin, A., Aufgaben aus der axialjlisoliezL Geometrie der Ebene. 3 Hefte, 
ill je 2 Teilen. gx. S. 

HefI L Die gerade Iiinie, der Pnnkt, der Ereis. 4 , yermehzte Anf lage^ 
bearbeitet von 0. Jabn nnd Er. Hocbheim. 1911. 


A. Aufgaben. YI, 104 S. geb. n. JL 2.40. 

B. AuflOsnngen. H, 186 S. geb. n. Jt 2.60. 

„ IL Die Eegelsobnitte. Abteilnng L 8., vermelirte Anf lage, bearbeitet 
von O. Jabn und Er. Hoobbeim. 

A. Anfgaben. lY, 90 S. 1906. geb. n. M. 1.80. 

B. AuilOSTingen. Mit Eig. 106 S. 1908. geb. n. 2.20 
„ ITL Die Eegelscbnitte. Abt. n. 2. And. 1911. 

A. Aufgaben. 69 S. geb. n J£. 1.80. 

B. AuflOsungcn. 100 S. geb. n. 2.40. 


Klein, F., autograpbierte Vorlesungsbefte. 4. geb. 

HObere Geometrie. UnverSjiderter Abdruck 1907. 

Heft 1, 566 Seiten (W.-S. 1892/98) 1 ^ i k 

^ Heft 2, 388 Seiten (S.-S. 1893) j ^ ^ 15.— 

lioria, G» spezielle algebraiscbe und transzendente ebene Eurven, Tbeorie 
und Gescbicbte. Autorisiexte deutsobe Ausgabe von fEr. ScbtLtte. In 
2 Bftnden. 2. AuHage. gr. 8. 

L Band: Die algebralacben Euzven. Mit 142 Eig. XVni, 48S S. 1910 
geb. n. 16.50, geb. n. JC 18 — 

II. „ Die transzendenten und die abgeleiteten Eurven. Mit SO Eig. 
Vm, 884 S. 1911. geb. n. 12.50, geb. 14.— 


Lntz, E., analytiscbe Geometrie der Ebene. ElementarosDebrbuobf. hObezeLebr- 
angtalten. Mit 182 Eig. IX, 801 S. gr. 8. 1909. geb. n Ji 5.—, geb n 6.— 

Mebmke, B., Yorlesungen fiber Eunkt- und Yektorenrechnung. In 2 Bfinden. 
L Band: Punktreolmung Erster Teilband. Mit 152 Eig. YTII, 394 B. 
gr. 8. 1918. geb. n. JC 14.— 

Bepertorinni der liokeren Matbematik. ^on E. PascaL 2., vSllig umge- 
arbeitete Auflage der deutecben AusgJwe. Unter Mitwixkuug zablreicber 
Miatbematikerberausgegeben vonP.Ep stein, B.Botbe und J^E.Timer* 
ding. In 2 Bfinden: Analysis und Geometrie. 8. 

I. Band: Analysis. irnter3M!itw.vonREricko,Pb.Eurtwangler,AGuldberg, 
H. Habn, E. Hecke, E. J abnke, H. Jung, G. Eowalewski, A. Loewy, 
B. Pascal, BL E. Timerding. 

X. Hfilfte: Algebra, Diderential- und Integralreobnung. XY, 
527 S. 1910. geb. n. 10,— 

IL „ [XT. d. Pr.] 

IL „ Geometrie. l7nterMitwirkungvonL.Berzolari,B.Bonola,E.Ciani, 
M. Debn, Er. Dingeldey, E. Enriques, G. Giraud, G. Guarescbi, 
L. Heffter, W.Jacobstb^, H.Liebmann, J.Mollerup, J.Neuberg, 
XT. Perrazzo, O. Staude, E. Steinitz, H. Wieleitner. E. Zindler. 

1. Halfte: Grundlagen und ebene Geometrie. XYI, 534 S. 1910. 

geb. n. 10. — 

IL „ to, d. Pr.] 

Buuge, analytiscbe Geometrie der Ebene. Mit 75 Eig. lY, 198 S. grr. 8. 
1908. geb. n. Ji. 6. — . 


Salmon, G., analytiscbe Geometrie der Eegelscbnitie Kaob der freien Be- 
arbeitung von XY. Eiedler. Neubrsg. vonEx. Dingeldey. 2 Telle, gr. 8. 
L TeU: 8. Auflage. XXX, 462 S. 1915. geb. n. JC 12.— 
n. „ 7.AufL XXIY u. S. 453— 854. 1918. 

analytiscbe Geometrie des Eaumes. Deutscb bearb. v.W.E i e d 1 e r. 2 Tie. gr. 8. 

I. TeU: Die Elemente und die Tbeorie der Elficben zvreiien Grades. 

Mit Holzscbnitten. (5. AufL Neu bearbeitet von E. Eommerell 
u. A. von Brill. 1918 u. d. Pr) 

II. „ Analytiscbe Geometrie der Eurven Im Eaume, der Strablen- 
systeme und der algebraiscben Elficben. Mit Holzscbnitten. 
(4. Auflage in Yorbereitung ) 

Schroder, J., Aufgaben ffir den XTnterriobt in der analytiscben Geometrie der 
Ebene an bfiberen Scbulen. Mit 2 Eigurentafeln. 3Y, 49 S. gr. 8. 1910. 
steif broscb. n. JC 1.40. 
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Sereri, F., Torlesttagen fiber algebrais(^e Geometrie. Geometrie auf ei 
K.xirve. BiemaniiscbLe Fl3,oheiu Abelache Integrale. Autoriaiexte deute 
Ansgabe von iE. Ldffler. gr. 8. [U. d. Pr.] 

Staude, 0., analytische Geometrie des Punktesy der geraden Llnie and 
Ebene Ein Haadbucb zn den Vorleaungen and tTbimgen fiber wialytis 
Geometrie. Mit 387 Eig. V31II, 'i47 S. gr. 8. 1903. geb. n. M. 14. — 

— - analytische Geometrie des Punktepaares, des Koget chnittes and der EIS 
zweiter Ordnnng. In 2 TeUbfinden. Mit zahlr. Eig. gr. 8. 1910. 

I. Teilband: X, 548 S. geb. n. JL 20.—, geb. n. M. 22.— 
n. „ IV, 451 S. geb. n. M 16.—, geb. n. Ji 18— 

analytische Geometrie der kubisoben Kegelsobnitte. Mit 58 Fig, V 

242 S. gr. 8. 1918. geb. n M.. 9.—, geb. n. M 10. — 

Study, E., Vorlesnngen fiber atisgewfiblte Gagenst&nde der Geometrie. 
5 Bande von je 10—12 Bogen. gr. 8. stelf geb. 

1. Heft ; Ebene analytische Knrven and za ihnen gebOrige Abbildani 

Mit 9 Pig. IV, 120 S. 1911. n. 4 80. 

2. ’ „ TJnter Mitwirk^g von W. Blaschke. Konforme Abbildi 

einfaob'znsammenbftngender Bereicbe. Mit 43 Pig. YllI, 14 

1913. n.^ 6.60. 

Tbomae, J., GrondriB einer analytiscben Geometrie der Ebene. Hit 8 ’ 
X, 183 S. gr. 8. 1906. geb. n. ^ 3.60. 

Zeatben, H. G., Lebrbncb der abzfiblenden Metbodon der Geometrie 
38 Pig. Xn, 394 S. gr. 8. 1914. geb. n. Ji 16.—, geb. n. M 17.— 

b. Uniengeometrle. 

Olebsch, A., Vorlesnngen fiber Geometrie. Heraasg. von P. Lindema 
(Siebe oben nnter a.) 

Study, E., Geometrie der BynameX Die Zusammenaetzong von Xraften 
verwandte Gegenstfinde der Geometrie. Mit 46 Pig. and 1 TafeL X 
60S S. gr. 8. 1903. geb. n. JC 21.—, geb. n. Ji 23. — 

Zeatben, H. G., Lebrbucb der abzftblenden Methoden der Geometrie. iSi 
oben unter a.) 

0. DlfTerentialgeometrie. 

Bianchi, L., Vorlesnngen fiber DiPerentLalgeometrie. Antorisierte deutsobe G 
setzong von M. Enkat. 2., vermebrte and verbesserte Aoflage. XV 
721 S. gr. 8. 1910. geb. n. M 22.60, geb. n. JC 24.60. 

Cesaro, E.,VorleBnngen fiber natfirlio he Ge ometrie. Autor. deutsobe Auss 
TonG.Xowalewski. Mit 48 Pig. VIII,341S. gr.8. 1901. geb.n.«/^l 

Klein, F., antograpbierte Vorlesongsbefie. 4. geb. 

Anwendnng der Differential- and Integrobreebnan g aaf Geometrie, < 
Bevision derPiinzipien (S.-S.1901). Nener Abdr. 1907. VUI, 484 S. n. 4 ^ ] 

Kit oblan ch, Einleitnng in die allgemeine Tbeorie der krummen Plfic] 
Vm, 267 S. gr, 8. ' 1888. geb. n. JC 8. — 

Gmndlagen der Diffexentlalgeometrie. X,634S. gr.8. 1913."geb.n.«Alllj 

geb. n, JC 20. — 

T. Lilientbal, B., Vorlesnngen fiber Differentialgeometrie. In 2 Bto' 
gr. 8. geb. 

E Band: Earventbeorie. VI, 368 S. 1908. n. JC 12.— 
n. „ Flfiobentbeorie. ErsterTeil. VIII,270S. 1918. geb. n.v^l! 
gob. n. JC IS.— 

Schell. TF., allgemeine Tbeorie der Eorven doppelter Krfimmung. S.J 
von E. SalkowskL Mit 66 Pig. XI, 196 S. gr. 8. 1914. geb. n. M 

Wilczynski, E, projeoUve differential Geometry of Oorves and ruled I 
faces. Vin, 298 S. gr. 8. 1906. geb. n. JC 10. — 
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